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Introducere

Prezentul manual de termodinamică se adresează studenților Facultății de fizică, secțiile 
“Fizică tehnologică” și “Fizică” din anul III, fiind scris în urma predării cursului Termodi
namică și Fizică Statistică timp de peste 10 ani, precum și a seminarului acestui curs timp 
de peste 15 ani.

In forma prezentă, acest manual include materialul corespunzător primei părți a cursului 
menționat anterior, adică numai material (predat la curs sau la seminar) care prezintă prin
cipalele probleme ale termodinamicii. Pentru partea a doua a cursului, adică fizica statistică, 
va fi elaborat un volum suplimentar.

Trebuie să se remarce următoarele particularități ale acestui manual.

1) Materialul a fost structurat în 3 părți: prima parte intitulată Probleme generale prezintă 
principiile termodinamicii și cele mai importante consecințe ale acestora:

• teoria reprezentărilor termodinamice,

• proprietățile generale ale coeficienților termodinamici,

• condițiile de echilibru și de stabilitate a echilibrului termodinamic,

• comportarea asimptotică la temperaturi joase a sistemelor termodinamice,

• principalele proprietăți ale tranzițiilor de fază.
în această primă parte autorul a căutat în mod sistematic să adopte o prezentare generală, 
utilizând minim posibil (la nivelul unui text care se adresează unor studenți de anul III) 
particularizări simplificatoare; ca urmare, expunerea are avantajul unei coerențe și genera
lități mai mari în raport cu alte lucrări de același nivel, dar există dezavantajul absenței 
unor exemple concrete. Singura excepție a fost prezentarea tranzițiilor de fază de ordinul 
1, unde s-a utilizat modelul tranziției de tip lichid - gaz, deoarece autorul a considerat că o 
prezentare exclusiv generală a tranzițiilor de fază ar fi pe de o parte prea dificilă și pe de 
altă parte un subiect prea vast.

în partea a doua, intitulată Aplicații, sunt prezentate cele mai interesante sisteme ter
modinamice concrete (sau clase de sisteme termodinamice):

• fluidul neutru (cu cazurile particulare gazul ideal și gazul van der Waals),

• radiația termică,

• sistemele elastice,

• sistemele electrizabile și cele magnetizabile,

• soluțiile (incluzând amestecuri de gaze reactante chimic),

• fenomenele superficiale.
Acest material, fără să fie exhaustiv, este necesar pentru a oferi studentului ilustrarea aplicării 
rezultatelor generale la situații particulare. Dintre toate exemplificările menționate s-a acor
dat o prezentare deosebit de amănunțită pentru fluidul neutru, care este sistemul termodi
namic tipic, fiind în același timp sistemul cu maximă simplitate și totodată sistemul care nu 
posedă proprietăți “patologice”1.

'De fapt, există multe lucrări de termodinamică în care se efectuează majoritatea raționamentelor pe 
cazul fluidului neutru.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



ii INTRODUCERE

Partea a treia conține probleme speciale sau complementare care au fost considerate 
“Anexe”:

• complemente matematice (se tratează succint și fără rigoare matematică proprietăți 
ale funcțiilor omogene, ale funcțiilor concav-convexe și ale transformatelor Legendre) 
necesare pentru înțelegerea unor operații efectuate în textul principal;

• introducerea euristică a mărimilor specifice termodinamicii (temperatura, energia in
ternă și entropia) cu ajutorul axiomaticii termodinamicii clasice;

• prezentarea succintă a principalelor rezultate asupra ciclurilor termodinamice și a 
mașinilor termice, evidențiind formulările Thomson și Clausius ale Principiului 2;

• discutarea diferitelor posibilități pentru obținerea stării finale de echilibru, pentru un 
sistem compus care are frontiera internă adiabatică;

• prezentarea succintă a etimologiilor principalilor termeni de origine elină sau latină 
specifici termodinamicii și care sunt utilizați în acest manual;

• comentarii și recomandări succinte ale autorului asupra principalelor lucrări din lite
ratură care tratează termodinamica.

Trebuie să se sublinieze că materialul din prima parte este în general predat la curs, 
aproape integral; materialul din partea a doua este prezentat parțial la seminar (se prezintă 
obligatoriu fluidul neutru și sistemele magnetizabile omogene spațial), iar problemele din 
anexa de complemente matematice sunt de asemenea prezentate la seminar.

2) Punctul de vedere adoptat de autor pentru prezentarea termodinamicii este varianta 
neo-gibbsiană, care diferă de maniera clasică pentru studiul termodinamicii, atât ca formulare 
a principiilor, cât și ca metodă de lucru.
Principalele avantaje ale variantei neo-gibbsiene sunt următoarele:

• principiile sunt enunțate astfel încât să poată fi în mod direct transpuse într-o formă 
matematică;

• se eludează construcția euristică a mărimilor specifice termodinamicii (temperatura, 
energia internă și entropia), ceea ce permite să se dezvolte formalismul general direct 
din principii;

• se obțin teorema potențialelor termodinamice și condițiile de stabilitate direct din 
principii, fără să se efectueze raționamente sofisticate (și artificiale), așa cum se proceda 
în termodinamica clasică;

• se obține o tratare naturală și coerentă a tranzițiilor de fază.

Pe de altă parte, varianta neo-gibbsiană are unele dezavantaje (în raport cu termodinamica 
clasică):

• principiile au enunțuri abstracte, fără să se evidențieze semnificații fizice directe;

• aparatul matematic, deși nu este complicat, nu este prezentat în totalitate în lucrările 
uzuale de analiză matematică (de asemenea, nu este predat la Facultatea de Fizică 
în anii inferiori), astfel încât este necesară o prezentare explicită a unor probleme 
complementare;

• mărimile specifice termodinamicii (în special entropia și temperatura) sunt introduse 
axiomatic, astfel încât este necesar să se deducă ulterior principalele lor proprietăți și 
să se arate că aceste mărimi coincid cu mărimile similare ale termodinamicii clasice;

• există în acest moment puține lucrări care tratează termodinamica în varianta neo- 
gibbsiană.
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INTRODUCERE iii

3) Materialul inclus nu a fost (și probabil nici nu va fi) predat integral; în unii ani au 
fost predate unele capitole cu prețul omiterii altora, dar problemele fundamentale (care 
constituie majoritatea materialului primei părți a acestui manual) au fost prezentate în 
fiecare an (modul de prezentare, precum și alegerea chestiunilor de importanță secundară 
din această primă parte au variat în funcție de subiectivismul autorului).

Partea a doua nu poate fi prezentată integral (la curs sau la seminar) datorită lipsei 
timpului necesar; de asemenea, dintre anexe, numai capitolul de complemente matematice a 
fost prezentat la seminar în ultimii ani2 .

4) Autorul a preferat să includă în acest manual atât materialul de bază, care este predat 
în fiecare an la curs, cât și material suplimentar, care nu poate fi predat datorită lipsei de 
timp. Autorul menționează unele motive ale includerii materialului suplimentar, cât și o 
caracterizare a rolului acestui material.

• In ultimii ani autorul a inclus unele capitole în materialul prezentat la curs sau la 
seminar și a omis altele, existând fluctuații asupra chestiunilor studiate.

• Manualul se adresează în primul rând studenților foarte bine pregătiți și care doresc 
să se pregătească în continuare foarte bine3 ; de aceea au fost incluse toate chestiunile 
care au fost prezentate în anii trecuți măcar o singură dată.

• Capitolul anexă “Axiomatica clasică” a fost inclus numai pentru a arăta metoda euris
tică de introducere a temperaturii și a entropiei, suplinind astfel un aparent defect al 
termodinamicii neo-gibssiene.

• Capitolul anexă “Cicluri termodinamice” a fost introdus pentru a face legătura cu 
lucrările clasice și cu prezentarea termodinamicii făcută studenților în anul I.

• Capitolul anexă privind “Sisteme cu frontiere interne adiabatice” a fost inclus pentru a 
convinge studenții care au un spirit critic pronunțat că este necesară considerarea fron
tierelor cel puțin diaterme pentru a putea face o discuție termodinamică a condițiilor de 
echilibru (adică altfel spus, pentru a motiva excluderea frontierelor interne adiabatice 
din discuția condițiilor de echilibru termodinamic).

• Capitolul de etimologii are un caracter pur informativ, fiind scris pentru a satisface 
curiozitatea studenților și pentru a evita utilizarea greșită a umor termeni prezenți în 
acest manual.

5) Materialul prezentat în acest manual, chiar dacă depășește posibilitățile de predare di
rectă, totuși nu epuizează problemele importante ale termodinamicii proceselor de echilibru. 
Trebuie să se remarce absența multor subiecte, mai ales cele de termodinamică chimică, care 
au fost omise. Se vor semnala numai unele dintre cele mai importante omisiuni:

• tratarea detaliată a cicluri termodinamice și a mașinilor termice, cu ilustrarea celor mai 
importante cicluri (s-au prezentat foarte succint principalele rezultate asupra ciclurilor, 
fără particularizări, iar acestea au fost plasate într-un capitol anexă);

• teoria generală a soluțiilor și a sistemelor multicomponente;

• termodinamica electroliților și a pilelor electrice;

• termodinamica generală a stratului superficial;

• relații termodinamice în domeniul relativist;
2 Acest capitol din Anexe trebuie să fie studiat la seminar atâta timp cât nu se studiază la cursurile și 

seminariile de matematică proprietățile funcțiilor convex - concave necesare pentru termodinamică.
3 Deși in ultimii ani autorul a trebuit să scadă in mod continuu nivelul de exigențe și să adopte un 

ritm mai lent de predare, totuși autorul crede cu tărie că toți profesorii care pretind că au responsabilitate 
față de meseria lor trebuie să ofere posibilitatea studenților foarte buni, chiar dacă sunt foarte puțini, să se 
pregătească la nivelul cel mai fnall posibil, astfel incăt aceștia să plece din Facultatea de Fizică a Universității 
București înarmați cu cunoștiințe de fizică teoretică la nivelul celor mai bune universități din străinătate-, 
în consecință, manualul prezent a fost scris în primul rând pentru acești studenți.
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• termodinamica sistemelor neomogene;

• termodinamica fero-electricilor și a fero-magneților;

• tratarea detaliată a sistemelor electizabile, magnetizabile și elastice (în curs sunt tratate 
succint numai cele mai simple situații).

6 ) Datorită faptului că manualul conține mai mult material dacât poate fi predat, pentru 
a facilita utilizarea de către studenți, capitolele din partea a doua (în care sunt prezentate 
diferite sisteme particulare) au fost scrise astfel încât să poată fi înțelese în mod independent; 
de fapt, este necesară cunoașterea primelor 4 capitole din prima parte (sau uneori chiar toate 
cele 6 capitole), dar din partea a doua nu este necesar decât să se cunoască fluidul neutru, 
ca sistem termodinamic preliminar. Procedând astfel, autorul a comis în mod voit multe 
repetiții, iar volumul acestei lucrări a crescut în mod corespunzător, dar pentru student s-a 
obținut varianta în care se poate studia fiecare dintre sistemele particulare fără să se cunoasă 
prezentările celorlalte sisteme (din partea a doua).

Autorul a procedat la fel și la prezentarea potențialelor termodinamice remarcabile, 
unde s-au comis în mod voit repetiții; redundanțele au fost făcute pentru ca studentul să 
poată obține pentru fiecare potențial informația importantă, fără să se facă trimiteri la alte 
potențiale (bine înțeles, capitolul care conține potențialele termodinamice este foarte mare).

7) Manualul acesta conține material care este prezentat de către autor fie la curs, fie la 
seminar, dar nu au fost incluse aplicații particulare cum sunt problemele de tip examen 
(deși la seminar se fac mai multe probleme de acest tip); ca urmare, acest manual trebuie 
completat cu o Culegere de probleme de termodinamică, care va fi elaborată ca un volum 
suplimentar.

Autorul se simte dator să recunoască principalele surse de inspirație, datorită faptului că 
o lucrare pedagogică are în mod fortuit un puternic caracter de compilație.

1. In primul rând sunt cursurile studențești Termodinamica al profesorului dr. Gheorghe 
Ciobanu (litografiat la tipografia Universității București) și Termodinamica al profe
sorului dr. Gheorghe Nenciu (pe care autorul l-a consultat în forma de manuscris); 
acestea au influențat în mod apreciabil conținutul acestui manual: primul dintre cur
surile menționate a influențat capitolele referitoare la reprezentările termodinamice, 
coeficienți termodinamici, condiții de echilibru și comportări asimptotice la temperaturi 
joase, iar influența celui de-al doilea curs a fost importantă la prezentarea principiilor 
termodinamicii neo-gibbsiene, definirii potențialelor termodinamice ca transformate 
Legendre generalizate, condițiilor de stabilitate și la completările matematice pentru 
funcțiile concav-convexe (totuși, există diferențe importante între prezentul manual și 
cursurile menționate anterior).

2. In al doilea rând, lucrarea lui H. B. Callen Thermodynamics care a constituit etapa 
esențială de trecere la termodinamica neo-gibbsiană.

3. Intr-o măsură mult mai mică autorul a fost influențat de lucrările de termodinamică 
ale lui L. Tisza, R. Kubo, L. D. Landau & E. M. LifSits, P. T. Landsberg și Ș. Țițeica, 
care sunt prezentate în capitolul bibliografic.

Autorul dorește să exprime mulțumirile sale profesorului dr. Gheorghe Ciobanu și profe
sorului dr. Gheorghe Nenciu pentru numeroasele discuții avute de-a lungul mai multor ani 
asupra diferitelor probleme subtile ale termodinamicii și pentru observațiile critice făcute 
asupra versiunii preliminare a acestei lucrări; probabil că prezentul curs ar fi fost mult mai 
modest dacă nu ar fi existat aceste discuții.

Radu Paul Lungu
Noiembrie, 2002
București
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Capitolul 1

Probleme fundamentale

1.1 Noțiuni preliminare
în această secțiune preliminară vor fi prezentate noțiuni fundamentale necesare pentru 

formularea principiilor și metodelor termodinamicii.
Termodinamica se poate defini drept capitolul fizicii teoretice care studiază proprietățile 

fizice ale sistemelor macroscopice, fără să considere structura microscopică a acestor sisteme, 
fiind bazată pe un sistem de postulate (macroscopice); de fapt, termodinamica stabilește 
relații între mărimile macroscopice caracteristice ale sistemului.

Prin metoda sa de lucru, termodinamica este în relație atât cu rezultatele empirice, cât 
și cu fizica statistică.

Pe baza tipurilor de sisteme și de fenomene specifice, uzual se face următoarea clasificare:
1) termodinamica proceselor de echilibru, care va fi studiată în acest curs,
2) termodinamica proceselor de neechilibru (irveversibile), care este obiectul unui alt curs, 
în continuare se vor prezenta succint noțiuni termodinamice fundamentale: sisteme ter

modinamice, stări termodinamice, parametri de stare, procese termodinamice și frontiere 
termodinamice.

Sisteme termodinamice

Sistemul termodinamic este un sistem macroscopic, finit; 
se va nota în continuare sistemul termodinamic prin simbolul 
6  și va fi reprezentat convențional prin imagini de tipul celei 
din figura 1.1.

Mediul extern (al unui sistem termodinamic) este atunci 
constituit din totalitatea sistemelor exterioare sistemului stu
diat.

De asemenea, frontiera (unui sistem termodinamic) este 
suprafața separatoare dintre sistemul studiat și mediul extern, 
care pe figura 1.1 este reprezentată cu simbolul S.

Este important să se evidențieze anumite clasificări ale sis
temelor termodinamice.

Figura 1.1: Figurarea unui
1) După subsistemele componente: sistem termodinamic.

-  sistem simplu - nu conține subsisteme;
-  sistem compus -  este format din subsisteme.
Un sistem compus se notează simbolic în forma:

Q(ab) =  g ( a )  J  g ( i )

unde 6 ^  și 6^> sunt subsistemele componente ale sistemului compus 6<n i \  iar £„j este 
frontiera internă (dintre & ^  și 6^>) care permite eventuale interacții între cele 2 subsisteme. 
Deasemenea, sistemul compus este ilustrat conform figurii 1.2.

3
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4 CAPITOLUL 1. PROBLEME FUNDAMENTALE

2) După posibile variații spațiale ale unor proprietăți:
-  sistem omogen -  este un sistem simplu care are aceleași 

proprietăți în toate punctele din spațiul pe care îl ocupă;
-  sistem heterogen -  este format din subsisteme omogene 

(deci este un sistem compus), care au proprietăți discontinue la 
frontierele interne [subsistemele componente sunt numite faze 
ale sistemului];

-  sistem neomogen -  are proprietăți care variază continuu 
în spațiu.

3) După posibile interacții cu mediul extern:
-  sistem izolat -  nu are interacții cu sisteme externe 

(condiția se realizează dacă frontiera sa E este absolut im
permeabilă);

-  sistem neizolat -  are interacții cu sistemele externe, fron-

Figura 1.2: Figurarea unui 
sistem termodinamic com
pus.

tiera sa S având anumite permeabilități (în limbajul utilizat în termodinamică perme- 
abilitățile frontierei externe a sistemului implică contacte termodinamice corespondente).

Starea sistem ulu i term odinam ic

Starea sistemului termodinamic este situația în care se află sistemul termodinamic și 
este caracterizată prin valorile unui set finit de mărimi macroscopice (aceast set se numește 
informație termodinamică maximală).

Se observă că starea sistemului termodinamic este dependentă atât de condițiile externe, 
cât și de proprietăți intrinseci ale sistemului.

Se poate face o clasificare a stărilor termodinamice:

• stări de echilibru -  sunt stări caracterizate prin mărimi atemporale;

• stări de echilibru împiedicat -  sunt stări ale unui sistem compus care are frontiere 
interne parțial impermeabile (altfel spus, sistemul are constrângeri)-,
inițial: frontierele interne sunt impermeabile (eventual numai parțial), iar subsistemele 
componente sunt fiecare în câte o stare de echilibru termodinamic;
ulterior: frontierele interne pierd impermeabilitățile (parțial sau total) astfel că subsis
temele ajung să fie în stări de ne-echilibru.

• stări de ne-echilibru -  sunt stări caracterizate prin mărimi variabile în timp;

• stări de echilibru incomplet -  corespund situației când sistemul are echilibru local, dar 
starea globală este o stare de ne-echilibru.

Param etri de stare

Parametri de stare -  sunt mărimi macroscopice care definesc starea sistemului termodi
namic.

E xistă 2 metode de clasificare a parametrilor de stare.
Prima metodă, utilizată în termodinamica tradițională, consideră 2 tipuri de parametri:

• parametri externi -  definiți complet de către condițiile externe;

• parametri interni -  determinați de proprietăți intrinseci ale sistemului.

Această clasificare este neconvenabilă (deși este sugestivă), pentru că distincția între parame
tri externi și parametri interni este dependentă de definiția sistemului termodinamic studiat 
și a mediului extern; astfel, prin redefinirea sistemului, un parametru inițial extern poate 
deveni parametru intern. In plus, clasificarea nu oferă proprietăți matematice speciale.

A doua metodă, utilizată în termodinamica neo-gibbsiană, consideră alte 2 tipuri de 
parametri:
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1.1. NOȚIUNI PRELIMINARE 5

• parametri extensivi -  sunt mărimi proporționale cu “extensia” sistemului (pentru sis
teme omogene aceste mărimi devin proporționale cu cantitatea de substanță); în con
secință, parametrii extensivi au proprietatea de aditivitate pentru un sistem compus:

g(«0 _  g(«) | J  g(<>) —  ̂ A^ab  ̂ = A ^  -I- A ^

adică, mărimea pentru sistemul compus este egală cu suma mărimilor corespunzătoare 
pentru sistemele componente.

• parametri intensivi -  sunt mărimi independente de “extensia” sistemului, deci nu au 
proprietatea de aditivitate pentru un sistem compus.

Această metodă de clasificare a parametrilor de stare este univocă și neambiguă, iar pe de 
altă parte, va fi avantajoasă pentru evidențierea unor proprietăți matematice importante.

Este important să se evidențieze următoarele observații asupra parametrilor de stare:

• Parametrii extensivi se pot defini în orice stare a sistemului termodinamic, dar para
metrii intensivi au sens (se pot defini) numai în stări de echilibru (local sau global); în 
plus, pentru sistemele omogene parametrii intensivi sunt constanți spațial.

• Există relații între parametrii de stare ai unui sistem termodinamic (de fapt, unul 
dintre obiectivele principale ale termodinamicii este tocmai stabilirea unor relații între 
parametrii de stare, cunoscând alte relații).

• Parametrii de stare se grupează în perechi formate dintr-un parametru extensiv și un 
parametru intensiv; parametrii unei perechi se numesc conjugați, iar fiecare pereche 
determină un grad de libertate termodinamic al sistemului.

• Un sistem termodinamic aflat într-o stare de echilibru este caracterizat complet de un 
număr mic de parametri de stare independenți; numărul de parametri independenți, 
necesari pentru caracterizarea completă a unei stări de echilibru termodinamic se 
numește varianța sistemului și este egal cu numărul de grade de libertate termodi
namice ale sistemului.

Sunt prezentate fără demonstrație principalele perechi de parametri de stare:

N u m ele  gradului Param etrul extensiv Param etrul intensiv
termic entropia S temperatura T

volumic volumul V presiunea ț i

chimic numărul de particule N potențialul chimic p

superficial aria suprafeței A coeficientul de tensiune 
superficială 7

electric momentul electric dipolar P intensitatea câmpului 
electric £

magnetic momentul magnetic dipolar A4 intensitatea inducției 
magnetice B

P rocese term odinam ice

Proces termodinamic -  este succesiunea stărilor unui sistem termodinamic, care este aflat 
în evoluție.

Se pot face mai multe tipuri de clasificări ale proceselor termodinamice:
a) după stările extreme:

• proces deschis -  starea inițială este diferită de starea finală,

• proces ciclic -  starea inițială coincide cu starea finală;
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6 CAPITOLUL 1. PROBLEME FUNDAMENTALE

b) după posibilitatea procesului invers:

• proces reversibil -  când este posibilă evoluția inversă a sistemului prin aceleași stări 
intermediare,

• proces irreversibil -  când procesul invers este imposibil;

c) după natura stărilor intermediare:

• proces cuasi-static (proces de echilibru) -  procesul continuu constituit dintr-o succe
siune de stări de echilibru,

• proces nestatic -  este constituit din stări de ne-echilibru.

Termodinamica proceselor și stărilor de echilibru utilizează în mod sistematic noțiunea 
de proces cuasi-static, de aceea, este necesar să se facă următoarele observații:

• procesul cuasi-static este o suscesiune de procese infinitezimale,

• procesul cuasi-static se poate realiza numai în prezența interacției sistemului studiat 
cu un sistem extern,

• procesul cuasi-static este o idealizare, pentru că în sensul strict, acest tip de proces nu 
include evoluția (se obține din setul stărilor de echilibru, iar sistemul aflat într-o stare 
de echilibru nu evoluează; atunci, stările infinitezimal vecine nu rezultă din evoluția 
sistemului, ci sunt stări independente),

• procesul cuasi-static este aproximat printr-un proces real care evoluează foarte lent 
(criteriul de evoluție lentă este At 2> r, unde T  este timpul de relaxare al sistemului, 
iar At este timpul caracteristic al procesului -  adică, timpul în care mărimile fizice 
caracteristice ale sistemului se modifică apreciabil.

Frontiere și tipuri de izolări, resp ectiv  contacte

Frontiera sistemului termodinamic (care separă sistemul de mediul exterior) este ca
racterizată de tipul de permeabilitate față de parametrii extensivi (adică, față de energia 
transferată între sistem și mediul extern).

Dacă frontiera E este permeabilă la transferul parametrului extensiv X j, atunci se va 
utiliza notația simbolică: E = Xj-perm.

Exemple remarcabile de frontiere permeabile sunt următoarele:
-  frontieră diatermă, implică transfer de energie termică |se va arăta ulterior că frontiera 

este S-perm (se transferă căldură)];
-  frontieră mobilă (V-perm), care implică transfer de energie mecanică;
-  frontieră permeabilă chimic (W-perm), care implică transfer de substanță;
-  frontieră semi-permeabilă chimic (Nj-perm), care implică transfer de substanță numai 

pentru o specie chimică;
-  frontieră adiabatică, este o frontieră impermeabilă la transfer de energie termică.
Relativ la permeabilitățile frontierelor, se poate observa că:
-  este posibil ca o frontieră să aibă permeabilitate multiplă (ex. diatermă și chimică),
-  există permeabilități incompatibile (ex. adiabatică și chimică) și respectiv există per

meabilități simultan obligatorii (ex. chimică și diatermă).
Se pot face clasificări pentru tipurile de izolări ale sistemului termodinamic:

• sistem izolat termodinamic -  are frontiera absolut impermeabilă,

• sistem închis -  are frontiera impermeabilă chimic,

• sistem izolat termic (sau altfel spus sistem izolat adiabatic) -  are frontiera adiabatică.

Dintre contactele termice (tipurile de interacții ale sistemelor termodinamice, sau altfel 
spus, tipuri de permeabilități ale frontierelor) sunt remarcabile cele 2 cazuri extreme:
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1.2. PRINCIPIILE TERMODINAMICII 7

• contact adiabatic -  este o interacție realizată exclusiv prin variația parametrilor exten
sivi ne-termici (energia transferată în aceste condiții este numită lucru)’,

• contact termic -  este o interacție in condiția când toți parametrii extensivi netermici 
sunt constanți (energia transferată în aceste condiții este numită căldură).

Relativ la aceste cazuri extreme, se definește relația de echilibru termic între stări termo
dinamice prin situația când sisteme aflate în contact termic, au stări de echilibru termodi
namic comun.

1.2 Principiile termodinamicii
Principiile termodinamicii sunt un set de axiome (sau postulate) bazate pe rezultate 

experimentale și pe raționamente de plauzibilitate; totuși, principiile (și postulatele) ter
modinamicii sunt deductibile în cadrul mecanicii statistice (devin teoreme demonstrabile).

Există mai multe formulări ale principiilor și postulatelor termodinamicii, care deși diferă 
aparent, totuși sunt logic echivalente (însă în unele cazuri, demonstrarea echivalenței necesită 
un efort intelectual considerabil).

Dintre formulările principiilor termodinamicii cele mai importante sunt:

1. axiomatica clasică (Clausius, Boltzmann, Planck);

2. axiomatica neo-gibbsiană (Gibbs, Callen, Tisza).

Se va prezenta inițial succint axiomatica clasică, pentru raportare la metoda tradițională de 
abordare a termodinamicii, iar apoi se va discuta în mod detaliat axiomatica neo-gibbsiană, 
care este metoda modernă de abordare a termodinamicii.

1.2.1 Axiomatica clasică (prezentare generală, fără detalii)
Axiomatica clasică este fundamentată pe un sistem format din 4 principii și 2 postulate 

din care rezultă, prin raționamente, întregul edificiu logic al termodinamicii. .

P ostu latu l 1 are două părți:

a) Un sistem termodinamic izolat are stări de echilibru.

b) Un sistem termodinamic izolat și aflat inițial într-o stare de ne-echilibru, evoluează 
irreversibil către o stare de echilibru.

Postulatul 1 asigură existența stărilor de echilibru pentru sistemele termodinamice.

Princip iu l 0 : Relația de echilibru termic are proprietatea de tranzitivitate.

Ca o consecință directă a acestui principiu (deși raționamentele nu sunt banale) rezultă 
existența unei mărimi specific termică (ne-definită în afara termodinamicii) numită 
temperatura empirică 0, care are proprietățile:

• este o mărime scalară,

• este o mărime intensivă,

• are valori egale pentru sisteme aflate la echilibru termic.

P ostu latu l 2 : Stare de echilibru a unui sistem temodinamic este complet caracterizată de 
setul parametrilor extensivi netermici independenți { X i, . . . ,  X r  } împreună cu temperatura 
empirică 0.

Ca o consecință a Postulatului 2 se obține că restul parametrilor de stare (la echilibru 
termic) sunt funcții de mărimile anterioare: { 0 ,X } , . .. ,X r } (aceste expresii sunt uzual 
numite ecuații de stare).
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8 CAPITOLUL 1. PROBLEME FUNDAMENTALE

P rincip iu l 1 (form ularea B orn) are două părți:
a) Lucrul efectuat de un sistem termodinamic în procese adiabatice dintre 2 stări de echilibru 
(fixate) este independent de proces.
Lucrul adiabatic este energia transferată prin variația parametrilor extensivi netermici, 
în condiții de frontieră adiabatică (adică contact termic).

Consecința acestui Principiu este existența unei mărimi de stare extensive specifică 
termodinamicii, dar cu analog mecanic, numită energie internă U, a cărei variație 
între două stări este egală cu lucrul adiabatic efectuat între aceste stări:

^ U  = C ^ .  (1.1)

Combinând Principiul 2 cu Postulatul 2 se obține că energia internă este funcție de 
parametrii netermici extensivi independenți și de temperatura empirică:

U = U (e ,X x , . . . , X T) ,

(care este numită ecuația calorică de stare).
b) Pentru un proces arbitrar (non-adiabatic) se definește cantitatea de căldură, schimbată 
de sistem în procesul considerat, prin relația:

Q = ^ U - C ,  (1.2)

adică este diferența dintre variația de energie internă (între stările extreme) și lucrul 
efectuat.

Principiul 2 (form ularea C aratheodory - B oltzm ann) are două părți:

a) în vecinătatea oricărei stări de echilibru termodinamic există stări inaccesibile prin procese 
adiabatice și cuasi-statice.
Deși există alte variante pentru enunțarea Principiului 2 care par mai intuitive (în 
primul rând formulările R. Clausius și W. Thomson -  lord Kelvin), totuși varianta 
Carathâodory este mai avantajoasă pentru deducerea principalelor consecințe în cazul 
proceselor de echilibru; astfel, din Principiul 2 rezultă existența unei mărimi specifice 
termodinamicii (care nu poate fi definită în afara termodinamicii) numită entropia 
empirică a, care este o mărime extensivă.
Utilizând proprietățile formelor Pfaff, se pot introduce temperatura absolută T  și en
tropia absolută S.

b) Entropia unui sistem izolat este o mărime nedescrescătoare; dacă sistemul efectuează 
un proces irreversibil, atunci entropia sistemului crește.

P rincip iu l 3 (form ularea Planck) : Entropia oricărui sistem termodinamic tinde către va
loarea nulă atunci când temperatura tinde către zero:

Există de asemenea o formulare mai slabă a Principiului 3, datorată lui W. H. Nernst: 
Variația entropiei oricărui sistem termodinamic tinde căre valoarea nulă, când tem
peratura tinde către zero, în condiția în care parametrii de stare extensivi netermici au 
valori constante arbitrare:

lim 6 S  = 0 .
T->0

Axiomatica clasică, deși are avantaje euristice (permite introducerea naturală a mărimilor 
specifice termodinamicii T, lÂ, S), conduce însă la o metodă greoaie pentru construirea 
formalismului general al termodinamicii proceselor de echilibru. Din acest motiv nu se va 
utiliza în continuare axiomatica clasică.
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1.2.2 Axiomatica neo-gibbsiană
Axiomatica neo-gibbsiană, in iția tă  de J. W. Gibbs la sfârșitul secolului al X lX-lea și 

dezvoltată de H. B. Callen împreună cu L. Tisza în perioada 1960-1965, este constituită din 
3 grupuri de postulate.

P I  a) Un sistem termodinamic are stări de echilibru care sunt complet caracterizate de energia 
internă U și de setul parametrilor extensivi netermici independenți { X i , . . . , X r }.

Se observă că informația maximală asupra unei stări de echilibru termodinamic este 
dată de setul: X  = f  { X o  =  W ,X i, . . . ,X r  }, astfel încât varianța sistemului (numărul 
gradelor de libertate termodinamice) este r  +  1.

b) în cazul unui sistem termodinamic izolat, parametrii extensivi caracteristici stărilor de 
echilibru X  =  { X Q =  W ,X I , . . . ,X r  } sunt mărimi conservative.

P 2 a) Un sistem termodinamic este caracterizat în orice stare de echilibru printr-o mărime 
specifică termodinamicii, numită entropie (S), care este o funcție univocă de parametrii 
de stare independenți:

<S =  5 ( M , X i , . . . , X r ) = 5 ( X )  . (1.4)

Expresia entropiei ca funcție de parametrii de stare extensivi independenți este numită 
ecuația termodinamică fundamentală entropiei și constituie informația termodinamică 
totală asupra sistemului.

b) Entropia în stările de echilibru are următoarele proprietăți matematice:

1. este o funcție nenegativă 5 > 0 ,

2. este o funcție diferențiabilă de ordinul 2 (cel puțin), cu posibile discontinuități ale 
derivatelor,

3. pentru un sistem compus, este o funcție aditivă pe subsisteme.

c) Dacă un sistem termodinamic este compus, izolat și aflat inițial într-o stare de echilibru 
împiedicat (frontierele interne sunt total impermeabile, iar subsistemele se află în stări 
de echilibru), atunci, după înlăturarea unor constrângeri interne (frontierele interne devin 
parțial sau total permeabile, dar cel puțin devin diaterme), starea de echilibru final co
respunde valorii maxime a entropiei S =  max (compatibilă cu condițiile externe și cu 
impermeabilitățile finale ale frontierelor interne).

P 3 a) Energia internă are o valoare limită inferioară dependentă de parametrii extensivi neter
mici (pentru orice sistem termodinamic):

N > U 0 (X } , . . . , X r ) .

b) Entropia are următoarele comportări asimptotice în raport cu energia internă. în condițiile 
când parametrii extensivi netermici sunt fixați:

lim 5(W ,{X }) =  0 , (1.5a)

lim
U \ U o ® U / { X }

=  +oo . (1.5b)

c) Dacă energia internă este nemărginită superior (este cazul unui sistem termodinamic 
normal), atunci entropia satisface condiția:

lim
U S  +  oo

=  0 . (1-6)\ ^ ^ ) { X }
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10 CAPITOLUL 1. PROBLEME FUNDAMENTALE

O bservații și con secin țe fundam entale ale axiom elor neo-gibbsiene

P 1: Entropia se poate defini în orice stare a unui sistem termodinamic, (atât stări 
de echilibru, cât și stări de ne-echilibru), dar stările de ne-echilibru au caracterizări foarte 
complexe astfel încât entropia necesită informații mult mai detaliate; dar această complicare 
a problemei este neinteresantă pentru termodinamica proceselor de echilibru.

P 2 b): Exprimarea matematică a aditivității entropiei unui sistem compus:

6 ( a t )  =  6 w | j 6 w  = >  5 M (X w  + X (6 )) = 5 (<1,(Xw ) + 5 ( h )(X (6 )) , (1.7)

unde subsistemul ©(“) are setul parametrilor extensivi X(“> și entropia sa S ^  este funcția 
de acești parametrii (notată cu aceiași literă): 5^“) =  5W (XW ); pentru celălalt subsistem 
©W, precum și pentru sistemul compus 6 ^ ,  s-au utilizat notații similare.

Rezultatul anterior conduce la următoarea teoremă:

T eorem a 1.1 Pentru un sistem termodinamic omogen entropia (ca ecuație termodinamică 
fundamentală) este funcție omogenă de gradul I în raport cu variabilele sale naturale (para
metrii extensivi); adică este valabilă egalitatea următoare (pentru X un număr real și pozitiv 
arbitrar):

S (A U ,X X !, - ,X X r ) = A S (U ,X i,-  - , X r ) , V A e R+ . (1.8)

Demonstrație:

• Se consideră fiW , 6 ^ ,  ca fiind sisteme de același tip (sisteme similare), iar sis
temul compus 6 ^  ca fiind izolat. Atunci, pe de o parte, sistemele au aceleași 
grade de libertate termodinamice, iar condițiile de conservare (scrise în formă vec
torială) sunt: X ^ ^  =  X^") + ~XSbK Pe de altă parte, în stări de echilibru termodi
namic entropiile celor 3 sisteme sunt descrise prin același tip de funcții, astfel încât: 
<$(") = 5 ( X ^ ) ,  S ^  =  5 ( X ^ ) ,  S(al/> =  5 ( X ^ ) .  Aplicând proprietatea de aditivi- 
tate (1.7), se obține: S ( X «  + X ^ )  =  S(X<“>) +  5 (X ^ ) .

• Se generalizează rezultatul precedent pentru n sisteme identice (se consideră că sistemul 
omogen este divizat mental în părți egale):

c  _  I I  J  nX ]
• S n  = „ 5 ^

J =  1

iar proprietatea de aditivitate devine:

5 (nX j) =  n S (X i) .

• Se utilizează rezultatul anterior pentru 2 sisteme similare: &  sistem format din n' 
sisteme identice ©i (pentru care sunt valabile egalitățile: X ' = n 'X i și S ’ = n 'S i) 
și ©" sistem format din n” sisteme identice ©i (pentru care sunt valabile egalitățile 
analoage: X" = n "X i și respectiv S" = n"S\). Combinând rezultatele anterioare se 
obține:

X' =  n ' • —  X", 5 ' = S (n ' • —  X'') = n' • —  5(X ").
n" 1 n" ’ n" v '

Cum sistemele utilizate sunt arbitrare, iar orice număr real se poate considera ca limita 
unui șir de numere raționale (rapoarte de numere întregi: n '/n "  —> A 6 R), se obține 
în final egalitatea

S(AX) = AS(X) , 

care este proprietatea de definiție a unei funcții omogene de gradul 1. □

P 2 c) (Explicitare matematică):

• Se consideră în starea inițială 2 subsisteme 6*“> și © ^  separate printr-o frontieră 
impermeabilă și aflate fiecare în câte o stare de echilibru termodinamic (adică situația 
corespunde la o stare de echilibru împiedicat); entropiile subsistemelor sunt S ^ f X ^ ) 
și respectiv S ^ ( X ^ ) .
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1.2. PRINCIPIILE TERMODINAMICII 11

• Se înlătură unele impermeabilități ale frontierei dintre subsisteme (So j), dar cu condiția 
ca frontiera să devină cel puțin diatermă1 .
După ce frontiera a devenit permeabilă, subsistemele alcătuiesc sistemul compus

< 5 ^  = S (o) |J  6 ^ .
^ a b

Parametrii extensivi ai gradelor de libertate față de care frontiera este permeabilă se 
conservă numai pentru sistemul total, datorită faptului că frontiera permite transportul 
acestor parametri de la un subsistem la altul, dar sistemul total este izolat (s-au notat 
aceste grade de libertate cu indicii 0 -  pentru gradul termic și { 1 ,.. . ,  m} -  pentru m 
grade netermice)

X^a} + X ^  X^ab\  (j =  0 ,1 , . . . ,m) .

Pentru gradele de libertate față de care frontiera este impermeabilă (notate cu indicii 
m = 1, . . . ,  r, fiind toate grade netermice) se conservă separat parametrii extensivi ai 
fiecărui subsistem

X ^  =  const. & X ^  =  const. , (t =  m + 1 , . . . ,  r) .

Starea finală se determină din condiția ca entropia sistemului total să ajungă la valoarea 
maximă posibiă, deci se obține inegalitatea

> 5<n) +  S<6) . (1.9)

Rezultatul anterior are drept consecință următoarea teoremă:

Teorema 1.2 5(X ) este o funcție concavă.

Demonstrație:

• Prin definiție, o funcție F (x i, . . . , i n ) este o concavă dacă satisface următoarea inegali
tate (pentru toate punctele din domeniul său de definiție și pentru parametrul a  G [0,1] 
arbitrar):

a F ix ^ ,.. , , i 'n ) + (1 -  ^ F ț x " , . . . , ! ^ )  < F (ax\ + (1 -  a )x”, . . .  ,ax'n  + (1 -  a ) r" ) .

• Pentru demonstrarea teoremei sunt necesare următoarele proprietăți ale funcțiilor con- 
cavez :

Lema A .7 Dacă F (x i, . .  . , x n ) este o funcție omogenă de gradul 1, atunci următoarele 
afirmații sunt echivalente:
a) F (x i , . . . ,  x n ) satisface condiția

F ( x i , . . . , x n ) = sup [F (r '1 , . . . , r ' n ) +  F (z 'l' , . . . , i " ) ] , 
l'j+x^ =Xj 
0=1,- -,n)

b) F{x.y, . . . , r n ) este o funcție concavă.
Lema A .8 Dacă funcțiile F {x.i,... , x m \ y \ , . .. ,y n ) și G (x), . . . ,  x m ; z i , . . . ,  zp ) sunt 

concave și omogene cu gradul 1, iar cu acestea se definește funcția

H (x i , . . . ,  x m ;y i , . . .  ,y n -, z t , . . . ,  zp )
= sup [F(x'1 , . . . , x 'm - ,y i , . . . ,y n ) + G ( x " , . . . , x '^ ; z i , . . . , z p )] ,

0  = 1. -,n)

atunci această ultimă funcție este concavă și omogenă de gradul 1.

'In cazul când frontiera nu are permeabilitate termică problema determinării stării finale a sistemului 
compus nu este o problemă bine formulată și nu poate fi rezolvată numai cu metodele tennodinamicii. De 
aceea în toate raționamentele ulterioare se va considera că frontierele permeabile sunt cel puțin diaterme.

2 In Anexa A, Secțiunea A.4 se face o prezentare sumară a funcțiilor concave și se dau demonstrațiile 
lemelor utilizate în acest capitol.
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12 CAPITOLUL 1. PROBLEME FUNDAMENTALE

• Se consideră inițial cazul particular când subsistemele 6*“> și ©(") sunt similare, iar 
frontiera Ea j devine în final total permeabilă. Atunci inegalitatea (1.9) devine:

5 (X (“> + X ^ )  > 5 (X (n )) + 5 ( X (( ,)) ;

datorită faptului că starea finală implică valoarea maximă a entropiei și că toate gradele 
de libertate termodinamice sunt permeabile prin frontiera dintre subsisteme, entropia 
stărilor de echilibm (ca ecuație termodinamică fundamentală) satisface condiția:

S(X ) =  sup [5(X<’>) +  5 (X (b>)].
X<“)+ X<‘ )

Condiția anterioară este proprietatea care asigură că S(X) este funcție concavă, con
form Lem ei A .7.

Se consideră cazul general, când 6 '^  și 6^> sunt sisteme arbitrare (posibil nesimilare), 
iar frontiera internă este permeabilă la parametrii (Xo,. . . ,  Xm ) [notația convențională 
pentru această frontieră este Ea j  =  (Xo , . . . ,  X m ) -  perm].
Este convenabil să se utilizeze notații vectoriale (condensate) pentru parametrii de 
stare extensivi implicați în această problemă:
X  = (Xo , . . . ,  X m ) este setul parametrilor extensivi permeabili prin frontiera E [acești 
vectori vor avea indicele superior corespunzător subsistemului (a) sau (6), adică se va 
n o t a i ’”’ =  ( X ^ \ . . . , X ^ }) și X ^  = ( X ^ , . . .  ,X ^ ) [ ;

Z ^  = ( X ^ |1 , . . . , X ^ )  și Z ^  = (X ^+ J , . . . , X^??) sunt seturile parametrilor care 
sunt impermeabili prin frontiera E (corespunzători celor două subsisteme).
Atunci, inegalitatea (1.9) devine:

5(«‘)(jfW  + X w ; Z ( a ) , Z (b )) > 5 (“) (X ( a ) ; Z ^ )  + S w ( X w ; Z w );

datorită faptului că în starea de echilibru final entropia sistemului compus este maximă, 
corespunzător constrângerilor rămase, rezultă că inegalitatea anterioară devine

S(ab) ( X { a k ); Z ( a ) , Z (b )) = sup [5w ( J r w ; Z (“) ) + 5 (l') (X ( 6 ) ;Z ( 6 ,)] .
X<">+X *‘ > =  X<«‘>

în final, pe baza egalității anterioare utilizată împreună cu Lem a A .8 se asigură că
funcția S ^ ț X ^ ;  Z ^ ^ Z ^ )  este omogenă de gradul 1 și concavă. □

Se observă că Principiul entropiei maxime este echivalent cu proprietatea de concavitate a 
entropiei stărilor de echilibru.

Conform rezultatelor anterioare, se poate reformula setul de axiome P 2 într-un mod 
mai concis:

P 2’: Stările de echilibru termodinamic (ale oricărui sistem termodinamic) sunt complet 
caracterizate de entropie S  = 5(X Q = U,XI , ...,  X r ), care are proprietățile următoare:

1. 5 (X ) > 0,
2. S(X) este o funcție diferențiabilă de ordin cel puțin 2,
3. 5(X ) este o funcție aditivă pe subsisteme (pentru un sistem compus), iar când sistemul 

este omogen devine o funcție omogenă de ordinul 1,
4. 5(X ) este o funcție concavă.

P 3: Se poate arăta că este echivalent cu Principiul 3 (Nernst-Planck) al “termodinamicii 
clasice”:

Se “definește” temperatura termodinamică prin relația

( , 1 0 >

se va arăta ulterior că T  este temperatura termodinamică absolută3 .
3 In Capitolul 5 se vor discuta in mod detaliat consecințele directe ale Postulatului 3.
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1.2. PRINCIPIILE TERMODINAMICII 13

Utilizând definiția anterioară pentru temperatură, se poate exprima axioma P  3 b) în
formă “intuitivă”:

7  ( W > W )  = +°° T ------- > 0 .
U W o

de unde rezultă Principiul 3 al termodinamicii (Nernst-Planck):

5  ------ > 0
U\Uo

T  ------ ► 0
, U^Uo

0.
T->0

Deasemenea, se obține din axioma P 3 c):

lim ! ( « ,{ % } )  =  0 =► r — > + oo , 
M\oo 1 U—>oo

adică, pentru un sistem termodinamic normal temperatura este funcție crescătoare în raport 
cu energia internă.

Din rezutatele anterioare se obține o teoremă importantă, datorată lui G. Nenciu:

Teorem a 1.3 Dacă sistemul are un parametru extensiv X j nemărginit superior, pentru orice 
valori ale celorlalți parametri extensivi, atunci

în hipoteza că (d S /d X j){x y  este o funcție continuă.

Demonstrație:

• S (X j, {X }')  este o funcție concavă (în raport cu toate variabilele sale); atunci, conform 
proprietăților generale ale funcțiilor concave4 5 (X j,{ X } ') |(X j,= c o n s t este o funcție 
concavă numai în raport cu variabila X j (când celelalte variabile sunt fixate) și deci 
are derivata secundă negativă

4 In Anexa A, secțiunea A.4 sunt prezentate proprietățile funcțiilor concave.
5 în discuția prezentă se consideră în mod implicit că setul parametrilor neinteresanți {X } ' este menținut 

constant, iar mărimile “constante” care apar sunt de fapt dependente de acest set.

/  a25 \ / as \
I J  2 I < 0 = >  I —— 1 = funcție descrescătoare(Aj).
\ j /{X}1

 x J / U}

Graficul funcției S{X j, {X}')|{X  j,_col)sl (*n  raport numai cu variabila X j)  are 2 posi
bilități, arătate în figura 1.3.

Figura 1.3: Variantele graficului funcției.

• Se consideră ab absurdum că este valabilă varianta a doua5 . Atunci, există o valoare 
X °  din domeniul unde derivata primă este negativă: ( d S /d X j ) ^ y  |y 0  = —a < 0; 
datorită faptului că (d S /d X j) țx y  este o funcție descrescătoare în raport cu X j, rezultă
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14 CAPITOLUL 1. PROBLEME FUNDAMENTALE

inegalitatea ( d S /d X j ) ^ y ^ x  > x „ < —a. Se poate obține valoare funcției S (X j, {X }') 
pentru o valoare X j > X °  prin integrarea parțială în raport cu X j a derivatei prime:

S ( X ° , { X } ' ) - < X j - X ° ) ’

unde ultimul termen s-a obținut majorând integrala conform inegalității de mai sus. 
Ultimul rezultat conduce la următoarea comportare asimptotică a entropiei:

% . W ' ) - ------> -o o ,
X j —>OO

care este o absurditate, pentru că entropia trebuie să fie pozitivă, conform axiomelor 
P 2; prin urmare, hipoteza utilizată este falsă și astfel este adevărată varianta 1. □

Teorema anterioară are 2 particularizări remarcabile:
i. “Sistemul termodinamic normal” (definit la axioma P 3 c), pagina 9) are energia 

internă nemărginită superior [U^ < U  < oo ]; atunci, conform teoremei se obține

— > O

sau prin utilizarea definiției temperaturii termodinamice absolute (110) rezultă următoa
rea concluzie: sistemele termodinamice normale au numai temperaturi pozitive. Trebuie 
remarcat însă că există sisteme anomale, care au energia mărginită superior6 ; pentru aceste 
sisteme sunt posibile temperaturi negative.

6 Sistemele de acest tip au o comportare microscopică esențial cuantică; un exemplu tipic este sistemul de 
spini magnetici.

ii. Pentru sistemele de tip gaz volumul este o mărime nemărginită superior; atunci, se 
consideră X j = V și din teoremă rezultă

d S \  „

d V  )  U ,{ X } ’

Se va arăta ulterior că pentni stări cu temperaturi pozitive, ultimul rezultat conduce la 
concluzia că sistemele respective au numai presiuni pozitive.

Prin utilizarea rezultatelor anterioare, se obține că entropia pentru sisteme normale are 
următoarea comportare ca funcție de energia internă (U) și la parametrii extensivi netermici 
({ Ă i,. . .  ,Ă r }) fixați:

l)S (W ,{ X } )> 0 ,
S(U, {.Y}) = funcție concavă , 
S(W ,{Ă })------- > O ;1 U^Uo

&U){x) = funcție descrescătoare ;

3)

dU )țx }

------------ > + 0 0  , 
U -M o

-------> O .
t / —>00

Figura 1.4: Comportarea entropiei unui sistem 
termodinamic normal.

în figura 1.4 este ilustrată grafic comportarea entropiei sistemelor normale, care a fost spe
cificată anterior.
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Capitolul 2

Reprezentări termodinamice

Reprezentarea termodinamică este una dintre modalitățile de descriere completă a stărilor 
de echilibru termodinamic, prin utilizarea unui set de parametri de stare ca variabile.

Sunt importante următoarele observații asupra reprezentărilor termodinamice:

• numărul de variabile pentru orice reprezentare este egal cu varianța sistemului (r +1), 
adică este necesar un parametru de stare termic și r parametri de stare netermici;

• pe fiecare grad de libertate termodinamic variabila aleasă este fie parametrul extensiv, 
fie parametrul intensiv conjugat;

• pentru orice sistem termodinamic sunt posibile mai multe reprezentări termodinamice, 
care oferă descrieri echivalente ale stărilor de echilibru termodinamic.

Se pot face clasificări ale tipurilor de reprezentări termodinamice, în funcție de parametrii 
de stare aleși ca variabile:

1. reprezentări entropice -  când se utilizează parametrii de stare entropiei, cum s-a 
procedat în capitolul precedent când au fost discutate axiomele termodinamicii neo- 
gibbsiene;

2. reprezentări energetice -  când se utilizează parametrii de stare energetici, cum se pro
cedează în discuțiile asupra pfincipiilor termodinamicii clasice.

Pe de altă parte, atât reprezentările entropice, cât și reprezentările energetice sunt de 2 
tipuri fiecare:

• reprezentări fundamentale -  când toate variabilele sunt numai parametri de stare ex
tensivi (aceste reprezentări se obțin direct din principiile termodinamicii);

• reprezentări derivate -  când pentru o parte a gradelor de libertate termodinamice se 
utilizează ca variabile parametrii de stare intensivi, iar pentru restul gradelor de liber
tate termodinamice ale sistemului studiat se utilizează ca variabile parametrii de stare 
extensivi (aceste reprezentări termodinamice rezultă din reprezentările fundamentale, 
prin efectuări de transformări Legendre).

Este important de remarcat că reprezentările termodinamice entropice sunt direct de
ductibile din axiomele termodinamicii neo-gibbsiene și sunt mai convenabile pentru efec
tuarea unor raționamente generale, după cum se va vedea la discuțiile privind stabilirea 
condițiilor de echilibru termodinamic. Pe de altă parte, reprezentările termodinamice ener
getice, deși indirect legate de axiomele termodinamicii neo-gibbsiene, au avantajul corelării 
directe cu limbajul în care sunt formulate informațiile empirice asupra sistemului studiat, 
cât și informațiile furnizate de alte capitole ale fizicii (mecanica, electrodinamica, teoria 
elasticității, etc.), astfel încât aceste reprezentări sunt necesare pentru definirea celor mai 
importante mărimi asociate proceselor termodinamice (coeficienții termodinamici).

Se vor prezenta inițial cele două reprezentări termodinamice fundamentale (entropică 
și energetică), iar apoi se vor discuta reprezentările termodinamice derivate și potențialele 
termodinamice corespunzătoare.
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16 CAPITOLUL 2. REPREZENTĂRI TERMODINAMICE

2.1 Reprezentări termodinamice fundamentale
2.1.1 Reprezentarea termodinamică fundamentală entropică

Reprezentarea termodinamică fundamentală entropică este reprezentarea termodinamică 
utilizată pentru formularea axiomelor termodinamicii neo-gibbsiene. Este necesar să se 
înceapă studiul reprezentărilor termodinamice cu această reprezentare datorită faptului că 
celelalte reprezentări (atât cele entropice derivate, cât și reprezentările energetice) se con
struiesc pornind din această reprezentare.

A. E cuația term odinam ică  fundam entală entropică

Conform primului grup de axiome neo-gibbsiene P  1, starea de echilibru a unui sistem 
termodinamic este complet determinată prin cunoașterea energiei interne W = X Q și a setului 
de parametri de stare netermici independenți { X i,... ,X r }; aceste mărimi constituie setul 
de variabile ale reprezentării termodinamice fundamentale entropice.

Conform celui de al doilea grup de axiome neo-gibbsiene P 2 există o funcție caracteristică 
pentru stările de echilibru numită ecuația termodinamică fundamentală entropică având 
expresia (1.4)

S  = S(U, X i , .. . ,X r ) = S(X ) .

Această funcție conține toată informația termodinamică asupra sistemului studiat, dar nu 
este determinabilă prin metode pur termodinamice.

B. Forma d iferențială term odinam ică  fundam entală entropică

Se efectuează diferențierea formală a ecuației termodinamice fundamentale entropice:

Prin definiție, parametrii de stare intensivi entropiei sunt derivatele entropiei, ca ecuație 
termodinamică fundamentală, în raport cu parametrii de stare extensivi; astfel, parametrul 
intensiv entropie termic este (formal)

și parametrii intensivi entropiei netermici sunt (formal)

f  d
^  =  ( ^ 1  d ^ ’ ( j = h - - O -  (21b)

/u ,{ x y

Utilizând definițiile anterioare, diferențiala entropiei se rescrie astfel:
r r

A S = F ^ d U  F i A x i = H  F l ’ (2-2)
j=l 1=0

numită forma diferențială termodinamică fundamentală entropică.
Relativ la rezultatele prezentate anterior, sunt necesare următoarele observații:
-  conform teoriei matematice a transformărilor Legendre  parametrii intensivi sunt mări

mile conjugate parametrilor extensivi prin entropie (ca ecuație termodinamică fundamentală) 
considerată ca funcție caracteristică, conform definițiilor (A.45);

1

1 Transformările Legendre sunt discutate detaliat în Secțiunea A.5 din Anexa A .

semnificația fizică a parametrilor de stare intensivi entropiei nu se poate stabili în mod 
direct, ci va fi obținută prin intermediul relațiilor acestor parametri cu parametrii de stare 
intensivi energetici, care sunt corelabili direct de mărimi fizice observabile direct;

-  pentru a obține o imagine coerentă asupra edificiului logic al termodinamicii este con
venabil să se evidențieze în continuare consecințele matematice cele mai importante ale 
definițiilor anterioare amânând discuția semnificației fizice a mărimilor implicate.
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2.1. REPREZENTĂRI TERMODINAMICE FUNDAMENTALE 17

C. C onsecin țe ale proprietății de concavitate

Conform teoremei 1.2 (care este o consecință directă a axiomelor P  2) entropia, ca ecuație 
termodinamică fundamentală S(U, {X}) = 5 (X ), este o funcție concavă în raport cu de toate 
variabilele sale (parametri de stare extensivi).

Datorită proprietății de concavitate, [în conformitate cu Lema A.7, expresia (A.40)) este 
valabil Principiul de maxim al entropiei

5(X ) =  sup [ S(X ') +  S(X") ] . 
X' + X" = X

(2-3)

Există implicații suplimentare ale concavității entropiei, dar acestea sunt legate de inter
pretarea fizică a parametrilor de stare intensivi entropiei, astfel că vor fi evidențiate ulterior.

D . C onsecin țe ale proprietății de om ogenitate

Conform teoremei 1.1 (care este o consecință directă a axiomelor P  2) entropia, ca 
ecuație termodinamică fundamentală S(U, {X}) = 5(X ), este o funcție omogenă de gradul 1 
în raport cu toate variabilele sale (acestea sunt parametri de stare extensivi), adică satisface 
condiția (1.8)

5(AW,AX1 , - - , A I r ) = A S(W ,X i,— ,X r ) , VA e R+  .

care exprimă caracterul de mărime extensivă a entropiei.
Se vor prezenta principalele consecințe ale proprietății de omogenitate ale entropiei ca 

ecuație termodinamică fundamentală2 :

2 Funcțiile omogene sunt discutate din punct de vedere matematic in Secțiunea A.3 din Anexa A.
3 Se va arăta ulterior că definiția este analoagă în cazuLieprezentării termodinamice fundamentale ener

getice. ^ÂĂO T f Cij

D .l  R elația  Euler entropică se obține prin particularizarea relației generale (A.26b):

<2 4 )
t= 0  U  ’ t= 0

D .2 E cuația G ibbs — D uhem  entropică are forma 
r

£ l i  dFj =  0 , (2.5)
1=0 •

și se obține combinând forma diferențială fundamentală (2.2) cu rezultatul diferențierii for
male a relației Euler

d 5  =  d (  =  Z f i d x ,  +  S X i d F i  • 

'  1=0 '  1=0 1=0

D .3  Form ula de reducere se obține prin particularizarea relației (A.26d):

5(x0,...,x r_I ,xr) = xr 5f ^ ,  ... 1 } = X r  s(lo = U ,I1 ,... , I r - l ) (2-6)

unde s-a ales ca variabilă de reducere A",, (care este un parametru extensiv netermic), 
parametrii extensivi reduși sunt x, = X , fX r , (z = 0 , l , . . . , r -  1), iar s ( u , i i , . . . , i r _i) 
este ecuația termodinamică fundamentală entropică redusă.

E. E cuații de stare

Ecuațiile de stare ale reprezentării termodinamice fundamentale (entropice)3 sunt expre
siile parametrilor de stare intensivi entropiei ca funcții de parametri de stare extensivi.

Se vor prezenta principalele proprietăți ale ecuațiilor de stare ale reprezentării termodi
namice fundamentale entropice.
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18 CAPITOLUL 2. REPREZENTĂRI TERMODINAMICE

E .l  D educerea din ecuația  fundam entală este bazată pe faptul că forma diferențială 
termodinamică fundamentală entropică exprimă o diferențială totală exactă; atunci, con
form cu relațiile (A.2) -  (A.3), rezultă că ecuațiile de stare se obțin prin derivarea ecuației 
termodinamice fundamentale în raport cu parametrii de stare extensivi conjugați4 :

4 Afirmația este echivalentă cu relațiile de definiție ale parametrilor de stare intensivi entropiei (2.1)

’ (* = 0 , l , . . . , r ) .  (2.7)
/{X }’

Se observă că setul celor r + 1 ecuații de stare este echivalent cu ecuația termodinamică 
fundamentală:

• cunoscând ecuația termodinamică fundamentală, se obțin prin derivări cele r  +1 ecuații 
de stare;

• cunoscând cele r  +  1 ecuații de stare, se obține ecuația termodinamică fundamentală 
utilizând relația Euler.

E.2 R ela țiile  M axw ell sunt o altă consecință a faptului că forma diferențială termodi
namică fundamentală este o diferențială totală exactă; atunci funcțiile coeficienți ale formei 
diferențiale satisfac relații de tipul (A.4), care sunt consecințe ale lemei Schwartz (inde
pendența derivatelor mixte față de ordinea de derivare). Adaptând relațiile (A.4) la forma 
diferențială (2.2) rezultă relațiile Maxwell pentru reprezentarea termodinamică fundamentală 
entropică:

&  =  ( ^  = 0 .1 ....... O .  (2.8)
OX k oX  j

E.3 P rop rietățile  de om ogen ita te  sunt bazate pe faptul că <S(X) este o funcție omogenă 
de gradul 1 și ecuațiile de stare (expresiile parametrilor de stare intensivi) se pot obține prin 
derivările ecuației termodinamice fundamentale entropice, conform relațiilor (2.7); atunci, 
utilizând proprietatea (A.26c) rezultă că ecuațiile de stare ale reprezentării termodinamice 
fundamentale entropice Fi(X) sunt funcții omogene de gradul 0.
Proprietatea de omogenitate evidențiată anterior a ecuațiilor de stare are următoarele con
secințe importante, care se obțin prin particularizarea relațiilor (A.25):

• Relația de definiție a omogenității simple de gradul 0

F i (AĂ0 , . . . ,A X r ) =  Fi (X0 , . . .  J r ) ,  (î =  0 , . . . , r ) ,  VA 6 R +  . (2.9)

• Formula de reducere (față de variabila X r )

FĂX0 , . . . , X r _ x ,X r ) = F Ă x o , . . . , ! ^ )  , ( i = 0 , . . . , r ) ,  (2.10)

unde s-au utilizat variabilele reduse definite la prezentarea relației (2.6). Formulele 
de reducere (2.10) arată că parametrii de stare intensivi depind numai de r variabile, 
care sunt parametrii de stare extensivi reduși; atunci, prin eliminarea celor r parametri 
extensivi reduși din (r+  1) ecuații, se obține o relație între parametrii de stare intensivi

9(FO,FI,...,F,)=O, (2.11)

care arată că setul tuturor parametrilor de stare intensivi nu este un set independent.

• Relațiile Euler

° =  (2.12)
i  =  0 1 *

• Forma diferențială redusă se obține pe baza rezultatelor anterioare:

-  se efectuează reducerile ecuației termodinamice fundamentale entropice, conform 
relației (2.6), și ale ecuațiilor de stare ale reprezentării termodinamice fundamen
tale entropice, conform relațiilor (2.10);
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2.1. REPREZENTĂRI TERMODINAMICE FUNDAMENTALE 19

— se exprimă parametrii de stare entropiei prin derivatele ecuației termodinamice 
fundamentale entropice reduse (utilizând rezultatele anterioare)

Fi =
9 S \ 
d * i/{ x }

d țX rșY X
3 (X r  ^ i )  ) {x }' ,X

d s \—  ) , ( i = l , . . , r - l ) ;  (2.13)

— se efectuează diferențierea formală a ecuației termodinamice fundamentale en
tropice reduse și se utilizează relațiile anterioare, astfel că rezultă echivalentul în 
formă redusă a formei diferențiale fundamentale

r - l

d.s = ^  F, d j, .
«=o

(2.14)

2.1.2 Reprezentarea termodinamică fundamentală energetică
Reprezentarea termodinamică fundamentală energetică este reprezentarea termodinamică 

utilizată pentru formularea principiilor termodinamicii clasice. Deși din punctul de vedere 
al axiomelor termodinamicii neo-gibbsiene această reprezentare (după cum se va prezenta 
în continuare) este dedusă din reprezentarea termodinamică fundamentală entropică, totuși 
aceasta prezintă o importanță principială, datorită faptului că oferă posibilitatea interpretării 
fizice directe pentru parametrii de stare intensivi.

A. E cuația term odinam ică  fundam entală  energetică

Pentru simplificarea discuției se vor considera numai sisteme termodinamice normale (în 
sensul în care acest tip de sisteme au fost definite prin axioma P  3 la pagina 9), adică având 
energia internă nemărginită superior; atunci, conform consecințelor teoremei 1.3 (prezentate 
la pagina 14), entropia ca ecuație termodinamică fundamentală LS(W ,{X}) este o funcție 
monoton crescătoare în raport cu energia internă U

— 0

în cazul considerat este posibilă inversarea ecuației termodinamice fundamentale entropice 
în raport cu energia internă:

s ( u , { x } )  ^  m w ) ,

iar această inversare are soluție unică5 .
Inversa ecuației termodinamice fundamentale entropice în raport cu energia internă

N = N (S ,X 1 , . . . , X r ) = N (Y) , (2.15)

este numită ecuația termodinamică fundamentală energetică, iar variabilele acestei ecuații 
sunt numite parametrii de stare extensivi energetici.

Pentru exprimări succinte, se va utiliza o notație condensată pentru parametrii de stare 
extensivi energetici:

Ko = S  , (2.16a)
Yj = X j , ( j = l , . . . , r ) .  (2.16b)

Este necesar să se evidențieze următoarele proprietăți.

5 ln cazul unui sistem termodinamic anomal, când energia internă este mărginită superior, entropia ca 
ecuație termodinamică fundamentală este o funcție monotonă în raport cu energia internă numai pe subin- 
tervale, astfel încât discuția care se va face pentru sistemul termodinamic simplu trebuie efectuată în mod 
separat pe fiecare subinterval de monotonie al entropiei; este im portant de remarcat că rezultatele, care vor 
fi evidențiate pentru sistemele termodinamice normale, se repetă pentru fiecare subinterval de monotonie al 
entropiei ca funcție de energia internă în cazul sistemelor anomale.
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20 CAPITOLUL 2. REPREZENTĂRI TERMODINAMICE

• Pe gradul de libertate termic parametrul de stare extensiv energetic YQ = 5  este diferit 
de parametrul de stare extensiv entropie X Q = N, dar pe gradele de libertate netermice 
parametrii de stare extensivi entropiei și parametrii de stare extensivi energetici sunt 
identici Yj = X j , {j = \ , . . .  ,r).

• Reprezentările termodinamice fundamentale entropică și energetică oferă descrieri echi
valente pentru stărilor de echilibru ale sistemului termodinamic studiat.

• Ecuația termodinamică fundamentală energetică U{S, {X }) conține întreaga informa
ție termodinamică asupra sistemului, iar aceasta este echivalentă cu informația termodi
namică asupra sistemului conținută în ecuația termodinamică fundamentală entropică.

• U(S, {X }) este o funcție diferențiabilă cel puțin de ordinul 2 în raport cu toate vari
abilele, deoarece inversa unei funcții diferențiabile este de asemenea o funcție diferen
țiabilă.

B. Forma diferențială term odinam ică fundamentală energetică

Se efectuează diferențierea formală a ecuației termodinamice fundamentale energetice:

dZ/ =

Prin definiție, parametrii de stare intensivi energetici sunt derivatele energiei interne, ca 
ecuație termodinamică fundamentală, în raport cu parametrii de stare extensivi; astfel, 
parametrul intensiv energetic termic este (formal)

P0 = \ d S / { X }  ’
(2.17a)

și parametrii intensivi energetici netermici sunt (formal)

dU  \
d X jJ S {X y

(j = \ , . . . , r )  . (2.17b)

Utilizând definițiile anterioare, diferențiala energiei interne se rescrie în forma următoare:

r r

dN  = Po d S  + ^ P j  dXj = ^  p i d y > ’ 
j=l :=0

(2-18)

numită forma diferențială termodinamică fundamentală energetică.
Se observă că definițiile și relațiile anterioare au similitudini formale cu cele prezentate 

anterior la reprezentarea termodinamică fundamentală entropică; în particular, la fel ca 
în cazul entropie, parametrii intensivi sunt mărimile conjugate parametrilor extensivi prin 
energia internă (ca ecuație termodinamică fundamentală), aceasta fiind considerată o funcție 
caracteristică, conform definițiilor (A.45).

Căldura și lucrul: forma diferențială (2.18) arată că există 2 posibilități de variație a 
energiei interne, care corespund la tipuri diferite de interacții ale sistemului termodinamic, 
studiat cu sisteme externe în procese cuasi-statice (din acestea se obține semnificația fizică 
a parametrilor de stare intensivi energetici):

a) variație a energiei interne prin variație de entropie, fără variația parametrilor de stare 
extensivi netermici, care este numită căldură;

b) variație a energiei interne prin variații ale parametrilor de stare extensivi netermici, 
fără variația entropiei, care este numită lucru.
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a) Conform clasificării anterioare, căldura infinitezimală (t Q este primul termen din 
forma diferențială termodinamică fundamentală energetică:

prin comparație cu relația dintre căldura infinitezimală și variația infinitezimală de entropie 
din termodinamica clasică, se definește formal temperatura prin expresia

Asupra definiției temperaturii sunt importante următoarele observații:

• temperatura a fost definită prin intermediul cantității de căldură infinitezimală, astfel 
încât să se obțină relația clasică

J 2  =  T d 5 ,  (2.20)

iar ulterior (la studiul condițiilor de echilibru termodinamic) se va arăta că mărimea T 
exprimă proprietatea de tranzitivitate a echilibrului termic (de asemenea se va arăta că 
este o mărime intensivă), astfel încât se identifică cu temperatura din termodinamica 
clasică;

• comparând definițiile temperaturii (2.20) și ale parametrilor de stare intensivi energetici 
(2.17), rezultă că parametrul de stare intensiv termic energetic este temperatura

P o = T  ,

obținându-se astfel semnificația fizică a acestui parametru intensiv de stare.

b) Conform aceleiași clasificări pentru variațiile de energie internă, lucrul infinitezimal 
este suma ultimilor termeni din forma diferențială termodinamică fundamentală energetică:

d £  = d W L , = V  d l j  = y  SCj ;
i<S=const. \ I J z  J ’

j = l J  =  1

unde ^ C j  este lucrul infinitezimal pe gradul de libertate netermic " j ”. Conform definiției 
formale (2.17b), derivatele energiei interne (ca ecuație termodinamică fundamentală) în ra
port cu parametrii de stare extensivi netermici sunt parametrii de stare intensivi netermici 
(conjugați energetic parametrilor extensivi aleși pentru derivare); atunci, înlocuind derivata 
energiei interne (dU  /d X j) s  {X }' prin parametrul intensiv energetic Pj care este conjugat 
parametrului extensiv netermic X j, se obține expresia lucrului infinitezimal pe gradul neter
mic " j ” în forma:

â L j = P j dX j . (2.21)

Sunt importante următoarele observații asupra parametrilor de stare intensivi netermici:

• acești parametri au fost inițial definiți în rnod formal prin relațiile (2.17b), dar din 
expresiile lucrurilor infinitezimale (2.21) rezultă posibilitatea determinării netermo
dinamice a acestor parametri intensivi (se deduce expresia lucrului infinitezimal pe 
gradul netermic considerat utilizând metode ale diferitelor capitole ale fizicii teoretice 
-  mecanica, electrodinamica, teoria elasticității, etc. -  iar apoi cu ajutorul relației 
(2.21) se identifică parametrul intensiv corespunzător gradului netermic considerat)6 ;

• produsul parametrilor conjugați în raport cu energia, pe oricare dintre gradele de li
bertate netermice {P i,X i}, au dimensiunea fizică egală cu a energiei

6 în subsecțiunea următoare se vor prezenta expresiile principalelor forme particulare de lucru.
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în concluzie, se vor prezenta unele observații generale importante.

• Prin utilizarea expresiilor (2.20) și (2.21) pentru căldura și lucrul infinitezimale, forma 
diferențială termodinamică fundamentală energetică (2.18) devine

dU ^ ă Q + ă C  ,

care este expresia Principiului 1 al termodinamicii clasice (pentru un proces cuasi-static 
infinitezimal).

• Datorită faptului că forma diferențială a energiei interne (2.18)

r

dU(S, {X }) ^ d S  + ^ P j  dXj
J=I

este o diferențială totală exactă, rezultă că lucrul și căldura infinitezimale d£, ăQ sunt 
ambele forme Pfaff.
Relația (2.20) se poate rescrie în forma

care arată următoarea proprietate: căldura infinitezimală este o formă Pfaff olonomă, 
având ca factor integrant inversul temperaturii 1 /T  (spre deosebire de căldură, lucrul 
infinitezimal este o formă Pfaff neolonomă).

• Pe baza definițiilor temperaturii (2.19) și ale parametrilor de stare intensivi entropiei 
(2.1) și în plus utilizând formulele funcțiilor implicite (A.20), (A.21), se pot determina 
relațiile între parametri intensivi entropiei și energetici

Fj =

^ / { J T }

d s  \
dX jJU țx}'

1 _  _1_
d u \  “  T ’
® $  ) { X }

\d X j /s ,{xy  _  _ P^ 
~ T  '

\ d S ) { X }

(j = l ,  -,r) ■

(2.22a)

(2.22b)

Din relațiile anterioare se obține semnificația fizică a acestor parametri de stare in
tensivi entropiei; expresiile parametrilor de stare intensivi netermici entropiei arată  că 
acestea nu sunt mărimi simple direct măsurabile, spre deosebire de parametrii ener
getici corespunzători.

Cazuri p a rticu la re  rem arcab ile  de lucru: se vor prezenta fără demonstrații expresiile 
lucrurilor infinitezimale remarcabile, din care rezultă (în fiecare situație) parametrii de stare 
entensiv și intensiv7 .

7 Deducerile expresiilor diferitelor forme de lucru nu sunt probleme de termodinamică, ci implică alte 
capitole ale fizicii teoretice: mecanica, electrodinamica, teoria elasticității, etc.

1) Lucrul volumic (de presiune)

ăC v  = -  *P d V V (volumul) ,
-!P  (presiunea) .

2) Lucrul superficial

Ă £ A = 1 d.4 A  (aria suprafeței) ,
7 (coeficientul de tensiune superficială) .
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3) Lucrul chimic

ă C ^  = fi UN =>

4) Lucrul de translație

d £ {r — v ■ dP  =>

5) Lucrul de rotație

S  £ ro t =  w - d l  = >

{ X N = N  (numărul de particule) , 
PN = fi (potențialul chimic) .

( X t r = P  (impulsul total) ,
|  Pt r  = v  (viteza Centrului de Masă)

{ X ro t = L  (momentului cinetic total) 
Pro t = u  (viteza unghiulară) .

6) Lucrul electric

SC e i =  △$  • d q
Pel

q (sacina electrică) ,
△ 4» (diferența de potențial electrostatic) .

7) Lucrul electro-magnetic
în cazul general un sistem termodinamic electrizabil și/sau magnetizabil este neomogen, 
astfel încât este necesar să se facă raționamente pe porțiuni spațiale foarte mici, adică să se 
utilizeze densități volumice ale mărimilor extensive (lucrul și parametrul de stare extensiv)8 ;

8 în tabelul de la pagina 5, în care se prezintă exemple de parametri de stare extensivi împreună cu 
conjugații lor intensivi, apar pentru gradele de libertate electro-magnetice alte mărimi; această aparentă 
contradicție este destul de subtilă și este discutată în Capitolul 10.

d ^ £ e ) 

6V = £ d T >
x e = ——- = T> (intensitatea inducției electrice) , 

o V
Pe = £  (intensitatea câmpului electric) ;

$ 1 1 1 = B  (intensitatea inducției magnetice) , 
o V

P„, = H  (intensitatea câmpului magnetic) .
Pentru sistemul total lucrul electro-magnetic infinitezimal se obține prin integrarea densității 
volumice de lucru pe volumul sistemului:

'  $C eni = d3r [ E(r) • d P ( r )  + H (r)  • d B (r) ] ;
Jv

în cazul particular când sistemul este omogen și câmpurile electic și cel magnetic sunt omo
gene, se efectuează direct integrarea spațială, rezultând expresia

cT^ei» = v  [£  d-D + H - d B ]  .

8) Lucrul elastic (de deformare)
în cazul general un sistem termodinamic deformabil este neomogen, astfel încât este nece
sar să se facă raționamente pe porțiuni spațiale foarte mici, adică să se utilizeze densități 
volumice ale mărimilor extensive (lucrul și parametrul de stare extensiv), la fel ca în cazul 
electro-magnetic;

(T(i£d ) _
= L  ■ d e o = 1 : d e 

i j

' 6X
x^ = — ^ = e (tensorul deformărilor) ,

Pd = t (tensorul tensiunilor) .

în cazul cel mai simplu când se consideră o bară elastică unidimensională? și se neglijează 
deformațiile transversale, se obține pentru lucrul elastic expresia

<Tre i = - X  dl * el
Pei

l (lungimea barei) ,
— X  (coordonata forței elastice) .
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C. C onsecințe ale proprietății de concavitate

S-a arătat anterior că entropia, având calitatea de ecuație termodinamică fundamentală 
S{U, {X })  =  S (X ), este o funcție concavă în raport cu toate variabilele sale (parametri de 
stare extensivi); pe de altă parte, în cazul sistemelor termodinamice normale s-a arătat că 
entropia este o funcție monoton crescătoare de energia internă, iar energia internă (ca ecuație 
termodinamică fundamentală) este inversa entropiei. Atunci se poate utiliza un rezultat 
important din teoria funcțiilor concav-convexe9 : Inversa unei funcții concave și monoton 
crescătoare este o funcție convexă și rezultă că energia internă ca ecuație termodinamică 
fundamentală este o funcție convexă în raport cu toate variabilele sale, care sunt parametrii 
de stare extensivi, adică U(S, {X }) = N (Y ) satisface inegalitatea (A.32b):

a U țS', X [ , . . . ,  X ;) +  (1 -  a) U{S", Xj",. . . ,  X")
> W (a 5 ' +  ( l - a ) 5 " , Q X 1' +  ( l - a ) X ; ' , . . . , a X ;  +  ( l - a ) X " )  .

Datorită proprietății de convexitate, [în conformitate cu Lema A. 10, expresia (A.42)] este 
valabil Principiul de minim al energiei

U (Y) =  Y ,J n f_ Y  [ N (Y ') + N (Y ") ] . (2.23)

Anterior, la prezentarea generală a reprezentării termodinamice fundamentale entropice, 
s-a afirmat că există implicații suplimentare ale concavității entropiei, dar că acestea sunt 
legate de interpretarea fizică a parametrilor de stare intensivi entropiei, astfel că aceste 
implicații au fost amânate. După determinarea semnificației parametrilor de stare inten
sivi entropiei prin relațiile (2.22), se poate relua discuția consecințelor teoremei 1.3 de la 
pagina 14:

• Prima consecință se referea la cazul sistemelor normale, când rezulta inegalitatea

> o- 
\̂ /{x)

dar conform relației (2.22a), inegalitatea anterioară implică T  > 0, adică sistemele 
termodinamice normale au numai temperaturi pozitive.

• A doua consecință se referă la sistemele de tip gaz pentru care volumul este o mărime 
nemărginită superior și atunci s-a obținut inegalitatea

dar conform relației (2.22b) și faptului că parametrul intensiv volumic este Py = — fp 
rezultă că inegalitatea anterioară se rescrie în forma

Atunci pentru stări cu temperaturi pozitive, ultimul rezultat conduce la concluzia că 
sistemele respective au numai presiuni pozitive.

D. C onsecințe ale proprietății de om ogen ita te

Anterior s-a arătat că entropia, având calitatea de ecuație termodinamică fundamentală 
S(U, {X}) = 5 (X ), este o funcție omogenă de gradul 1 în raport cu toate variabilele sale 
(parametri de stare extensivi); pe de altă parte, în cazul sistemelor termodinamice normale 
s-a arătat că entropia este o funcție monoton crescătoare de energia internă și energia internă 
(ca ecuație termodinamică fundamentală) este inversa entropiei. Atunci se poate utiliza un 
rezultat important din teoria funcțiilor omogene10: Dacă F(x) este o funcție omogenă de

9 Acest rezultat este prezentat în Anexa A sub fonna Lemei A.6
10Acest rezultat este prezentat în Anexa A sub forma Lema A.2
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gradul 1 și este de asemenea o funcție inversabilă în raport cu una dintre variabilele sale, 
atunci inversa acesteia este, de asemenea, o funcție omogenă de gradul 1. Pe baza afirmațiilor 
anterioare rezultă că energia internă, ca ecuație termodinamică fundamentală este o funcție 
omogenă de gradul 1 în raport cu toate variabilele sale (parametri de stare extensivi), adică 
satisface condiția

M(A5,AX1 , - - . ,A X r ) =  A M ( 5 J i , - - J r ) ,  VA e R +  ,

care exprimă caracterul de mărime extensivă a energiei interne.
Se vor prezenta principalele consecințe ale proprietății de omogenitate ale energiei interne 

ca ecuație termodinamică fundamentală, în mod analog tratării făcute la reprezentarea ter
modinamică fundamentală entropică11 .

11 Funcțiile omogene sunt discutate din punct de vedere matematic în Anexa A secțiunea A.3.

D .l  R elația  E uler energetică  se obține prin particularizarea relației generale (A.26b):

u  = i l w Yi = ̂ P iY i' (224)
i=0 U  1 t=0

Se vor rescrie relațiile Euler energetică și entropică (2.4) separând gradul de libertate termic 
de gradele netermice și exprimând parametrii de stare intensivi entropiei prin corespondenții 
lor energetici, conform relațiilor (2.22):

r
U = T S  + Y , P j X j , 

j=i

D .2  E cuația G ibbs — D uhem  energetică are forma
r

^  Yi d/* = 0 , (2.25)
>=o

și se obține combinând forma diferențială fundamentală (2.18) cy rezultatul diferențierii 
formale a relației Euler

dW = d ^ P ,  +  dF, .
\ 1=0 / >=0 i=0

Se vor rescrie ecuațiile Gibbs - Duhem energetică și entropică (2.5) separând gradul de 
libertate termic de gradele netermice și exprimând parametrii de stare intensivi entropiei 
prin corespondenții lor energetici, conform relațiilor (2.22):

r
5 d T + ^ X ;  dP, = 0 , 

J = I

1 1 p

j=i

D .3  Formula de reducere se obține prin particularizarea relației (A.26d):

U(Y0 , . . . , Y r _ } ,Y r ) = Yr U ^  , . . .  , ^ , 1 )  = Y r u(y0 = s , y i , . . . , y T^ )  , (2.26)

unde s-a ales ca variabilă de reducere Yr = X r  (este un parametru extensiv netermic), 
yi = Y i/Y r  , ( Î  =  0 ,1 ,.. .  , r  — 1) sunt parametrii extensivi reduși, iar u ( s ,y \ , . . .  ,y r - i )  este 
ecuația termodinamică fundamentală energetică redusă.
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E. E cuații de stare

Ecuațiile de stare ale reprezentării termodinamice fundamentale energetice sunt expresiile 
parametrilor de stare intensivi energetici ca funcții de parametri de stare extensivi (definiția 
este analoagă cu cea din cazul reprezentării termodinamice fundamentale entropice.

Se vor prezenta principalele proprietăți ale ecuațiilor de stare ale reprezentării termo
dinamice fundamentale energetice (în mod similar cu tratarea ecuațiilor de stare entropice 
corespondente).

E .l  D educerea din ecuația  fundam entală este bazată pe faptul că forma diferențială 
termodinamică fundamentală energetică exprimă o diferențială totală exactă; atunci, con
form cu relațiile (A.2) -  (A.3), rezultă că ecuațiile de stare se obțin prin derivarea ecuației 
termodinamice fundamentale în raport cu parametrii de stare extensivi conjugați1 2 :

’ (‘ =  0 , l , . . , r ) .  (2.27)

Se observă că setul celor r  + 1 ecuații de stare este echivalent cu ecuația termodinamică 
fundamentală:

-  cunoscând ecuația termodinamică fundamentală, se obțin prin derivări cele r + 1 ecuații 
de stare;

-  cunoscând cele r  + 1 ecuații de stare, se obține ecuația termodinamică fundamentală 
utilizând relația Euler (2.24).

E.2 R elațiile  M axw ell sunt o altă consecință a faptului că forma diferențială termodi
namică fundamentală este o diferențială totală exactă; atunci funcțiile coeficienți ale formei 
diferențiale satisfac relații de tipul (A.4), care sunt consecințe ale lemei Schwartz (indepen
dența derivatelor mixte în raport cu ordinea de derivare). Adaptând relațiile (A.4) la forma 
diferențială (2.18) rezultă relațiile Maxwell pentru reprezentarea termodinamică fundamen
tală energetică:

E.3 P roprietățile  de om ogen ita te  sunt bazate pe faptul căW(Y) este o funcție omogenă 
de gradul 1 și ecuațiile de stare (expresiile parametrilor de stare intensivi) se pot obține prin 
derivările ecuației termodinamice fundamentale energetice, conform relațiilor (2.27); atunci, 
utilizând proprietatea (A.26c) rezultă că ecuațiile de stare ale reprezentării termodinamice 
fundamentale energetice P i(Y) sunt funcții omogene de gradul 0.
Proprietatea de omogenitate evidențiată anterior a ecuațiilor de stare are următoarele con
secințe importante, care se obțin prin particularizarea relațiilor (A.25).

• Relația de definiție a omogenității simple de gradul 0

PI (AYo,...,Arr ) =  P t (y'o , . . . ,K r ) ,  (i =  0 , . . . , r ) ,  VA € K +  . (2.29)

• Formula de reducere (în raport cu variabila Yr )

PĂY0 , . . . , Y r - M  = PĂy0 , - - . , y ^  (i = 0 , . . . , r ) ,  (2.30)

unde s-au utilizat variabilele reduse definite la prezentarea relației (2.26). Formulele 
de reducere (2.30) arată că parametrii de stare intensivi depind numai de r variabile, 
care sunt parametrii de stare extensivi reduși; atunci, prin eliminarea celor r parametri 
extensivi reduși din (r+ 1 ) ecuații, se obține o relație între parametrii de stare intensivi

^ F o , ^ , - . . , ^ )  = 0 , (2.31)

care arată că setul tuturor parametrilor de stare intensivi nu este un set independent.
1 2Afimiația este echivalenți cu relațiile de definiție ale parametrilor de stare intensivi energetici (2.17)
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• Relațiile Euler
^ K ^ = 0 ’ a  = O ,. . . ,r ) .  (2.32)

• Forma diferențială redusă se obține pe baza rezultatelor anterioare:

-  se efectuează reducerile ecuației termodinamice fundamentale energetice, conform 
relației (2.26), și ale ecuațiilor de stare ale reprezentării termodinamice fundamen
tale energetice, conform relațiilor (2.30);

-  se exprimă parametrii de stare energetici prin derivatele ecuației termodinamice 
fundamentale energetice reduse (utilizând rezultatele anterioare)

Pi =
dU 
dY,

d (Yr  u) \
d ( Y r  y i ) ) { y } ''Y r (i =  l , . . . , r - l )  ; (2.33)

— se efectuează diferențierea formală a ecuației termodinamice fundamentale ener
getice reduse și se utilizează relațiile anterioare, astfel că rezultă echivalentul în 
formă redusă a formei diferențiale fundamentale

r—1
d u  =  ^ 2  Pi ^ V i ■ 

i=0
(2-34)

E .4 E cu a ția  ca lor ică  de sta re  are în termodinamica clasică un rol deosebit de impor
tan t1 3 . Dacă se consideră ecuația termodinamică fundamentală energetică IÂ = U(S, {X}) 
și ecuația de stare pentru gradul termic T  = T (S , {X}) , atunci, prin eliminarea formală a 
entropiei S  din cele două ecuații precedente se obține expresia energiei interne ca funcție de 
temperatură și de setul parametrilor de stare extensivi netermici

1 3 Dar se va vedea că în edificiul logic al termodinamicii neo-gibbsiene acestă ecuație are un rol secundar.
1 4Se va arăta că reprezentarea cerută este generată de potențialul entropie numit funcția Massieu.

U = U (T ,{ X } ) ,  (2.35)

iar aceasta este numită ecuația calorică de stare.
Sunt necesare unele observații asupra acestei ecuații:
-  ecuația calorică de stare (din punctul de vedere al reprezentărilor termodinamice stan

dard) este o exprimare a energiei interne U prin variabile nenaturale-,
-  ecuația calorică de stare U{T, {X}) conține o informație incompletă asupra sistemului 

termodinamic, spre deosebire de ecuația termodinamică fundamentală energetică U(S, {X}) 
care conține întreaga informație termodinamică asupra sistemului;

-  în sensul teoriei reprezentărilor termodinamice, se va arăta ulterior că U (l/T ,{X } ) 
este una dintre ecuațiile de stare într-o reprezentare entropică derivată1 4 .

2.2 Reprezentări termodinamice derivate și potențiale 
termodinamice

2.2.1 O bservații prelim inare

Starea de echilibru termodinamic este caracterizată total prin setul complet al celor r-l-1 
parametri de stare independenți. Conform axiomelor termodinamicii neo-gibbsiene, seturile 
parametrilor de stare caracteristici pentru stările de echilibru termodinamic sunt seturile 
parametrilor de stare extensivi (entropiei sau energetici) cu care se obțin reprezentările ter
modinamice fundamentale.

Există situații când este mai convenabil să se caracterizeze stările de echilibru termodi
namic

-  parțial prin parametri de stare intensivi (pe o parte a gradelor de libertate termodi
namice),
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-  parțial prin parametri de stare extensivi (pe restul gradelor de libertate termodinamice); 
un exemplu caracteristic pentni această situație este cazul când există parametri intensivi 
care sunt direct controlabili (eventual sunt constanți).

în acest caz este necesar să se utilizeze reprezentări mixte:
-  o parte din gradele de libertate termodinamice sunt reprezentate prin variabile intensive, 
-  restul gradelor de libertate termodinamice sunt reprezentate prin variabile extensive.
Datorită faptului că parametrii de stare intensivi sunt definiți prin relații de conjugare 

a parametrilor de stare extensivi față de ecuația termodinamică fundamentală, operația de 
schimbare de reprezentare se realizează printr-o transformare Legendre (când se efectuează 
simultan o transformare parțială de variabile și o transformare a ecuației termodinamice 
fundamentale).

2.2.2 Proprietăți generale ale potențialelor termodinamice
Se vor prezenta principalele proprietăți ale potențialelor termodinamice entropice și ener

getice pe baza proprietăților generale ale transformărilor Legendre15.

A. P oten ția le  term od inam ice entropice

Se consideră cunoscută ecuația termodinamică fundamentală entropică

S(U, % !,.. . ,  X r ) = 5 ( X )  ,

care are următoarele proprietăți generale:
-  este o funcție diferențiabilă în raport cu toate variabilele sale X;
-  este o funcție concavă în raport cu toate variabilele sale X;
-  este o funcție omogenă simplă de gradul 1 în raport cu toate variabilele sale X;
-  permite deducerea ecuaților de stare prin derivări în raport cu variabilele sale

A .l  D efin iția  p oten ția le lor  term odinam ice entropice: potențialul termodinamic en
tropie este transformata Legendre* a ecuației termodinamice fundamentale în raport cu o 
parte dintre parametrii de stare extensivi.

Pentru a exprima matematic definiția anterioară se efectuează în prealabil o reordonare 
a gradelor de libertate termodinamice, care implică permutarea

^ b  ^ 2 ,

n — 1, 71, 

n +  1 »

astfel încât gradele care implică transformarea Legendre se află ordonate pe primele poziții; 
atunci potențialul termodinamic entropie definit ca transformata Legendre a ecuației ter
modinamice fundamentale pe gradele de libertate termodinamice { TTI , . . . , 7rn  } este

^F., , , F rn (-bri , • • • , F „ n ; A„n + 1 , . . . , A'„r+1 )

= f sup { S (X o,. . . .  Ar) -  V  F ^ X„, (2.36)

Este mai convenabil să se utilizeze o notație vectorială pentru diferitele seturi de parametri 
de stare (analog cu notațiile introduse la pagina 12 și cu notațiile utilizate în Anexa A):

-  parametrii de stare extensivi pe gradele de libertate termodinamice pe care se efectuează 
transformarea Legendre

^Transformările Legendre sunt discutate în sensul interesant pentru termodinamică în Secțiunea A.5 din 
Anexa A.
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-  parametrii de stare extensivi pe gradele de libertate termodinamice pe care nu se 
efectuează transformarea Legendre

Z ^ f (X .„+ 1 , . . . , X . r + 1 ) ,

-  parametrii de stare intensivi pe gradele de libertate termodinamice pe care se efectuează 
transformarea Legendre

F ^ K . , . . . , ^ , , ) .

Cu notațiile vectoriale precedente, relația de definiție a potențialului termodinamic en
tropie (2.36) se rescrie astfel:

5F (F,Z) = s u p [ 5 ( X ,Z ) - F  X  ] . (2.37)

Relativ la definiția anterioară sunt importante următoarele observații.
-  Transformarea Legendre implică schimbarea de variabile ( X ,Z )  -> (F ,Z )  , adică 

realizează trecerea la o reprezentare termodinamică derivată.
-  Potențialul termodinamic S F (F ,Z )  conține toată informația termodinamică asupra 

sistemului studiat, fiind astfel echivalent cu ecuația termodinamică fundamentală S ( X ,Z ) .
-  Pentru explicitarea transformării Legendre se procedează conform metodei generale, ex

pusă în Subsecțiunea A.5.2 din Anexa A; atunci, conform relațiilor (A.53) -  (A.54), condițiile 
de supremizare conduc la soluția explicită

S F (F, Z ) = S (X , Z ) - F - X  |x  =  x o( F Z )  , (2.38)

unde X °(F , Z )  este o soluție a sistemului de ecuații

=  0 = 1 ....... - ) .  (2.39)

Relativ la soluțiile sistemului (2.39) se remarcă existența a două tipuri de sisteme 
termodinamice:

1. sisteme care au ecuația termodinamică fundamentală 5(X ) o funcție strict concavă, 
și atunci X ° ( F ,Z )  este soluția unică a sistemului (2.39) [această situație corespunde 
cazului când sistemul termodinamic este o fază termodinamică pură];

2. sisteme care au ecuația termodinamică fundamentală 5(X ) o funcție semi-concavă, și 
atunci X ° ( F ,Z )  este una dintre soluțiile din setul soluțiilor multiple ale sistemului 
(2.39) [această situație corespunde cazului când sistemul termodinamic este o coexis
tență de faze termodinamice).

A .2 E cuațiile de stare în reprezentarea derivată se obțin dacă se cunoaște expresia 
potențialului termodinamic (al aceste reprezentări) în variabilele sale naturale.

a) Forma diferențială a poten ția lu lu i term odinam ic entropie S p (F ,Z )  definit 
prin relația (2.36), se obține utilizând direct rezultatele Lemei A.13 din Secțiunea A.5; prin 
adaptarea relației (A.55) la situația prezentă rezultă16

1 6Forma diferențială a potențialului termodinamic ales poate fi obținută fără să se facă apel la rezultatele 
din Anexa A; se efectuează diferențierea formală a expresiei (2.38) și se face apel la forma diferențială 
termodinamică fundamentală entropică (2.2), rezultând relația (2.40).

n r  +  l

d S f , , ....F, n = - £  X„, d F , ,+ ^  Fn j A X ^  , (2.40)
t = l  j = n + l

unde în a doua sumă s-au înlocuit derivatele entropiei prin parametrii de stare intensivi 
corespunzători, conform ecuațiilor de stare ale reprezentării temodinamice entropice funda
mentale (2.1):
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b) E cuațiile de stare sunt expresiile parametrilor de stare extensivi ai gradelor de li
bertate termodinamice pe care s-a efectuat transformarea Legendre și expresiile parametrilor 
de stare intensivi ai gradelor de libertate pe care nu s-a efectuat transformarea Legendre 
(ambele tipuri de expresii având variabilele reprezentării corespunzătoare potențialului ter
modinamic ales).

Datorită faptului că forma diferențială (2.40) este o diferențială totală exactă, conform 
relațiilor (A.3), aceste ecuații de stare se obțin prin derivări ale potențialului termodinamic

X ^ F ^ )  = ( i - l , . . , n ) ,  (2.41a)

F ^ F , Z )  = ( ) = n + l , . . . , r + l ) .  (2.41b)

c) R elațiile  M axw ell sunt expresiile lemei Schwartz (independența derivatelor parți
ale mixte în raport cu ordinea de derivare) ilustrate în cazul general prin egalitățile (A.4); 
adaptând aceste egalități la forma diferențială a potențialului termodinamic (2.40), rezultă 3 
tipuri de relații Maxwell: între ecuații de stare din primul grup (pentru gradele de libertate 
pe care s-a efectuat transformate Legendre), între ecuații de stare din al doilea grup (pentru 
gradele de libertate pe care nu s-a efectuat transformate Legendre) și între ecuații de stare 
din ambele grupuri (cazul mixt); prin explicitare se obține sistemul de relații Maxwell

d X ni 
d F ^

_  dX„_ 
dFni ’ (i,k  = 1 ,... ,n) (2.42a)

d F ^ 
d X ^

- d F ^ 
dX„ t ’ (j, l = n + 1 ,. . .  ,r  + 1) (2.42b)

d X ^ 
d X n]

_  dF„, 
dF ^ ’

(i = î , . . . ,n  ; j  = n + l , . . .  ,r  + 1) (2.42c)

A .3 P rop rietă țile  de om ogen ita te  ale p oten ția lelor term od inam ice sunt determi
nate de faptul că potențialul termodinamic este transformata Legendre a ecuației termodi
namice fundamentale, care la rândul ei este o funcție omogenă de gradul 1 în raport cu toate 
variabilele; în Anexa A se demonstrează Lema A. 14: ,

Transformata Legendre a unei funcții omogene de gradul 1 este o funcție omogenă, 
generalizată cu gradul 0 în raport cu variabilele care au fost introduse prin trans
formarea Legendre și cu gradul 1 în raport cu variabilele care nu au fost modificate 
de către transformarea Legendre,

a cărei exprimare matematică este condiția (A.56b).
Pe baza lemei precedente rezultă că potențialul termodinamic entropie este o funcție 

omogenă generalizată cu gradul 0 în raport cu variabilele F  (parametri de stare intensivi) și 
cu gradul 1 în raport cu variabilele Z  (parametri de stare extensivi), adică este satisfăcută 
condiția

S F (F ,X Z )  = X S F (F ,Z )  , V A e K + . (2.43)

Se vor prezenta principalele consecințe ale proprietății de omogenitate a potențialului ter
modinamic, care sunt adaptări ale rezultatelor discutate în Secțiunea A.5 din Anexa A.

a) R elația  Euler rezultă prin adaptarea relației (A.57) și apoi prin utilizarea ecuației 
de stare (2.41b) pentru a elimina derivata parțială a potențialului termodinamic:

(2.44)

(se remarcă sumarea efectuată numai pe gradele de libertate termodinamice pe care nu s-a 
efectuat transformarea Legendre pentru obținerea potențialului termodinamic).
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b) Formula de reducere rezultă prin adaptarea relației (A.58) pentru alegerea ca 
variabilă de reducere a unui parametru de stare extensiv netermic X M 1

^ Î T r + l  ^ f f r + 1

“  - ^ i T r + l  ' S F (FK i t • • ■ > FV n ', X^n + l , . . . ,X^r} . (2-45)

în ultima egalitate apare potențialul termodinamic entropie redus, definit prin relația

SF (F ^ ,... ,F ,„ ;  x ^ l , . . . , x ^ = S F (F„l , . . . ,F „ n -
^ ^ T r + l  ^ I T r + l

c) Transform area Legendre m axim ală implică un singur grad de libertate termodi
namic netransformat; se alege acest grad de libertate ca fiind ultimul (la fel ca la formula de 
reducere) și se particularizează rezultatele generale (A.59). Astfel în acest caz relația Euler 
și formula de reducere devin:

^ .„ . .„ F. J ^ , . . , ^ ^ ^ , )  = F ^ , X ^ I t  (2.46a)
=  XW r+ 1ă F , i>...>F, r (Fw l ) . . . , F wJ ;  (2.46b)

din ultimele două ecuații se obține că potențialul termodinamic redus, care corespunde la o 
transformare Legendre maximală, este egal cu parametrul de stare intensiv al gradului de 
libertate termodinamic care nu a fost transformat:

^ , . F^=Fnr+1. (2.47)

d) T ransform ata Legendre tota lă  este funcția nulă, rezultat care se poate obține 
direct din relația Euler: în acest caz în membrul drept al relației (2.44) nu apare nici un 
termen:

<5F o ,F |,...,Fp =  0 . (2.48)

Anularea identică a transformatei Legendre totale pentru ecuația termodinamică fundamen
tală arată că nu există un potențial termodinamic corespunzător unei reprezentări în care să 
fie utilizate ca variabile numai parametrii de stare intensivi; rezultatul este în concordanță 
cu relația (2.11), care exprimă faptul că parametrii de stare intensivi nu constituie un set in
dependent, astfel că descrierea stărilor de echilibru termodinamic nu poate fi făcută utilizând 
numai parametri de stare intensivi (este necesar să existe cel puțin un parametru extensiv).

e) P rop rietățile  de om ogen itate  ale ecuațiilor de stare rezultă deoarece s-a arătat 
că potențialul termodinamic este o funcție omogenă generalizată de gradul 0 în raport cu 
variabilele care sunt parametrii de stare intensivi și este o funcție omogenă generalizată de 
gradul 1 în raport cu variabilele care sunt parametrii de stare extensivi, iar pe de altă parte 
ecuațiile de stare ale reprezentării corespunzătoare potențialului termodinamic ales se obțin 
prin derivări ale potențialului termodinamic în raport cu variabilele sale, conform relațiilor 
(2.41); atunci, pe baza rezultatelor generale, care sunt prezentate în Subsecțiunea A.3.2, se 
obțin următoarele proprietăți de omogenitate ale ecuațiilor de stare:

-  ecuațiile de stare care reprezintă parametri de stare extensivi X „ Ă F ,Z )  sunt funcții 
omogene de gradul 1 în raport cu variabilele reprezentării care sunt parametrii extensivi 
Z , considerând variabilele reprezentării care sunt parametrii intensivi F  ca fiind parametri 
auxiliari, adică sunt satisfăcute relațiile

X ^ ,(F ,X Z )  = X X ^ ( F ,Z )  , ( i = l , . . . , n ) ,  V A e R + ; (2.49)

-  ecuațiile de stare care reprezintă parametri de stare intensivi F„. (F, Z ) sunt funcții 
omogene de gradul 0 în raport cu variabilele reprezentării care sunt parametrii extensivi
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Z, considerând variabilele reprezentării care sunt parametrii intensivi F  ca fiind parametri 
auxiliari, adică sunt satisfăcute relațiile

Fn j (F ,A  Z ) = Fn j (F ,Z )  , (j = n + l , . . . , r  + 1) , VA 6 K+  ; (2.50)

-  pe baza rezultatelor anterioare se poate deduce forma diferențială a potențialului ter
modinamic redus printr-o metodă analoagă cu cea utilizată pentru deducerea relației (2.14); 
în final se obține

n r
dsF^,...,F,„ = - ^  dF,, + ^  F ^ dx^1 .

i=l j=n+l

A .4 P rop rietăți de concavitate - con vexitate  sunt datorate, pe de o parte faptului 
că entropia, ca ecuație termodinamică fundamentală, 5 (X ,Z )_este  o funcție concavă, iar 
pe de altă parte deoarece potențialul termodinamic entropie S F (F ,Z )  este transformata 
Legendre a ecuației termodinamice fundamentale. Deducerea proprietăților potențialului 
termodinamic se bazează pe rezultatele generale asupra proprietăților de convexitate - con
cavitate ale transformatelor Legendre, care sunt prezentate în Secțiunea A.5 din Anexa A; 
pentru problema curentă se utilizează Lema A.16:

Dacă F (x ,y )  este o funcție concavă (în raport cu toate variabilele sale), atunci 
transformata sa Legendre în raport cu primul grup de variabile F ^(^ ,y) este o 
funcție convexă în raport cu variabilele noi introduse de transformarea Legendre 

și este o funție concavă în raport cu variabilele nemodificate de transformarea
Legendre y.

Dacă se adaptează această Iernă la situația prezentă, rezultă că potențialul termodinamic 
entropie S F (F ,Z )  este o funcție convexă în raport cu variabilele F  (parametri de stare 
intensivi) și este o funcție concavă în raport cu variabilele Z  (parametri de stare extensivi).

A .5 Inversarea transform ării Legendre se face pe baza metodei generale de inversare 
a transformărilor Legendre, prezentate în Secțiunea A.5 din Anexa A, iar această problemă 
este sintetizată de Lema A.17:

Se consideră F (x ,y )  o funcție convexă sau concavă și F ^ , y )  este transformata 
Legendre a acestei funcții în raport cu variabilelex; se definește funcția F (x, y) ca 
fiind opusa transformatei Legendre a funcției —F ((^ ,y )  în raport cu variabilele 
^, adică F (x ,y )  = ~( — F ()x (x ,y ) , atunci ultima transformată Legendre este 
egală cu funcția inițială: F (x , y) — F (x, y) .

Pe baza lemei precedente se obține următoarea metodă de inversare a unei transformări 
Legendre din termodinamică:

-  se consideră inițial reprezentarea termodinamică fundamentală caracterizată de entropie 
(ca ecuație termodinamică fundamentală) 5 (X , Z);

-  se efectuează transformarea Legendre a ecuației termodinamice fundamentale pe gradele 
de libertate ale parametrilor de stare extensivi X ,  care are ca efect introducerea potențialului 
termodinamic S F (F , Z )  ca funcție caracteristică pentru reprezentarea termodinamică care 
are variabilele F  (parametri de stare intensivi) și Z  (parametri de stare extensivi);

pentru a reveni la reprezentarea termodinamică fundamentală se efectuează transfor
marea Legendre a opusului potențialului termodinamic anterior —S F (F ,Z )  în raport cu 
variabilele F  (care fuseseră introduse de către transformarea Legendre inițială) și se obține 
opusa ecuației termodinamice fundamentale —S ( X ,Z ) .

A  .6 E cuația G ibbs - H elm h oltz  se obține prin exprimarea potențialului termodinamic 
în forma (2.38), fără să se evidențieze variabilele 

n
....^ n = S - ^ F n , X ^ .

1=1
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în relația anterioară se substituie parametrii de stare extensivi X ^  prin derivatele potenți
alului termodinamic, în conformitate cu ecuațiile de stare (2.41a), astfel că rezultă

S F ( F , Z ) - ^ F ^ dSg^’Z) = S ( X ( F ,Z ) ,Z )  , (2.51)

care este numită ecuația Gibbs - Helmholtz entropică și este din punct de vedere matematic 
o ecuație cu derivate parțiale pentru potențialul S F (F ,Z ).

B  . P oten ția le  term odinam ice energetice

Se vor prezenta definiția și principalele proprietăți ale potențialelor termodinamice ener
getice într-o manieră foarte asemănătoare cu prezentarea făcută anterior pentru potențialele 
termodinamice entropice (datorită faptului că cele două probleme sunt similare).

Se consideră cunoscută ecuația termodinamică fundamentală energetică

G (S ,X 1 , . . . , X r ) =  W(Y) ,

care are următoarele proprietăți generale:
-  este o funcție diferențiabilă în raport cu toate variabilele sale Y ;
-  este o funcție convexă în raport cu toate variabilele sale Y ;
-  este o funcție omogenă simplă de gradul 1 în raport cu toate variabilele sale Y ;
-  permite deducerea ecuaților de stare prin derivări în raport cu variabilele sale

P j ( Y )  =  ® '  0 = 0 , l , . . . , r ) .

B .l  D efin iția  p oten ția lelor term odinam ice energetice: potențialul termodinamic e
nergetic este transformata Legendre a ecuației termodinamice fundamentale în raport cu o 
parte dintre parametrii de stare extensivi.

Pentru a exprima matematic definiția anterioară se efectuează în prealabil o reordonare 
a gradelor de libertate termodinamice, care implică permutarea

/ O ,  1, . . . ,  n — 1, n, . . . ,  r \
\ ^1 ? ^2> • • • j ^ni ^n+1 ? • • • > ^"r+1 J

astfel încât gradele care implică transformarea Legendre se află ordonate pe primele poziții; 
atunci potențialul termodinamic energetic definit ca transformata Legendre a ecuației ter
modinamice fundamentale pe gradele de libertate termodinamice { TTI , . . . ,%n  } este

n

= r inf (2.52)

Este mai convenabil să se utilizeze o notație vectorială pentru diferitele seturi de parametri 
de stare, analoagă cu notația introdusă la discuția entropică corespondentă:

-  parametrii de stare extensivi pe gradele de libertate termodinamice pe care se efectuează 
transformarea Legendre

-  parametrii de stare extensivi pe gradele de libertate termodinamice pe care nu se 
efectuează transformarea Legendre

w ^ y ^ , , . . . ^ , ) ,

-  parametrii de stare intensivi pe gradele de libertate termodinamice pe care se efectuează 
transformarea Legendre
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Cu notațiile vectoriale precedente, relația de definiție a potențialului termodinamic ener
getic (2.52) se rescrie astfel:

U p (P ,W ) = m ț[ U ( Y ,W )  -  P  Y ]  . (2.53)

Relativ la definiția anterioară sunt importante următoarele observații:
-  Transformarea Legendre implică schimbarea de variabile (V, IV) —> (P , W )  , adică 

realizează trecerea la o reprezentare termodinamică derivată.
-  Potențialul termodinamic U p (P ,W )  conține toată informația termodinamică asupra 

sistemului studiat, fiind astfel echivalent cu ecuația termodinamică fundamentală U (Y , W ).
- Pentru explicitarea transformării Legendre se procedează conform metodei generale, ex

pusă în Subsecțiunea A.5.2 din Anexa A; atunci, conform relațiilor (A.53) -  (A.54), condițiile 
de infimimizare conduc la soluția explicită

U p{P , W ) = U (Y , W ) - P  Y  |y = y o( P i l v )  , (2.54)

unde y °  (P , W )  este o soluție a sistemului de ecuații

=  ( ^ > ........» ) .  (2.55)
TTi

-  Relativ la soluțiile sistemului (2.55) se remarcă existența a două tipuri de sisteme 
termodinamice:

1. sisteme care au ecuația termodinamică fundamentală W(Y) o funcție strict convexă, 
și atunci Y ° (P , W )  este soluția unică a sistemului (2.55) [această situație corespunde 
cazului când sistemul termodinamic este o fază termodinamică pură];

2. sisteme care au ecuația termodinamică fundamentală N (Y )  o funcție semi-convexă, iar 
atunci Y ° (P , W )  este una dintre soluțiile din setul soluțiilor multiple ale sistemului 
(2.55) [această situație corespunde cazului când sistemul termodinamic este o coexis
tență de faze termodinamice].

B .2 E cuațiile de stare în reprezentarea derivată se obțin dacă se cunoaște expresia 
potențialului termodinamic (al aceste reprezentări) în variabilele sale naturale.

a) Forma diferenția lă  a p oten ția lu lu i term odinam ic energetic U p(P , W ) este 
definită prin relația (2.52), care se obține utilizând direct rezultatele Lemei A.13 din Secți
unea A.5; prin adaptarea relației (A.55) la situația prezentă rezultă17

1 7Forma diferențială a potențialului termodinamic ales poate fi obținută fără să se facă apel la rezultatele 
din Anexa A; se efectuează diferențierea fonnală a expresiei (2.54) și se face apel la forma diferențială 
tennodinamică fundamentală energetică (2.18), rezultând relația (2.56).

n r + 1

<1^,....P . „ = - Z r ”. d P ’.+ Z  ^ d^ ’ (2 '56>
i=l j = n+ l

unde în a doua sumă s-au înlocuit derivatele energiei prin parametrii de stare intensivi 
corespunzători, conform ecuațiilor de stare ale reprezentării temodinamice energetice funda
mentale (2.27):

= P

b) E cuațiile de sțare sunt expresiile parametrilor de stare extensivi ai gradelor de li
bertate termodinamice pe care s-a efectuat transformarea Legendre și expresiile parametrilor 
de stare intensivi ai gradelor de libertate pe care nu s-a efectuat transformarea Legendre 
(ambele tipuri de expresii având variabilele reprezentării corespunzătoare potențialului ter
modinamic ales.
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Datorită faptului că forma diferențială (2.56) este o diferențială totală exactă, conform 
relațiilor (A.3), aceste ecuații de stare se obțin prin derivări ale potențialului termodinamic

■ (* = 1 , (2.57a)

P .,( P W  = + (j = n + l , . . . , r + l ) .  (2.57b)

c) R elațiile  M axw ell sunt expresiile lemei Schwartz (independența derivatelor parți
ale mixte în raport cu ordinea de derivare) ilustrate în cazul general prin egalitățile (A.4); 
adaptând aceste egalități la forma diferențială a potențialului termodinamic (2.56), rezultă 3 
tipuri de relații Maxwell: între ecuații de stare din primul grup (pentru gradele de libertate 
pe care s-a efectuat transformate Legendre), între ecuații de stare din al doilea grup (pentru 
gradele de libertate pe care nu s-a efectuat transformate Legendre), și între ecuații de stare 
din ambele grupuri (cazul mixt); prin explicitare se obține sistemul de relații Maxwell

= <2 -5 8 »)

a v  dP
(i = 1> - . n J = " + 1 - V  +  1 ) (2.58c)

B .3 P rop rietă țile  de om ogen itate  ale p oten ția lelor term od inam ice sunt determi
nate de faptul că potențialul termodinamic este transformata Legendre a ecuației termodi
namice fundamentale, care la rândul ei este o funcție omogenă de gradul 1 în raport cu toate 
variabilele; în Anexa A se demonstrează Lema A.14:

Transformata Legendre a unei funcții omogene de gradul 1 este o funcție omogenă 
generalizată cu gradul 0 în raport cu variabilele care au fost introduse prin trans
formarea Legendre și cu gradul 1 în raport cu variabilele care nu au fost modificate 
de către transformarea Legendre,

a cărei exprimare matematică este condiția (A.56b).
Pe baza lemei precedente rezultă că potențialul termodinamic energetic este o funcție 

omogenă generalizată cu gradul 0 în raport cu variabilele P  (parametri de stare intensivi) și 
cu gradul 1 în raport cu variabilele W  (parametri de stare extensivi), adică este satisfăcută 
condiția

UP (P ,X W )  = XU P (P ,W )  , V A € R + . (2.59)
Se vor prezenta principalele consecințe ale proprietății de omogenitate a potențialului ter
modinamic, care sunt adaptări ale rezultatelor discutate în Secțiunea A.5 din Anexa A.

a) R elația  Euler rezultă prin adaptarea relației (A.57) și apoi prin utilizarea ecuației 
de stare (2.57b) pentru a elimina derivata parțială a potențialului termodinamic:

= E = E , (2-6°)
j  = n + \ 7  j = n + !

(se remarcă sumarea efectuată numai pe gradele de libertate termodinamice pe care nu s-a 
efectuat transformarea Legendre pentru obținerea potențialului termodinamic).

b) Formula de reducere rezultă prin adaptarea relației (A.58) pentru alegerea ca 
variabilă de reducere a unui parametru de stare extensiv netermic yip+ 1

W , , . . . , ^ ; ^ , , . . . , ^ , ^ , )

=  K r + , U P ( P ^  --,P.„-, 1)
^ ^ r + 1  ^ ^ T r + l

=  ^ r  +  1 ’ U P (P*1 1 Pjr„i 2/TT„ +  1 r  • •  1 y^r ) • (2-61)
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în ultima egalitate apare potențialul termodinamic energetic redus, definit prin relația

U P ^ , . . . ^ -  y ^ . - . ^ ^ U p ^ , , . . . ^  , 1) •
^ffr+1 ' ’Tr+l

c) Transform area L egendre m axim ală implică un singur grad de libertate termodi
namic netransformat; se alege acest grad de libertate ca fiind ultimul (la fel ca la formula de 
reducere) și se particularizează rezultatele generale (A.59). Astfel în acest caz relația Euler 
și formula de reducere devin:

UP^ ..... p , r ( ^ 1 ( . . . , P . r , n r + 1 ) =  f V + 1  K r + 1  , ( 2 .6 2 a )

=  r „ + 1 % ..... P , ^ , , . . . ^ )  ; (2 .6 2 b )

din ultimele două ecuații se obține că potențialul termodinamic redus, care corespunde la o 
transformare Legendre maximală, este egal cu parametrul de stare intensiv al gradului de 
libertate termodinamic care nu a fost transformat:

« P , ,  ..... P„„ =  ^ r -H  • (2.63)

d) Transform ata L egendre to ta lă  este funcția nulă, rezultat care se poate obține 
direct din relația Euler: în acest caz în membrul drept al relației (2.60) nu apare nici un 
termen:

Wp0 ,P i,...,Pr =  0 . (2-64)

Anularea identică a transformatei Legendre totale pentru ecuația termodinamică fundamen
tală arată că nu există un potențial termodinamic corespunzător unei reprezentări în care să 
fie utilizate ca variabile numai parametrii de stare intensivi; rezultatul este în concordanță 
cu relația (2.31), care exprimă faptul că parametrii de stare intensivi nu constituie un set in
dependent, astfel că descrierea stărilor de echilibru termodinamic nu poate fi făcută utilizând 
numai parametri de stare intensivi (este necesar să existe cel puțin un parametru extensiv).

e) P rop rietățile  de om ogen ita te  ale ecuațiilor de stare rezultă deoarece s-a arătat 
că potențialul termodinamic este o funcție omogenă generalizată de gradul 0 în raport cu 
variabilele care sunt parametrii de stare intensivi și este o funcție omogenă generalizată de 
gradul 1 în raport cu variabilele care sunt parametrii de stare extensivi, iar pe de altă parte 
ecuațiile de stare ale reprezentării corespunzătoare potențialului termodinamic ales se obțin 
prin derivări ale potențialului termodinamic în raport cu variabilele sale, conform relațiilor 
(2.57); atunci, pe baza rezultatelor generale, care sunt prezentate în subsecțiunea A.3.2, se 
obțin următoarele proprietăți de omogenitate ale ecuațiilor de stare:

-  ecuațiile de stare care reprezintă parametri de stare extensivi L ^JP , W ) sunt funcții 
omogene de gradul 1 în raport cu variabilele reprezentării care sunt parametrii extensivi 
W , considerând variabilele reprezentării care sunt parametrii intensivi P  ca fiind parametri 
auxiliari, adică sunt satisfăcute relațiile

^ ( P , A  W ) = A Yn Ă P ,^ )  , ( i = l , . . . , n ) ,  V A e R + ; (2.65)

-  ecuațiile de stare care reprezintă parametri de stare intensivi Pnj (P , W ) sunt funcții 
omogene de gradul 0 în raport cu variabilele reprezentării care sunt parametrii extensivi 
W , considerând variabilele reprezentării care sunt parametrii intensivi P  ca fiind parametri 
auxiliari, adică sunt satisfăcute relațiile

Pn j (P ,X W ) =  P„j (P ,W )  , (; = n +  l , . . . , r + 1) , V A .€R + : (2.66)

-  pe baza rezultatelor anterioare se poate deduce forma diferențială a potențialului ter
modinamic redus printr-o metodă analoagă cu cea utilizată pentru deducerea relației (2.34); 
în final se obține

n r
^ ^ P ^ ,  -,P»n =  ^  ' y^i dPjr, +  ^  P^} ^y^, •

i=l j=n+l
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B .4 P roprietățile  de concavitate - con vexitate  sunt datorate, pe de o parte faptului 
că energia internă, ca ecuație termodinamică fundamentală, N ( Y ,W )  este o funcție con
vexă, iar pe de altă parte potențialul termodinamic energetic U p ( P ,W )  este transformata 
Legendre a ecuației termodinamice fundamentale. Deducerea proprietăților potențialului 
termodinamic se bazează pe rezultatele generale asupra proprietăților de convexitate - con
cavitate ale transformatelor Legendre, care sunt prezentate în Secțiunea A.5 din Anexa A; 
pentru problema curentă se utilizează Lema A.15:

Dacă F (x ,y )  este o funcție convexă (în raport cu toate variabilele sale), atunci 
transformata sa Legendre în raport cu primul grup de variabile F ^ , y )  este o 
funcție concavă în raport cu variabilele noi introduse de transformarea Legendre 

și este o funție convexă în raport cu variabilele nemodificate de transformarea
Legendre y.

Dacă se adaptează această Iernă la situația prezentă, rezultă că potențialul termodinamic 
energetic U p ( P ,W )  este o funcție concavă în raport cu variabilele P  (parametri de stare 
intensivi) și este o funcție convexă în raport cu variabilele W  (parametri de stare extensivi).

B .5 Inversarea transform ării Legendre se face pe baza metodei generale de inversare 
a transformărilor Legendre, prezentată în Secțiunea A.5 din Anexa A, iar această problemă 
este sintetizată de Lema A.17:

Se consideră F (x, y) o funcție convexă sau concavă și F^(^, y) este transformata 
Legendre a acestei funcții în raport cu variabilele x; se definește funcția F (x ,y ) 
ca fiind opusa transformatei Legendre a funcției —F ^ , y )  în raport cu variabilele 
^, adică F (x ,y )  = —(—F^)x (x ,y )  , atunci ultima transformată Legendre este 
egală cu funcția inițială: F (x ,y )  = F (x ,y )  .

Pe baza lemei precedente se obține următoarea metodă de inversare a unei transformări 
Legendre din termodinamică:

-  se consideră inițial reprezentarea termodinamică fundamentală caracterizată de energia 
internă (ca ecuație termodinamică fundamentală) U (Y , W );

-  se efectuează transformarea Legendre a ecuației termodinamice fundamentale pe gradele 
de libertate ale parametrilor de stare extensivi Y , care are ca efect introducerea potențialului 
termodinamic U p(P , W )  ca funcție caracteristică pentru reprezentarea termodinamică care 
are variabilele P  (parametri de stare intensivi) și W  (parametri de stare extensivi);

-  pentru a reveni la reprezentarea termodinamică fundamentală se efectuează transfor
marea Legendre a opusului potențialului termodinamic anterior —N p (P ,W )  în raport cu 
variabilele P  (care fuseseră introduse de către transformarea Legendre inițială) și se obține 
opusa ecuației termodinamice fundamentale —U iy ,W ) .

B .6 E cuația G ibbs - H elm holtz se obține prin exprimarea potențialului termodinamic 
în forma (2.54), fără să se evidențieze variabilele

n
M p ......,P . „  =  H - ^ P ^  -

i=i

In relația anterioară se substituie parametrii de stare extensivi Y„. prin derivatele potenția
lului termodinamic, în conformitate cu ecuațiile de stare (2.57a), astfel că rezultă

UP (P ,W )  - ^ P ^ ,  d U p ^ ' W  ̂ =  u ( Y ( P ,W ) ,W )  , (2.67)

care este numită ecuația Gibbs - Helmholtz energetică și este din punct de vedere matematic 
o ecuație cu derivate parțiale pentru potențialul l ip ( P ,W ) .
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B .7 R elația  dintre p o ten ția le le  term od inam ice entropice și energetice: se con
sideră potențialele termodinamice entropie și energetic corespondente, adică obținute prin 
transformări Legendre pe aceleași grade de libertate termodinamice. Pentru a obține even
tuale corelații între aceste potențiale termodinamice se utilizează relațiile (2.22) și (2.16) 
dintre parametrii de stare energetici și entropiei:

fo =  ^  , X 0 = U j  P0 = T  , Y0 = S

J j  =  ~ Y  ' X >' ->r )

Datorită faptului că parametrii de stare pe gradele de libertate termice sunt corelați diferit 
în raport cu parametrii de stare pe gradele de libertate netermice, apar 2 situații distincte 
în funcție de prezența sau absența gradului de libertate termic în setul gradelor de libertate 
termodinamice pe care se efectuează transformările Legendre corespondente.

-  Dacă transformările Legendre nu implică gradul de libertate termic (care este indiciat 
prin ”0”), atunci prin utilizarea relațiilor Euler se obțin pentru potențialele termodinamice 
entropie SFi,...,Fn = S  — £ " =1 F, X i și energetic corespondent Upl i ...tpn = U -  £ " =1 Pi Y, 
următoarele expresii:

s F l ....Fn = ^ u +  ^  ^ x ,  = | ( w -  ^  P j X ^ , 

j=n+\ j=n+\
r

^ P . .... P„ = T S +  Y ,  p i X j -, 
j= n + 1

din compararea ultimelor expresii rezultă că în acest caz potențialele termodinamice cores
pondente entropie S F 1 I ...I F„  și energetic Upt ,...,p„ nu sunt corelate în mod direct.

-  Dacă transformările Legendre implică gradul de libertate termic, atunci potențialele 
termodinamice entropie S F0 ,...,F„ — S  — ( I /T )  U — £ " =1 Fi Xi și energetic corespondent 
Wp0 , ,p„ = U  — T  S  — ^ " = i Pi Yi au următoarele expresii, în urma utilizării relațiilor Euler:

SF0 ,...,Fn = X j ,
j=n+l 

T
Up»....p. = ^  p j X 3 ; '

j=n+l

din compararea ultimelor expresii rezultă că în acest caz potențialele termodinamice cores
pondente entropie SF0 ,...,Fn și energetic UpOt...'Pn sunt corelate prin relația18

1 8 Relația dintre aceste potențiale se poate obține mai elegant utilizând Lema A.18, prezentată în 
Secțiunea A.5 din Anexa A.

1 9 Potențialele termodinamice entropice sunt mai avantajoase decât cele energetice pentru deducerea pro
prietăților termodinamice ale unui model de sistem în cadrul fizicii statistice.

5 F0 ,...,F„ = — — Up^ . 'P” • (2.68)

2.2.3 Potențiale termodinamice remarcabile
Se vor prezenta principalele proprietăți ale unor potențiale termodinamice utilizate frec

vent, prin particularizarea directă a rezultatelor generale care au fost discutate anterior. 
Inițial vor fi prezentate mai detaliat potențialele (sau clasele de potențiale) termodinamice 
energetice, iar apoi mai succint cale mai importante potențiale termodinamice entropice19

A. Energia liberă (p oten ția lu l H elm h oltz)

a) D efiniție: energia liberă este transformata Legendre a ecuației termodinamice funda
mentale pe gradul de libertate termic

F ( T , { X } ) = U T ( T , { X } )  = inf [ £ / ( S ,{ X } ) - T S ]  , (2.69)
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(2.70)

(2.71a)

(2.71b)

(2.72a)

(2.72b)

sau în formă explicită [conform relațiilor (2.54) -  (2.55)] 

F (T ,{X }) = u ( s , { x } )  - T S  |5 = 5 0 ( T I W ) , 

unde S°(T, {X }) este o soluție a ecuației

^ ( 5 ,{ X } ) 
d s  '

b) Forma diferențială rezultă prin particularizare expresiei (2.56) 
r 

d 7  =  - 5 d T  + ^ P j  dXj , 
j=i

care arată că reprezentarea energiei libere are variabilele (T, X j , . . . ,  X r ). 
Se vor lista principalele consecințe ale formei diferențiale:

-  ecuațiile de stare [conform relațiilor (2.57)]

s ( T ,W ) =  - « a ,

-  relațiile Maxwell [particularizate din (2.58)| 

d X j ) T i { x } '  \ ^ p / { X }

d P i \  ( d P A  , '
/ T , { X } '  / T , { X } '

c) P roprietățile  de om ogen ita te  sunt datorate faptului că energia liberă este o funcție 
omogenă generalizată de gradul 0 în raport cu temperatura și de gradul 1 în raport cu 
parametrii de stare extensivi netermici, adică satisface condiția [care este particuarizarea 
condiției (2.59)]

7 (T ,A X 1 , . . . ,A X r ) =  A 7 ( T J i , . . . J r ) ,  VA G R +  . (2.73)

Se vor lista principalele consecințe ale proprietăților de omogenitate pentru energia liberă 
[obținute prin particularizarea relațiilor (2.60) -  (2.66)|:

-  relația Euler
?  = Y  P i X , , (2.74)

J=I
adică energia liberă este egală cu suma produselor parametrilor de stare netermici conjugați 
energetic;

-  formula de reducere

X (T ,X 1 , . . . , X r _ l ,X r ) = X r  / ( T ^ ! , . . . , ! ^ ! )  , (2.75)

unde /  =  J- / X T este energia liberă redusă;
-  ecuațiile de stare sunt funcții omogene simple numai în raport cu parametrii de stare 

extensivi netermici (considerând temperatura ca un parametru auxiliar)

5(T, {AX}) = A S (7 ,{X }), (2.76a)
P / T J A X } ) ^  P ^ T ^ X } ) ,  ( j = l , . . . , r ) ,  (2.76b)

adică entropia este funcție omogenă de gradul 1, iar parametrii de stare intensivi netermici 
sunt funcții omogene de gradul 0;

-  forma diferențială a energiei libere reduse

d /  =  -  s d T  +  ^  P; d ij  . (2.77)
J=I
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d) P roprietățile  de concavitate - con vexitate  ale energiei libere X(T, {X }) sunt 
următoarele:

-  energia liberă este o funcție concavă în raport cu temperatura T,
-  energia liberă este o funcție convexă în raport cu parametrii de stare extensivi netermici

e) E cuația G ibbs - D u h em  pentru energia liberă se obține prin particularizarea ecuației 
generale (2.67)

T ( T , { X } ) - T ^ ^ ^ = U ( T , { X } ' ) ,  (2.78)

care este o ecuație cu derivate parțiale în care se consideră cunoscută ecuația calorică de 
stare U (T ,{X }).

B. E ntalpii (p o ten ția le  C lausius)

Spre deosebire de energia liberă, care este un potențial termodinamic unic definit, en- 
talpiile sunt o clasă de potențiale termodinamice, definite ca transformate Legendre ale 
ecuației termodinamice fundamentale pe unul sau mai multe grade de libertate netermice și 
nechimice. Se vor prezenta succint tipurile de entalpii.

Entalpia generalizată m ultip lă  este o transformată Legendre a ecuației termodinamice 
fundamentale pe un set de grade de libertate netermice și nechimice (care vor fi indiciate 
prin ”i ”, iar restul gradelor de libertate netermice -  care includ gradele de libertate chimice 
-  vor fi indiciate prin ”1:”)

R { i } (S, {R } , {X k }') = U { P } {S, {R } , {X k }') = inf [ U{S, {X }) - ^ R X i ] .  (2.79)

Această clasă de potențiale termodinamice are un caracterului destul de general, astfel că 
nu se vor prezenta particularizările tuturor rezultatelor generale ci se va indica numai forma 
diferențială:

d « { i) =  T d 5 - ^ X i d R  + ^ P ^ d X , , 
i k

din care rezultă că reprezentarea unei entalpii generalizate multiple are ca variabile en
tropia 5, setul parametrilor intensivi ai gradelor de libertate netermice-nechimice pe care s-a 
efectuat transformarea Legendre {/)} și setul parametrilor extensivi ai restului gradelor de 
libertate netermice {X*,}.

Entalpia generalizată  sim plă este o transformată Legendre a ecuației termodinamice 
fundamentale pe un grad de libertate netermic și nechimic (care va fi indiciat prin ”i ”, 
iar restul gradelor de libertate netermice - care includ gradele de libertate chimice - vor fi 
indiciate prin ' I ”)

R Ă S, R , {X k }') = Up, (5, R , {X k }') = inf [ R(S, {X }) -  Pi X { ] . (2.80)

Datorită caracterului destul de general al acestei clase de potențiale termodinamice nu se 
vor prezenta particularizările tuturor rezultatelor generale ci numai forma diferențială:

d R ,; = T  d S  -  Xi dR  + £  Pk dX*, , 
k

din care rezultă că reprezentarea unei entalpii generalizate simple are ca variabile entropia 
S, parametrul intensiv al gradului de libertate netermic-nechimic pe care s-a efectuat trans
formarea Legendre Pi precum și setul parametrilor extensivi ai restului gradelor de libertate 
netermice {X*}.
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Entalpia C lausius (entalp ia propriu-zisă) este transformata Legendre a ecuației ter
modinamice fundamentale pe gradul de libertate volumic (X, = V , Pi = —ți)

R ( S ,^ ,  { X } 1) =  1 7 ^ ( 5 ,? ,  {X}') = inf [U{S, {X }) + ^ V ]  . (2.81)

Se observă din definiția anterioară că entalpia propriu-zisă este un caz particular de entalpie 
generalizată simplă care se poate introduce numai pentru sisteme termodinamice care au 
gradul de libertate volumic.

Datorită faptului că acest potențial termodinamic este cel mai utilizat dintre entalpii, se 
va face o prezentare detaliată (analoagă prezentării făcute anterior energiei libere). Pentru 
o exprimare mai concisă se va considera că gradul de libertate volumic are indicele ”1”.

a) E xplicitarea defin iției [conform relațiilor (2.54) -  (2.55)] conduce la expresiile 
următoare:

7f(5,«p,{X}') =W (5,% {% }') + țJV  |v= V P G S )țp> W )  .

unde V°(5,!p, {X}') este o soluție a ecuației

du(s,v,{x}') 
dv * ■

b) Form a diferenția lă  rezultă prin particularizare expresiei (2.56)

dH  =  T d S + V  d*P + Ș ^ P ,  dX, , (2.82)

care arată că reprezentarea entalpiei are variabilele (S ,țJ ,X 2 , . . . ,  X r ).
Se vor lista principalele consecințe ale formei diferențiale:

-  ecuațiile de stare [conform relațiilor (2.57)]

^ ^ . { x } ' )  =
5 7 /(5 ,^ , {X}') 

ds (2.83a)

vGS.qM*}') = 3 Ț M W )
5«p ) (2.83b)

^ (^ ip ’ix n  = ^ ( ^ ^ { X } ' ) 
dX j

, (j = 2 , . . . ,  r) ■ (2.83c)

-  relațiile Maxwell [particularizate din (2.58)|

( 0 T \  _
\ ^ /S ,{ X } '

(2.84a)

( 0 T \  _
JS  y  {X y,

( 9 P j \ (j = 2 , . . . ,  r) (2.84b)

~ (j = 2 , . . . , r) (2.84c)

/  dPț \  _
\ ^ ^ i / $ , V A X } "

, ( i ,j  = 2 , . . . , r )  . (2.84d)

c) P rop rietățile  de om ogenitate  sunt datorate faptului că entalpia este o funcție 
omogenă generalizată de gradul 0 în raport cu presiunea și de gradul 1 în raport cu entropia și 
de parametrii de stare extensivi netermici, adică satisface condiția [care este particuarizarea 
condiției (2.59)]

W(A5) q3,AX2 , . . . ,A X r ) =  A H (5 ,‘P ,X 2 , . . . , X r ) , V A € K + . (2.85)

Se vor lista principalele consecințe ale proprietăților de omogenitate ale entalpiei [obținute 
prin particularizarea relațiilor (2.60) -  (2.66)]:
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-  relația Euler r
H = T S  + ^ P j X j -  (2.86)

J = 2

-  formula de reducere

= X r h (s ,y ,X 2 ,-- - ,X r - i)  , (2.87)

unde h = R /X r  este entalpia redusă;
-  ecuațiile de stare sunt funcții omogene simple numai în raport cu entropia și cu 

parametrii de stare extensivi netermici-nevolumici (considerând presiunea ca un parametru 
auxiliar)

T(A 5,!p,{A X }') =  T(S,<P,{X}') , (2.88a)
V(AS,<p,{AA}') =  A V (5,<p,{X }'), (2-8 8 b )
^ ( A ^ . ’P JA X } ')  =  P j(5 ,<P,{X }'), (j =  2 , . . . , r ) ,  (2.88c)

adică volumul este funcție omogenă de gradul 1, iar temperatura și parametrii de stare
intensivi netermici-nevolumici sunt funcții omogene de gradul 0;

-  forma diferențială a entalpiei reduse

r— 1

d/i = T d s  + v dțp +  £ P ;  d i j (2.89) 
j=t

d) P rop rietățile  de concavitate - con vex ita te  ale entalpiei H (5 ,ip ,(X } ')  sunt 
următoarele:

-  entalpia este o funcție concavă în raport cu presiunea $ ,
-  entalpia este o funcție convexă în raport cu entropia și cu parametrii de stare extensivi 

netermici-nevolumici { X j,. . . ,  X r }.

e) E cuația G ibbs - D u h em  pentru entalpie se obține prin particularizarea ecuației 
generale (2.67)

7 f ( S ,U { * n  - ^  ^ ^ ^  , (2-90)

care este o ecuație cu derivate parțiale în care se consideră cunoscută ecuația energiei interne 
W(5,țJ, {X}1) exprimată cu variabilele entalpiei.

C. P otenția le  G ibbs

Spre deosebire de energia liberă, care este un potențial termodinamic unic definit, dar 
la fel ca în cazul entalpiilor, potențialele Gibbs sunt o clasă de potențiale termodinamice, 
definite ca transformate Legendre ale ecuației termodinamice fundamentale pe gradul de 
libertate termic și pe unul sau mai multe grade de libertate netermice și nechimice. Se vor 
prezenta succint tipurile de potențiale Gibbs.

. P otenția lu l G ibbs generalizat m ultip lu  este o transformată Legendre a ecuației ter
modinamice fundamentale pe gradul de libertate termic și pe un set de grade de libertate 
netermice și nechimice (care vor fi indiciate prin "i ”, iar restul gradelor de libertate netermice 
-  care includ gradele de libertate chimice - vor fi indiciate prin ”/c”)

G ^ T ^ P ^ ^ X k } ' )  = UTAP}(T,{Pi}.{Xk}')

= inf [ ^ { X j J - T ^ - ^ P i X i ] ,  (2.91)
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Datorită caracterului destul de general al acestei clase de potențiale termodinamice nu se 
vor prezenta particularizările tuturor rezultatelor generale ci numai forma diferențială:

d ^ i} = - S d T -  dP< +  ^ P *  dX* , 
i k

din care rezultă că reprezentarea unui potențial Gibbs generalizat multiplu are ca variabile 
temperatura T, setul parametrilor intensivi ai gradelor de libertate netermice-nechimice pe 
care s-a efectuat transformarea Legendre {PJ și setul parametrilor extensivi ai restului 
gradelor de libertate netermice {A*}.

P oten ția lu l G ibbs generalizat sim plu  este o transformată Legendre a ecuației termo
dinamice fundamentale pe gradul de libertate termic și pe un grad de libertate netermic și 
nechimic (care va fi indiciat prin "i ”, iar restul gradelor de libertate netermice -  care includ 
gradele de libertate chimice -  vor fi indiciate prin ”k”)

G W , Pi, {X k }') = UT,Pi (T, Pi, {X k }') = inf [ U{S, {X }) - T S - P i X i ] .  (2.92)

Această clasă de potențiale termodinamice are de asemenea un caracter destul de general, 
astfel încât nu se vor prezenta particularizările tuturor rezultatelor generale, ci se va indica 
numai forma diferențială:

d£* = -  S  dT  -  X, dPj + ^  P* dX t  , 
k

din care rezultă că reprezentarea unui potențial Gibbs generalizat simplu are ca variabile 
temperatura T, parametrul intensiv al gradului de libertate netermic-nechimic pe care s-a 
efectuat transformarea Legendre Pi și setul parametrilor extensivi ai restului gradelor de 
libertate netermice {X*}.

E ntalpia liberă (p otenția lu l G ibbs propriu-zis) este transformata Legendre a ecuației 
termodinamice fundamentale pe gradele de libertate termic și volumic (X, — V ,  Pi = - ț )

g(T ,^p ,{X }') = U T , - ^ , ^ , { X } ' )  = inf [W (5 ,V ,{ X } ') -T 5  + !PV ] . (2.93)

Se observă din definiția anterioară că potențialul Gibbs propriu-zis este un caz particular de 
potențial Gibbs generalizat simplu care se poate introduce numai pentru sisteme termodi
namice care au gradul de libertate volumic.

Datorită faptului că acest potențial termodinamic este cel mai utilizat dintre potențialele 
Gibbs, se va face o prezentare detaliată (analoagă prezentării făcute anterior energiei libere 
și apoi entalpiei propriu zise). Pentru o exprimare mai concisă se va considera că gradul de 
libertate volumic are indicele ” 1”.

a) E xplicitarea defin iției [conform relațiilor (2.54) -  (2.55)] conduce la expresiile 
următoare:

G (T ,^ ,{X } ')  = W (5 ,V ,{ X ) ') - T 5  +  ‘PV S=S°(T,‘P,{X}') > 
V = V °(T ,V ,{X }')

unde 5 ° (T ,țî , (X}') și V°(T,^p, {X }') este o soluție a sistemului de ecuații

<9Z7(cS, V, {JV}') 
d S 

d U (S ,V ,{X } ') 
d V

T  ,

-V -
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b) Form a diferenția lă  rezultă prin particularizare expresiei (2.56)

d Q = -  S  d T  + V d<p + 5 2  p i dXj ,
J = 2

(2.94)

care arată că reprezentarea potențialului Gibbs are variabilele (T,îp, X2, • • •,A r ). 
Se vor lista principalele consecințe ale formei diferențiale:

-  ecuațiile de stare [conform relațiilor (2.57)]

S(T, $ ,{ * } ')
d T

(2.95a)

v ț T ț p , ^ } ' ) _  W ț Ț O Ț Ț ) (2.95b)

^ (T .ÎP J X } ') _  a g ț r . y . u r ) 
dX j ’

(j =  2 , . . . , r )  ; (2.95c)

-  relațiile Maxwell [particularizate din (2.58)]
L d Ș \ (2.96a)

\® X j JT ^ ^ x } " \ 9 T /<P,{X)'
(J =  2 , . . . , r ) (2.96b)

\ d X j  ) T ^ ^ x } " W ' P / T , { X } ’
(; = 2 , . . . ,  r) (2.96c)

\ d X j) T y { x } "
( i , j  = 2 , . . . , r )  . (2.96d)

c) P roprietățile  de om ogen ita te  sunt datorate faptului că potențialul Gibbs este o 
funcție omogenă generalizată de gradul 0 în raport cu temperatura și cu presiunea, respectiv 
de gradul 1 în raport cu parametrii de stare extensivi netermici, adică satisface condiția [care 
este particuarizarea condiției (2.59)|

^ ( T , ^ ^ ^ , . . . ^ ^ )  = A ț;(T ,'P ,X 2 , . . . ,A ' r ) , V A e R + . (2.97)

Se vor lista principalele consecințe ale proprietăților de omogenitate ale potențialului Gibbs 
[obținute prin particularizarea relațiilor (2.60) -  (2.66)]:

-  relația Euler
G = ^ P 2 X j , (2.98)

J = 2

adică potențialul Gibbs propriu zis este egal cu suma perechilor de parametri de stare 
conjugați energetic pe gradele de libertate netermice-nevolumice;

-  formula de reducere

^(T, $ ,  X 2 , . . . , X r _ , , X r ) = X r  g (T ,țp ,x 2 , . . . ,  x r _ } ) , (2.99)

unde g = Q/ X r  este potențialul Gibbs redus;
-  ecuațiile de stare sunt funcții omogene simple numai în raport cu parametrii de stare 

extensivi netermici-nevolumici (considerând temperatura și presiunea ca parametri)

S (T ,‘P,{A X}') = AS(T,<p,{X}') , (2.100a)
V(T,‘P,{A X } / ) = A V(T,*p,{X}') , (2.100b)
^ ( T . ^ A X } ')  = P j t T , ? , ^ } ' ) ,  0  =  2 , . . . , r ) ,  (2.100c.)

adică entropia și volumul sunt funcții omogene de gradul 1, iar parametrii de stare intensivi 
netermici-nevolumici sunt funcții omogene de gradul 0;

-  forma diferențială a potențialului Gibbs redus
r-l

d j = — s dT  + v d*p + 5 2  p i ^ j  ■ (2.101)
J = 2
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d) P rop rietățile  de concavitate - con vexitate  ale potențialului Gibbs propriu zis 
G (T ,^ ,{X } ')  sunt următoarele:

-  potențialul Gibbs este o funcție concavă în raport cu temperatura T  și cu presiunea Sp,
-  potențialul Gibbs este o funcție convexă în raport cu parametrii de stare extensivi 

netermici-nevolumici { X j,. . . ,  X r }.

e) E cuația G ibbs - D uhem  pentru potențialul Gibbs se obține prin particularizarea 
ecuației generale (2.67)

G (T ,^ , {X }') -  T  _  93 =  U (T ,V , {X}') , (2.102)
5<P

care este o ecuație cu derivate parțiale în care se consideră cunoscută ecuația energiei interne 
U(T,^p, {X }') exprimată cu variabilele potențialului Gibbs.

f) R elația  d intre p oten ția lu l G ibbs și energia  liberă se obține prin utilizarea 
definițiilor (2.93) și (2.69):

d ^ q j j X } ' )  = mf [W (5 ,V ,{ X } ') -T 5  +  ’P V ]

inf{  in f [ W (5 ,{ X } ) - T 5 ] + « p V  } 

i n f J ^ v . U D  +  q i v } ,

sau prin explicitarea infimizării

^ I J l . f X } ')  = ^ (T ,V ,{ X } ')  + ^ V  I
1 T  IV =  V»(T,<p,(X}')

unde V°(T, îp, {X}') este o soluție a ecuației

dV

Rezultă că potențialul Gibbs este egal cu transformata Legendre a energiei libere pe gradul 
de libertate volumic.

g) Cazuri particulare pentru  fluidul neutru: fluidul neutru este o clasă de sis
teme termodinamice care pe de o parte sunt de maximă simplitate, iar pe de altă parte nu 
sunt anomale; astfel, prin definiție, fluidul neutru este un sistem termodinamic care posedă 
următoarele grade de libertate temodinamice: gradul de libertate termic, gradul de libertate 
volumic și grade de libertate chimice (numărul de grade de libertate chimice este egal cu 
numărul de componente chimice ale sistemului)2 0 .

2 0 Fluidul neutru va fi prezentat în mod detaliat în Capitolul 7.

Se vor evidenția proprietăți remarcabile ale potențialului Gibbs în cazuri particulare de 
fluide neutre.

1. Fluid neutru cu 1 -componentă chimică', atunci sistemul are 3 grade de libertate ter
modinamice (r = 2): termic (indicele este ”0”), volumic (indicele este ”1”) și chimic 
(indicele este ”2”), iar parametrii de stare corespunzători sunt

Po = T
Yo = S

Pi = -93
Y, = X , = V

Pi = P
Y2 = X2 = N

In acest caz potențialul Gibbs G(T, *p, N) are forma diferențială [rezultată prin parti
cularizarea formei (2.94)]

d(J =  - S d T  + V d ’P +  p d iV ;
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pe de altă parte, potențialul Gibbs Q {T ,^ ,N )  este o transformată Legendre dublă a 
ecuației termodinamice fundamentale care în cazul studiat este o transformată Legen
dre maximală, astfel încât din relația Euler (2.98) împreună cu formula de reducere 
(2.99) [adaptate la cazul prezent] conduc la următoarea proprietate remarcabilă:

G(T,W ,N) = N  n(T,W ) ,
adică potențialul Gibbs specific (per particulă) este egal cu potențialul chimic21 

g (T ,^ )  = ^ T , ^ )  .

2. Fluid neutru cu n-componente chimice-, atunci sistemul are n + 2 grade de libertate 
termodinamice (r = n + 1): termic (indicele este ”0”), volumic (indicele este ”1”) și n 
chimice (indicii sunt ”2”, . . . ,  ”n  + 1”), iar parametrii de stare corespunzători sunt

l Po = T  ( P} = —țp [ Pi — Ut î Pn+i = Un
\  Yo = S  ' \  Yx = V  ’ \  Y2 = N t ' \  Yn + i  = N n

în acest caz potențialul Gibbs G ț T ^ N i , . . .  ,N n ) are forma diferențială [rezultată 
prin particularizarea formei (2.94)]

n 
d(/ =  - < S d T + V d ! p  + £  Ha dNa ; 

(1=1

pe de altă parte, potențialul Gibbs G(T, ț), {iV}) este o transformată Legendre dublă a 
ecuației termodinamice fundamentale care în cazul studiat nu mai este o transformată 
Legendre maximală, astfel încât din relația Euler (2.98) se obține

n 
g p ^ ț N } ) ^  n a Na . 

(1=1

Se observă că potențialul Gibbs nu mai are proprietatea simplă a fluidului neutru cu 
o singură componentă chimică.

D. P oten ția lu l grand-canonic

a) D efiniție: potențialul grand-canonic este transformata Legendre a ecuației termodina
mice fundamentale pe gradul de libertate termic și pe gradele de libertate chimice.

Pentru a avea cazul general, se va'considera un sistem termodinamic cu n componente 
chimice (cazul sistemului cu o singură componentă chimică se obține prin particularizare) și 
se va nota setul parametrilor de stare extensivi netermici-nechimici prin {X}', iar gradele 
de libertate corespunzătoare fiind indiciate prin ”71 +  1”, . . . ,  ”r”; atunci, potențialul grand- 
canonic are definiția generală

^ (T , {X }') = UT ^ ....Mn ( ^  /‘I , . . • , Un, W )
n

= inf [U (S ,N x , . . . , N n , { X } ' ) - T S - ^ ^ N a ] , (2.103)
(1=1

sau în formă explicită [conform relațiilor (2.54) -  (2.55)| 

n

= U (S ,{N a }a , { X } ) - T  S - ^ ^ l a  N a s=s°(T,{pa }a ,{x}') ,
a=l N a = N°(T,{^}a ,{X}') , (a = l, .,n)

unde S°(T, {pa }a, {X })  și { N®(T, {fia }a, {X }') , (a = 1 , . . . ,  n) } este o soluție a sistemului 
de ecuații

d lL (Ș ,{N a }a ,{X } ')  _ 
d s  ’

^ (S ,{ 7 V a }n ,{X}') , , x
_____________ UN. --- "

21 Această proprietate este valabilă numai pentru fluidul neutru, fiind datorată faptului că acest tip de 
sisteme nu are decât un singur grad de libertate netermic-nevolumic.
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b) Forma diferențială rezultă prin particularizare expresiei (2.56)
n r

AO =  -  S A T - ^  Na d ^ a + J 2  P jd X j ,  (2.104)
a = l  j = n + l

care arată că reprezentarea potențialului grand-canonic are variabilele (T ,m > ->  /in ,[A } '). 
Se vor lista principalele consecințe ale formei diferențiale:

-  ecuațiile de stare [conform relațiilor (2.57)]

Na (T, {Mala, {%}') =  W ^ W }  , (a = 1 ,.. .  ,n) , 

p iO ,{ P a } a ,{ X } )=  d x  , 0  = n  +  l , . . . , r )  ,

(2.105a)

(2.105b)

(2.105c)

relațiile Maxwell [particularizate din (2.58)J

( d S \  ( d N a \
) , ( a =  l , . . . , n )

= -  , 0  = n + l , . . . , r )

( 9 N a \  ( d N b \
Ă— ) “  ă — ) >(«><!= L - , n )

\  J T ,{n}',{X}' XoPa /T,{n}' ,{X}'

I I , (a =  1 ,... ,n  ; j  = n + 1 , . .
X ^M a/^Jjx}'

(2.106a)

(2.106b)

(2.106c)

■,r) (2.106d)

( dpi \  ( dPA  /■ • . x=  , ( i j = n + l , . . . , r ) . (2.106e)

c) P rop rietățile  de om ogen itate  sunt datorate faptului că potențialul grand-canonic 
este o funcție omogenă generalizată de gradul 0 în raport cu temperatura și cu potențialele 
chimice, respectiv de gradul 1 în raport cu parametrii de stare extensivi netermici-nechimici, 
adică satisface condiția [care este particuarizarea condiției (2.59)]

Q (7 > 1 , . . . , M n ,A X n + i , . . . ,Ă X r ) = A Sl(T ,/ i l , . . . , p „ J n + 1 1 . . .  J r ) , VAS R+  . (2.107)

Se vor lista principalele consecințe ale proprietăților de omogenitate ale potențialului grand- 
canonic (obținute prin particularizarea relațiilor (2.60) -  (2.66)]:

-  relația Euler

D =  ȘL P i X i '  (2.108)
J =  n+1

adică potențialul grand-canonic este egal cu suma produselor parametrilor de stare netermici- 
nechimici conjugați energetic;

-  formula de reducere (se alege variabila de reducere X r unul dintre parametrii de stare 
extensivi netermic-nechimic (uzual este volumul)

S!^ . M i, • • ■ ,Mn, ^ n + i , • • • ,  A ’r - i ,  X r ) = X r  u ( T ,m , . . . , / ( „ , i r + i , . . .  , 1 , - 1 ) ,  (2.109)

unde u  = O /X r  este potențialul grand-canonic redus;
-  ecuațiile de stare sunt funcții omogene simple numai în raport cu parametrii de stare 

extensivi netermici-nechimici (considerând temperatura și potențialele chimice drept para
metri auxiliari)

S(T,{An }n ,{AA}') = A ^ ^ U f A } 1) ,  (2.110a)
^ a (T ,{ ^ } a ,{ A X } ,) = A ^ (F { M a } a ,{ ^ } ')  , ( a = l , . . . , n ) ,  (2.110b)
^ • ( T J ^ U A X } ')  = ^ ( T . W ^ X } ' ) ,  0 = n  + l , . . . , r ) ,  (2.110c)
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adică entropia și numerele de particule sunt funcții omogene de gradul 1, iar parametrii de 
stare intensivi netermici-nechimici sunt funcții omogene de gradul 0;

-  forma diferențială a potențialului grand-canonic redus
n r — 1

d w =  — s d T  — ^  na dpa + ^  Pj d i j  . (2.111)
<1=1 j=n+l

d) P rop rietă țile  de con cavitate  - con vexitate  ale potențialului grand-canonic, ridică 
n(T, {Ma}a, {^D >  sunt următoarele:

-  potențialul grand-canonic este o funcție concavă în raport cu temperatura T  și cu 
potențialele chimice {ga }a ,

-  potențialul grand-canonic este o funcție convexă în raport cu parametrii de stare ex
tensivi netermici-nechimici {Xn + i , . .. ,X r }.

e) E cuația  G ibbs - D uhem  pentru potențialul grand-canonic se obține prin particu
larizarea ecuației generale (2.67)

«ir, OU., W )  -  r  « M  .  £  ,
a = l

= U (T ,{p a }a ,{X } ')  , (2.112)

care este o ecuație cu derivate parțiale în care se consideră cunoscută expresia energiei interne 
U(T, {fin }a, {X }') ca funcție de variabilele potențialului grand-canonic.

f) Cazul flu idului neutru: se alege situația generală când fluidul neutru are n-compo
nente chimice; sistemul are un singur grad de libertate netermic-nechimic, anume gradul de 
libertate volumic, astfel că relația Euler (2.108) devine

n = — țp v .
Se remarcă în plus, că în acest caz potențialul termodinamic este o transformată Legendre 
maximală2 2 .

2 2 Rezultatul este adevărat numai dacă sistemul termodinamic studiat este de tipul fluid neutru; pentru 
un sistem cu grade de libertate suplimentare potențialul grand-canonic nu mai este o transformată Legendre 
maximală și nu mai este egal cu produsul dintre presiune și volum.

2 3 Exemple de astfel de sisteme sunt fluidul deformabil elastic, fluidul electrizabil sau fluidul magnetizabil; 
se remarcă la aceste sisteme că potențialul grand-canonic nu este o transformată Legendre maximală.

2 4 Exemple de utilizare a acestor potențiale grand-canonice generalizate se întâlnesc la studiul gazelor 
cuantice cu proprietăți magnetice sau electrice, caz în care gradul de libertate suplimentar ”i ” este gradul 
de libertate magnetic sau electric.

g) P oten ția lu l grand-canonic generalizat: pentru un sistem termodinamic care are 
grade de libertate termodinamice suplimentare în raport cu fluidul neutru, adică numărul 
gradelor de libertate netermice-nechimice este > 2, se poate introduce potențialul grand- 
canonic generalizat  ca transformată Legendre a ecuației termodinamice fundamentale 
(energetice) pe gradele de libertate termic, chimice (se consideră cazul când sistemul are 
n componente chimice) și în plus pe un grad de libertate netermic-nechimic, care în general 
este un grad de libertate nevolumic (și care este indiciat prin " i”)

23

n *‘ = (2.113)
O t, 1 r ■ ■ i n  L J

a=  1

Datorită faptului că aceste potențiale sunt utilizate numai ocazional și pe de altă parte nu 
au proprietăți deosebite în raport cu proprietățile generale ale potențialelor termodinamice 
energetice, se va omite discutarea explicită a acestor potențiale și se va semnala numai forma 
diferențială24

n r

dQ’ ^ - S d T - ^ N a d p a -  X , d/^ + ^  Pj dXj .
a = l j=n + l
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Este important să se remarce că suma după indicele ”j"  din forma diferențială anterioară 
trebuie să conțină cel puțin un termen, conform definiției sistemului ca având cel puțin 2 
grade de libertate netermice-nechimice.

E. P oten ția le  term odinam ice entropice

Potențialele termodinamice entropice sunt utilizate mai rar în rezolvarea problemelor 
concrete de termodinamică aplicată (iar în raționamentele teoretice generale nu intervin 
potențiale termodinamice entropice concrete); în consecință, se vor prezenta foarte succint 
unele proprietăți ale principalelor potențiale termodinamice entropice, care sunt importante 
mai ales pentru corelarea rezultatelor calculelor fizicii statistice cu termodinamica.

a) Funcția M assieu este transformata Legendre a ecuației termodinamice fundamentale 
entropice pe gradul de libertate termic

*  ( 1  , {X}) = 5 x  ( 1  , {X}) =  sup S (ll, {X}) - ^ U (2-114)

sau în formă explicită [conform relațiilor (2.38) -  (2.39)]

^ ’ W )  =  S ( ^ W ) - ^
U = U °(1 /T ,{X })

unde U °(l/T , {X}) este o soluție a ecuației

d S țU ,{X })  _  1 
dU ~  T ’

a .l  Forma diferențială rezultă prin particularizare expresiei (2.40)

1 r P- d ^  = - U d - - ^ ^ ^ X j , (2.115)
J=I

care arată că reprezentarea funcției Massieu are variabilele ( l / T ,X i , . . . ,X r ). Din forma 
diferențială anterioară se pot deduce ecuațiile de stare și relațiile Maxwell pentru această 
reprezentare.

a .2 Proprietățile de omogenitate sunt datorate faptului că funcția Massieu este o funcție 
omogenă generalizată de gradul 0 în raport cu temperatura și de gradul 1 în raport cu 
parametrii de stare extensivi netermici, adică satisface condiția [care este particuarizarea 
condiției (2.43)]

$ ( ^ ,A X i , . . . ,A X r ) = A $ ^ , X 1 , . . . , X r ) ,  VA e R+  . (2.116)

Se vor lista principalele consecințe ale proprietăților de omogenitate pentru funcția Massieu 
[obținute prin particularizarea relațiilor (2.44) -  (2.45)]:

-  relația Euler
* =  - ^ 7 ^ ,  (2.H7)

-  formula de reducere

^ i  J , , . . . , ^ , , ^ )  = X r ^  , X i ; . . . ,X r - i )  , (2.118)

unde V» =  V /X r  este funcția Massieu redusă;
-  forma diferențială a funcției Massieu reduse

1 Pdijj = -  u d  -  -  ^  y  ^ x j • (2.119)
j=i
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a.3 Proprietățile de concavitate - convexitate ale funcției Massieu ^ (1 /T ,{X }) sunt 
următoarele:

-  funcția Massieu este o funcție convexă în raport cu inversa temperaturii 1 /T ,
-  funcția Massieu este o funcție concavă în raport cu parametrii de stare extensivi neter

mici { Ă |, . . . ,  Xr }.

a.4 Relația cu potențialul energetic corespondent este bazată pe faptul că funcția 
Massieu, ca și potențialul Helmholtz, este transformată Legendre pe gradul de libertate 
termic, rezultă conform relației generale (2.68) că aceste două potențiale termodinamice 
sunt legate prin relația

#  =  -  £  • (2-120)

b) Funcția P lanck este transformata Legendre a ecuației termodinamice fundamentale 
entropice pe gradul de libertate termic și pe gradul de libertate volumic (în hipoteza că sis
temul termodinamic studiat are gradul de libertate volumic, care va fi indiciat ”1”); deoarece 
pentru gradul de libertate volumic parametrii de stare entropiei sunt X y  = V și Py = ^ / T , 
definiția matematică a funcției Planck este

{ ^ } j  =  S x  2  ( y  , Ș  , {X}') =  sup
\1 1 / T - T  / ^  y

S ( l L , V , { X } ' ) - ^ U - ț v (2.121)

sau în formă explicită [conform relațiilor (2.38) -  (2.39)|

^ ^ | , { X } ' ) = 5 ( W , V , ( X } ' ) - ^  - ^  V
u = u ° ț i / T ,v / T , { x } ' )  >
V = V ° (1 /T ,V /T ,{X } ')

unde U °(I/T ,9p/T , {X }') și ^ ( l / ^ f p / T ,  {X}') este o soluție a sistemului de ecuații

d S (U ,V ,{X } ')  1
dU  ~  T  ’

d S (U ,V ,{X } ')  _  fp 
d V  ~  T  '

b .l  Forma diferențială rezultă prin particularizare expresiei (2.40)

d i  =  - M d i - V d | - y Ș d X . , (2.122)

care arată că reprezentarea funcției Plack are variabilele ( i / T , ^ / T ,  { X }'). Din forma 
diferențială anterioară se pot deduce ecuațiile de stare și relațiile Maxwell pentru această 
reprezentare.

b.2 Proprietățile de omogenitate sunt datorate faptului că funcția Planck este o funcție 
omogenă generalizată de gradul 0 în raport cu parametrii de stare intensivi \ /T  și ^ / T , 
respectiv de gradul 1 în raport cu parametrii de stare extensivi netermici (X }', adică satisface 
condiția [care este particuarizarea condiției (2.43)]

$ ( | , | , ( A X } ' ) = A ^ , î , { X r ) ,  V A € K + . (2.123)

Se vor lista principalele consecințe ale proprietăților de omogenitate ale funcției Planck 
[obținute prin particularizarea relațiilor (2.44) -  (2.45)|:

-  relația Euler
^ - f y ^ ,  (2-124)
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-  formula de reducere

^ . y . ^ - J r - h X , )  = X r i p ^ , ț , x l , . . . , x r _ ^  , (2.125)

unde <p = ^ / X r  este funcția Planck redusă;
-  forma diferențială a funcției Planck reduse

d^ = - u  d ^  -  v d ^  -  ^Z  ^  d l J • (2.126)

J = 2

b.3 Proprietăți de concavitate- convexitate ale funcției Planck ^ { 1 /T ,^ /T ,  {X }') sunt 
următoarele:

-  funcția Planck este o funcție convexă în raport cu variabilele intensive 1/T  și ^ / T ,
-  funcția Planck este o funcție concavă în raport cu parametrii de stare extensivi netermici 

{X2 , . - J r } .

b.4 Relația cu potențialul energetic corespondent este datorită faptului că funcția 
Planck, ca și potențialul Gibbs, este transformată Legendre pe gradele de libertate ter
mic și volumic; atunci, conform relației generale (2.68), rezultă că aceste două potențiale 
termodinamice sunt legate prin relația

*  =  (2-127)

c) Funcția K ram m ers este transformata Legendre a ecuației termodinamice fundamen
tale entropice pe gradele de libertate termic și chimice (se va considera, pentru a avea cazul 
general, că sistemul termodinamic are n specii chimice și un număr neprecizat de grade de 
libertate netermice-nechimice)

T ( 7 ' { H 'm ') s  ^ .« -V hd-fT }.'^ )') <2I28>
=  Slip |s ( U 1 | « . ) . , m ' ) - i »  +  y ' T ' ’ . b

sau în formă explicită [conform relațiilor (2.38) -  (2.39)]

=  ^(W>{Na }# , (X )  ) -  =  W +  ^  —  JVO ’
O =1 N a  =  N ^ l /T , { n a / T } a , { X } ') ,(«=!,.,.,n)

unde U °(l/T ,{p a /T } a ,{X } ')  și N ° ( l /T ,{ p a /T } n ,{X } ')  , (a =  l , . . . , n )  este o soluție a 
sistemului de ecuații

a ș m y x f )  = j_
QU T  ’

d S (U ,{N a }a ,{X } ')  - p a

c . l  Forma diferențială rezultă prin particularizare expresiei (2.40)

d T = - « d ^  + f  /Vo d ^ -  f  ^ ^ ,  (2.129)

n — 1 j=n+l

care arată că reprezentarea funcției Krammers are variabilele ( l /T ,{ n a /T } n ,{X } ') . Din 
forma diferențială anterioară se pot deduce ecuațiile de stare și relațiile Maxwell pentru 
această reprezentare.
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c.2 Proprietățile de omogenitate sunt datorate faptului că funcția Krammers este o 
funcție omogenă generalizată de gradul 0 în raport cu variabilele intensive \ /T ,{ p a /T } a 
și de gradul 1 în raport cu variabilele extensive {X}', adică satisface condiția [care este 
particuarizarea condiției (2.43)]

T ( ^ 4 ^ L ’ { A X } 9 = A T ( 7 ’ { ^ } n
, w ' ) ’ V A e K + -  ( 2 i 3 ° )

c.3 Proprietățile de concavitate - convexitate ale funcției Krammers sunt următoarele: 
-funcția Krammers este o funcție convexă în raport cu variabilele intensive 1/T, {/in /T } n ; 
-  funcția Krammers este o funcție concavă în raport cu variabilele extensive {Ă}'.

c.4 Relația cu potențialul energetic corespondent este bazată pe faptului că funcția 
Krammers, ca și potențialul grand-canonic, este transformata Legendre pe gradele de li
bertate termic și chimice, rezultă conform relației generale (2.68) că aceste două potențiale 
termodinamice sunt legate prin relația

T = - y .  (2-131)

d) Form ele d iferenția le pentru  fizica s ta tistică  ale potențialelor termodinamice en- 
tropice.

Deoarece în fizica statistică intervine frecvent mărimea /? = l / ( k s  T ) în locul tempe
raturii (unde kg  este constanta Boltzmann), se vor rescrie formele diferențiale pentru cele 
3 potențiale entropice importante, anume pentru funcția Massieu (2.115), pentru funcția 
Planck (2.122) și pentru funcția Krammers (2.129), utilizând mărimea 0:

. r .
d —  = -  U d f i d X j  , (2.132)

k B

d —  = - N d 0 - V  d ț p ^ - V ț p P ^ d X j  , (2.133)

y  n r

d —  = - U d p  + Y 'N a d ț P p a ) -  y ,  ( P P ^ d X j .  (2.134)
&  a = l  j = n + l

Se remarcă proprietatea potențialelor termodinamice entropice de a avea dimensionalitate 
fizică egală cu dimensionalitatea constantei Boltzmann, astfel că V /k s , b / k s  și T /k s  sunt 
potențiale termodinamice entropice adimensionalizate.
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Capitolul 3

Coeficienți termodinamici

3.1 Definiții
Coeficienții termodinamici sunt mărimi care exprimă variația unui parametru de stare 

în raport cu variația altui parametru de stare într-un proces termodinamic.
în legătură cu coeficienții termodinamici este necesar să se facă următoarele observații.
-  Definițiile pentru coeficienți implică utilizarea parametrilor de stare energetici, deoarece 

parametrii de stare intensivi netermici entropiei nu au semnificație intuitivă.
-  Datorită faptului că se studiază termodinamica de echilibru, se vor considera numai 

procese cuasi-statice pentru definirea coeficienților.
-  Coeficienții termodinamici uzuali implică sisteme termodinamice închise, adică gradele 

de libertate chimice sunt înghețate.
-  Dintre procesele cuasi-statice o clasă specială pentru definirea unor coeficienți o consti

tuie procesele termodinamice simple, care sunt definite ca având pe fiecare grad de libertate 
termodinamic, cu excepția unei perechi de astfel de grade de libertate (numite gradele de 
libertate termodinamice interesante), fie parametrul de stare extensiv, fie parametrul de 
stare intensiv constanți; astfel, considerând că gradele de libertate interesante sunt indiciate 
prin ”i ” și ”j ”, iar gradele ai căror parametrii de stare intensivi sunt constanți au indicii 
{”/:”}, respectiv gradele ai căror parametrii de stare extensivi sunt constanți au indicii {”/”}, 
atunci una dintre formele posibile pentru ecuațiile acestui proces termodinamic simplu este 
următoarea

f ( P i ,Y j ) = 0 ,  {Pk = ccmst.}k , {YJ = const.}; ,
unde s-a ales cazul când ecuația procesului pe gradele de libertate interesante este o relație 
funcțională între parametrul intensiv al gradului de libertate " i” și parametrul extensiv al 
gradului de libertate "j ”.

în funcție de natura gradelor de libertate implicate se poate face o clasificare a princi
palelor tipuri de coeficienți termodinamici:

1. capacități calorice sensibile -  care implică numai parametrii termici (extensiv și inten
siv);

2. capacități calorice latente -  care implică parametrul extensiv termic și un parametru 
(extensiv sau intensiv) netermic;

3. susceptibilități termodinamice -  care implică numai parametrii unui grad de libertate 
netermic (extensiv și intensiv);

4. coeficienți termici -  care implică un parametru netermic (extensiv sau intensiv) și 
parametrul intensiv termic;

5. coeficienți netermici miești -  care implică parametri netermici (extensivi sau intensivi) 
de pe două grade de libertate (netermice) diferite.

în continuare se vor discuta numai coeficienții termodinamici cei mai importanți.

3.1.1 Capacități calorice sensibile
Capacitatea calorică (sensibilă) pentru procesul ne-isoterm ip = const. este prin definiție 

raportul dintre căldura transferată de sistem și variația corespunzătoare de temperatură
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într-o etapă infinitezimală a procesului:

f— -  T ( — \\ d T j {
(3-1)

Se vor semnala următoarele observații asupra capacităților calorice sensibile.
a. Capacitatea calorică (sensibilă) C ,̂ este o mărime extensivă, astfel că se pot defini 

mărimi corespondente reduse; în funcție de variabila de reducere, dintr-o capacitate calorică, 
se pot obține diferite capacități calorice reduse. Cele mai utilizate capacități calorice reduse 
sunt

-  căldura specifică pentru procesul ne-isoterm <p (capacitatea calorică per particulă), când 
variabila de reducere este număml de particule

~N = T (3-2)

unde s = S /N  este entropia specifică;
-  densitatea volumică de capacitate calorică pentru procesul ne-isoterm <p, când variabila 

de reducere este volumul
t = ^ = T ( ^ \
* V \ d T )

(3-3)

unde s = S /V  este densitatea volumică de entropie.
b. Capacitatea calorică (sensibilă) simplă este capacitatea calorică (sensibilă) corespun

zătoare cazului când procesul ne-isoterm ip este un proces simplu; se va alege cazul general 
când pe o parte dintre gradele de libertate netermice este constant parametrul de stare 
intensiv (aceste grade de libertate sunt indiciate convențional prin ”1”, . . . ,  ”n”), iar pe restul 
gradelor de libertate netermice este constant parametrul de stare extensiv (aceste grade de 
libertate sunt indiciate convențional prin ”n + 1”, . . . , ”r”) adică în mod explicit procesul 
simplu considerat este caracterizat prin condițiile

tp : Pj =  const. , (j =  l , . . . , n )  ic Âj = const. , (l = n + l , . . .  ,r) .

Atunci capacitatea calorică simplă în procesul definit anterior este

C {P>}AX<} • ( 3  4 a )
HPDAXA

In particular, este posibil cazul extrem când procesul simplu este iso-extensiv pe toate gradele 
de libertate netermice X j =  const. , (j = 1 ,... ,r) astfel încât capacitatea calorică complet 
iso-extensivă este

Trebuie remarcat că situația complementară, când pe toate gradele de libertate netermice 
sunt constanți numai parametrii de stare intensivi este imposibilă, datorită faptului că 
aceasta ar implica utilizarea unei descrieri termodinamice numai cu parametri de stare inten
sivi: T, P i , . . . ,  Pr -, datorită faptului că aceși parametri intensivi satisfac relația funcțională 
(2.31), atunci dacă toți parametrii de stare intensivi netermici sunt constanți procesul nu 
mai poate fi ne-isoterm. •

Pentru fluidul neutru ca sistem închis1 există următoarele capacități calorice simple: 
CytN (capacitatea calorică isocoră), C<p^ (capacitatea calorică isobară) și C y^  (capacitatea 
calorică la volum și potențial chimic constante).

'Fluidul neutru este studiat în mod detaliat în Capitolul 7 și a fost definit anterior în Secțiunea 2.2; în 
acest capitol (și de asemenea în următoarele 3 capitole) va fi utiliza modelul “fluid neutru” numai ca exemplu 
de sistem termodinamic simplu și nepatologic.
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3.1.2 Capacități calorice latente
Capacitatea calorică latentă pentru procesul isoterm Î T  =  const. și în raport cu para

metrul de stare (extensiv sau intensiv) netermic a este prin definiție raportul dintre căldura 
transferată de sistem și variația corespunzătoare a parametrului netermic considerat într-o 
etapă infinitezimală a procesului:

AA(“> =0 r  - = T
^ 0 T

(3-5)

Se vor semnala următoarele observații asupra capacităților calorice latente.
a  . Există 2 tipuri de capacități calorice latente, definite în funcție de tipul parametrului 

netermic a:
• a = X{ (parametrul netermic este extensiv), atunci capacitatea calorică latentă ^ Ț 

este o mărime intensivă și se poate efectua reducerea în raport cu un alt parametru de stare 
extensiv netermic (uzual este numărul de particule)

=
^T

(3.6a)
^ T

• a = Pi (parametrul netermic este intensiv), atunci capacitatea calorică latentă 
este o mărime extensivă și se poate efectua reducerea în raport cu un alt parametru de 
stare extensiv netermic (uzual este numărul de particule); considerând reducerea în raport 
cu numărul de particule, se obține căldura latentă specifică

A(P.) 
^T

2±r 
N

(3.6b)

b. Capacitatea calorică latentă simplă este capacitatea calorică latentă corespunzătoare 
cazului când procesul isoterm >̂T  este un proces simplu; se va alege cazul general când 
pe o parte dintre gradele de libertate netermice sunt constanți parametrii de stare in
tensivi (aceste grade de libertate sunt indiciate convențional prin ” l”, . . . , ”i — 1”), iar pe 
restul gradelor de libertate netermice (cu excepția gradului de libertate interesant “i ”) sunt 
constanți parametrii de stare extensivi (aceste grade de libertate sunt indiciate convențional 
prin ”i + 1”, . . .  , ”r ”) adică în mod explicit procesul simplu considerat este caracterizat prin 
condițiile

ipT '■ T  = const. & Pj = const. , (j = 1 ,. . .  ,i  — 1) & Xi = const. , (Z =  i + 1 , . . . ,  r)

Atunci capacitățile calorice latente simple față de parametrul extensiv Xi, respectiv față de 
parametrul intensiv Pi în procesul definit anterior sunt

A(X ,)

A <p '>

\ ^ X i  J r ^ p ^ ^ x ,}

\ d P i /T , { P , } , { X t }

(3.7a)

(3.7b)

In particular, este posibil cazul extrem când procesul simplu este iso-extensiv pe toate gradele 
de libertate netermice (cu excepția gradului de libertate interesant, care este notat ”i ”) adică 
X j  = constant, (j = 1 ,.. .  ,i -  l , i  +  l , . . .  ,r) astfel încât capacitățile calorice latente complet 
iso-extensive sunt2

(P, 
{ x y = T

d S \ 

d p i / T , { X )
(3-8)

2 Trebuie remarcat că situația  complementară, când pe toate gradele de libertate netermice sunt constanți 
numai parametrii de stare intensivi este imposibilă pentru capacitatea calorică latentă față de parametrul 
netermic intensiv Pi, datorită faptului că aceasta ar implica utilizarea unei descrieri termodinamice numai 
cu parametri de stare intensivi: T , P \ , . .. ,P r \ datorită faptului că acești parametri intensivi satisfac relația 
funcțională (2.31), atunci dacă toți parametrii de stare intensivi netermici (cu excepția param etrului de stare 
intensiv interesant Pi) împreună cu tem peratura sunt constanți, atunci procesul simplu în care variază numai 
Pi este imposibil.
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Pentru fluidul neutru considerat ca un sistem închis există următoarele capacități calorice 
latente simple:

-  capacitatea calorică latentă în raport cu volumul

A( v )
\& V  ) T ,N = T = A ^) ;

-  capacitatea calorică latentă (și respectiv căldura specifică latentă) în raport cu presiunea

A W = T
d s \ 

d^/T.N
A( p )  =  T d s  \

W J T

c. Pentru tranzițiile de fază, considerate procese isoterme, se definesc capacități calorice 
latente speciale; de fapt acestea se pot considera capacități calorice simple în raport cu 
parametrul extensiv chimic (numărul de particule). Astfel, în cazul când se transferă o 
cantitate de substanță din faza ”1” în faza ”2” capacitatea calorică latentă de tranziție este 
egală cu cantitatea de căldură corespunzătoare (care se exprimă cu ajutorul variației de 
entropie)

A i 2 =  Q i  2 =  7 1 ^ 5 1  2 •

Căldură latentă specifică de tranziție se obține prin reducerea la numărul de particule și se 
exprimă prin diferența dintre entropiile specifice ale celor două faze (notate si și «2):

A E ^  = T ( S2 -5 1 ) = T & S .

3.1.3 Susceptibilități termodinamice
Susceptibilitatea termodinamică pe gradul de libertate netermic ”i"  pentru procesul ip 

este prin definiție raportul dintre variația parametrului extensiv și variația corespunzătoare 
a parametrului intensiv conjugat pe gradul de libertate considerat, într-o etapă infinitezimală 
a procesului și raportat la un parametru extensiv de reducere X :

^  ~  X
5X A

(3-9)

Există 2 variabile de reducere uzuale: volumul și numărul de particule; în consecință, se 
utilizează

- susceptibilitatea volumică pe gradul netermic " i” pentru procesul -0

(•) = _L
\  dPi 4 (3.10a)

-  susceptibilitatea specifică (per particulă) pe gradul netermic " i” pentru procesul -0

X^ ~ N (3.10b)

-  din cele două definiții, rezultă că susceptibilitățile volumică și specifică corespondente 
(adică asociate aceluiași grad de libertate netermic) sunt legate prin relația

Y(i) = n v (i)
Â , n Â ,

unde n = N /V  este densitatea de particule.
Susceptibilitățile termodinamice simple pe gradul netermic ”i"  se definesc pentru urmă

toarele procese simple:
a. procesul simplu este isoterm, adică este definit prin condițiile

il>: T  = const. & Pj = const. , (j =  1 ,. . .  , i  -  1) & Xi — const. , (l =  i +  l , . . . , r )
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și în acest caz susceptibilitatea isotermă simplă este

(<) = 1
X T , ^ } , ^ }  -  v  \ a p A  \ a ^  /T,{Pj},{Xi}

57

(3.11a)

b  . procesul simplu este adiabatic, adică este definit prin condițiile

tj>: S  = const. & Pj =  const. , (j = 1 ,... ,i -  1) & X t = const. , (l =  i + l , . . . , r ) 

și în acest caz susceptibilitatea adiabatică simplă este

Se vor particulariza susceptibilitățile volumice isoterme simple pentru următoarele cazuri 
remarcabile: .

• ”i ” este gradul de libertate volumic al unui fluid neutru {Xy = V , P y =  ?P), iar atunci 
rezultă compresibilitatea isotermă

(V) ( V  ) - _1_   ( d V \  1 /  d v \~ l ' 1 __  ____* I v v  1 __

• ”i ” este gradul de libertate electric al unui fluid electrizabil (Xei = V D , Pe] = E), iar 
atunci rezultă permitivitatea electrică

(e!) _  1 d(V D ) _ d V
X T W  V dE dE '

• ”i ” este gradul de libertate magnetic al unui fluid cu proprietăți magnetice, adică 
magnetizabil (Ăm ag  = V B , Pm ag  = H), iar atunci rezultă permeabilitatea magnetică

(mag) _  1  d (V B ) _ d B _ _
X T X .N  V d H  d P  M ’

3.1.4 C oefic ien ți term ici pentru  param etri de stare neterm ici
Pentru un grad de libertate netermic (indiciat prin "i") se definesc următorii coeficienți 

termici:
a. coeficientul termic al parametrului de stare extensiv pentru procesul ne-isoterm p̂i 

(în care parametrul intensiv conjugat Pi = const.) este prin definiție raportul dintre variația 
parametrului extensiv al gradului netermic interesant și variația corespunzătoare de tem
peratură într-o etapă infinitezimală a procesului și raportat la un parametru extensiv de 
reducere X :

b. coeficientul termic al parametrului de stare intensiv pentru procesul ne-isoterm ^i (în 
care parametrul extensiv conjugat X , = const.) este prin definiție raportul dintre variația 
parametrului intensiv al gradului netermic interesant și variația corespunzătoare de tempe
ratură într-o etapă infinitezimală a procesului și raportat la parametrul intensiv:

,(0 = 1
'"' -  Pi \ d T ) ^

(3.13)

Coeficienții termici simpli se definesc pentru procese în care pe fiecare grad de libertate 
netermic este constant fie parametrul de stare extensiv, fie parametrul de stare intensiv (se 
exceptează gradul netermic interesant ”z ”).

• Pentru coeficientul termic simplu general al parametrului de stare extensiv de pe gradul 
de libertate netermic ”i ”, procesul pi este definit prin condițiile

Pi : Pj = const. , (j = 1 ,... , Î -  1) & Pi = const. & X[ = const. , ( l = i + l , . . . , r )
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astfel încât definiția (3.12) devine

QQ (’) = -{ ^ } .W  ~ x

( O X i \

\  d T  J P i,{P A A X i}
(3-14)

• Pentru coeficientul termic simplu general al parametrului de stare intensiv de pe gradul 
de libertate netermic "i", procesul -0» este definit prin condițiile

ipi : Pj = const. , (J =  1 , . . . ,  i — 1) & X , = const. & Xi = const. , (l = i +  1 ,. . .  ,r)

astfel încât definiția (3.13) devine

p {P > )A X i}
dPȚ\
d T  J x , , { P , } , { X t }

(3.15)

Pentru fluidul neutru ca sistem închis există următorii coeficienți termici simpli 
-  coeficientul de dilatare isobar

_ 1 / 3 V \  _  1 / 5v \
V \ d T ) ^ N  v  \ d T  J ^

-  coeficientul termic isocor cil presiunii

P «p \ d T j V N  «p \ d T j v

3.1.5 Coficienți termodinamici de tip mixt
Pentru două grade de libertate netermice, indiciate prin ”i ” și ”j ” se definesc următorii 

coeficienți termodinamici micști relativ la procese termodinamice 0ij:
a. coeficientul mixt extensiv-intensiv

M { ii} -  — 
~ X

( d X A 
\d P J o .

b. coeficientul mixt intensiv-intensiv

f(0) 
e,j

c. coeficientul mixt extensiv-extensiv

y(O) _  /  ^X j )
V d X j

Se vor omite eventuale discuții asupra acestor tipuri de coeficienți, pentru că este necesar 
să se studieze situații particulare, iar pe de altă parte acest tip de coeficienți termodinamici 
au o importanță practică redusă.

3.2 Relații remarcabile între coeficienți termodinamici
Se vor discuta numai unele relații remarcabile între coeficienții termodinamici simpli.

3.2.1 Exprimarea căldurii prin capacități calorice
Se va utiliza o reprezentare generală în care variabila de pe gradul de libertate termic este 

temperatura, variabilele de pe o parte din gradele netermice sunt parametrii de stare intensivi 
și pentru restul gradelor de libertate termodinamice sunt utilizate ca variabile parametri de 
stare extensivi:

( T ,P l , . . . ,P n ,X n + l , . . . , X r ) = (T ,{ P } ,{ X } )  .
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Atunci, prin diferențierea formală a entropiei și înlocuirea derivatelor parțiale ale entropiei 
prin capacități calorice (sensibile și latente) rezultă:

ăQ  = T d S (T ,{ P } ,{ X Y )

/ { P } , { X }  j = 1  y ^ ^ / T . i P Y A X }  ( = N + 1  \ ° * I J T .{P } ,{ X } '

= % ( x j d T  + f  A ^  w d/’J + ^  A ^ ' ^ d X , .  (3.16)

J = 1 (=n + l

în particular, pentru reprezentarea (T, {X })  când pe toate gradele de libertate netermice se 
utilizează numai parametri de stare extensivi, expresia cantității infinitezimale de căldură 
devine

(rQ =  C( x ) d T  + ^ A ™ d I j .  (3.17)

Pe de altă parte, cantitatea infinitezimală de căldură se poate exprima prin variația de 
energie internă și prin lucru, conform Principiului 1 al termodinamicii clasice

c r g = d W - f £  ;

în această ultimă egalitate se efectuează diferențierea formală a energiei interne și se utilizează 
expresia (2.21) pentru lucrul infinitezimal; după regrupări de termeni se obține:

P j(T ,{ ^ } )  ^ i -

Comparând ultima formă diferențială cu forma inițială (3.17) rezultă relațiile:

C W

A(X ) ) - ^ , U } ) . U = l,- -,r) ,

(3.18)

(3.19)

care se interpretează astfel? capacitățile calorice sensibilă și latente la parametri extensivi 
constanți C{x], respectiv { A ^ p  } j = t - T  se pot determina din cunoașterea ecuației calorice 
de stare U(T, {X }) și a setului de ecuații de stare ale parametrilor intensivi { Pj(T, {X}) }_,.

Rezultatele anterioare vor fi particularizate pentru un fluid neutru considerat un sistem 
închis (N  =  const.); în acest caz reprezentările (T, {P}, {X)) au două variante:

-  reprezentarea (T ,V ,N  = const.)

Î S  = CV ,N  d T  + A ^ ’ dV = N  ( c v  d T  + A ^  du ) .

-  reprezentarea (T, *P, N  = const.)

(fQ =  C? ,N d T  + A ™ d!p = /V ( c p d T + X ^  d $ )  .

3.2.2 Exprimarea capacităților calorice prin ecuații calorice de stare
Ecuația calorică de stare a unui sistem termodinamic este expresia energiei interne ca 

funcție de temperatură și de setul parametrilor de stare extensivi (2.35); o ecuație calorică de 
stare generalizată este echivalentul ecuației calorice de stare propriu zise pentru reprezentarea 
termodinamică generală (când pe o parte din gradele de libertate netermice se utilizează ca 
variabile parametri de stare intensivi, iar pe restul gradelor de libertate netermice se uti
lizează parametri de stare extensivi), adică este prin definiție expresia entalpiei generalizate 
(pe gradele de libertate pe care se utilizează ca variabile parametri de stare intensivi) ca 
funcție de variabilele anterior menționate:

R { i ] = R { i } (T ,{P } ,{X } )  .
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Utilizând ecuațiile calorice de stare (generalizate) se poate arăta că acestea permit de
ducerea capacităților calorice sensibile conform următoarei teoreme:

Teorema 3.1 a) Capacitatea calorică sensibilă pentru procesul iso-extensiv pe toate gradele 
de libertate netermice se obține din ecuația calorică de stare prin derivare în raport cu 
temperatura

C ^ = { ^ }  ■ (3 2 0 )

/{X}
b) Capacitatea calorică sensibilă pentru procesul simplu general, când pe o 

parte din gradele de libertate netermice procesul este iso-intensiv, iar pe restul gradelor de 
libertate netermice procesul este iso-extensiv, se obține din ecuația calorică de stare genera
lizată (corespunzătoare reprezentării alese) prin derivare în raport cu temperatura

C { P } .{ X }  =
M u l 

d T (3-21)
{ P } . { x }

Demonstrație:
a) Se transformă derivata parțială a energiei interne într-un jacobian [pentru a putea efectua 
formal transformări de variabile, conform relației (A.17)], apoi se introduc variabilele natu
rale ale energiei interne (adică entropia și setul parametrilor de stare extensivi), urmată de 
reducerea jacobienilor la derivate parțiale [conform relației (A.15)]; rezultă egalitățile

d l l \  _ d ( U , { X } )  _ d ( U , { X } )  d ( S , { X } ) 
d T ) { x }  ~  d ( T , { X } )  " â ( 5 , { X } )  ' d .( T ,{ X ) ) \ ^ / { X )

/O S X
\ d T \ x }

în final se utilizează definițiile temperaturii (2.19) și a capacității calorice iso-extensivă (3.4b)
rezultând

d U \ 
d T ) { X } = T \ d T ) { X } =  c { x }

adică s-a obținut relația (3.20).
b) Se procedează analog cazului precedent, iar schimbarea de variabile se face la variabilele 
naturale ale entalpiei generalizate (2.79); rezultă setul de egalități

(PM*! d ( T , { P } , { X } )  d ( S ,{ P } ,{ X } )  d ( T ,{ P } ,{ X } )

( ș y ^ y  ( d s \
'  D S  \ P },{X } \ d T ' { P } , { X }

Prima derivată parțială din ultimul termen al egalităților anterioare se identifică cu tempe
ratura, datorită formei diferențiale a entalpiei generalizate

d H { i) = T  d S  -  ^ X t  d p  + J 2 Pk dX k , 
i k

iar apoi se utilizează definiția capacității calorice simple (3.4a) rezultând

'  d T  \ p } , { X }  \ d T ) { P } , { X }

adică relația (3.21). □
în particular, pentru un fluid neutru cu o singură componentă chimică și considerat ca 

sistem închis ( Xi = V, Pi = - ț ,  N  = const. ) există numai entalpia propriu zisă R , iar 
capacitățile calorice isocoră C y ^  și isobară C^p^ se determină cunoscând ecuația calorică 
de stare U(T, V, N) și respectiv ecuația calorică generalizată de stare 'H(T,ȚȚ N):

C V ,N

C<p,N

d U X 
dPJv.N 
d R X
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3.2 .3 Relații între coeficienți termici și capacități calorice latente

Se vor discuta numai coeficienți termodinamici simpli pentru care există numai 2 grade de 
libertate interesante: gradul termic |care are parametrii de stare ( 5 , î ) |  și gradul netermic 
indiciat cu ” i ” [care are parametrii de stare (X,,Pi)], iar pe restul gradelor de libertate 
netermice sunt constanți fie parametrul de stare intensiv, fie parametrul de stare extensiv 
[se va nota setul acestor parametrii de stare prin [P},{X }[. In funcție de parametrul de 
stare (extensiv sau intensiv) ales pentru gradul netermic interesant, sunt utilizate pentru 
exprimarea coeficienților termodinamici menționați anterior 2 descrieri termodinamice:

• descrierea ( T ,X i ‘, {P}, {X }  ) care are drept potențial termodinamic natural transfor
mata Legendre a ecuației termodinamice fundamentale energetice pe gradele de libertate ter
mic și pe cel care areparametrul de stare intensiv constant, adică U T ,{P }'> conform definiției 
(2.91), acesta este un potențial Gibbs generalizat multiplu  ^ p p  care are forma diferențială3

3 In cazul când pe gradele de libertate netermice neinteresante există numai parametri de stare extensivi 
constanți reprezentarea utilizată este (T, Xj, (X }'), iar potențialul natural corespunzător este energia liberă.

4 In cazul când pe gradele de libertate netermice neinteresante există numai parametri de stare extensivi 
constanți reprezentarea utilizată este ( T , P / , { X ) '  ), iar potențialul natural corespunzător este un potențial 
Gibbs simplu.

dU T< {P } = - S  d T  + P i d X i - ^ X j  d p j + 5 2  P ' d X /  ;

• descrierea (T , P,; {P}, {X }  ) care are drept potențial termodinamic natural transfor
mata Legendre a ecuației termodinamice fundamentale energetice pe gradele de libertate 
termic, netermic interesant și cele pe care parametrii de stare intensivi sunt constanți, adică 
U T .P^ P }', conform definiției (2.91), acesta este un potențial Gibbs generalizat multiplu 
GP . { P } ’ c a r e  a r e  f°r m a  diferențială

4

d U T .P^ P } = - S d T - X t d P i - ^ X j  dP, + ^ P i  dX, . 
i  i

Utilizând descrierile termodinamice precedente se vor exprima capacitățile calorice latente 
prin coeficienții termici corespondenți:

a. Capacitatea calorică latentă simplă față de parametrul extensiv Xj este definită 
prin relația (3.7a); utilizând relația Maxwell corespunzătoare primilor 2 termeni din forma 
diferențială a potențialului termodinamic U T ,{P } Ș’ definiția (3.15) a coeficientului termic 
simplu al parametrului de stare intensiv pe gradul netermic interesant ^ P | (X j, se obține 
setul de egalități: *

A {^MX} =  T  = ~ T ( ^ T )  =  ~ T  P * P \ p } d x }  ■ (3-2 2 )

b. Capacitatea calorică latentă simplă față de parametrul intensiv P{ este definită 
prin relația (3.7b); utilizând relația Maxwell corespunzătoare primilor 2 termeni din forma 
diferențială a potențialului termodinamic p. ^P j și definiția (3.14) a coeficientului termic 
simplu al parametrului de stare extensiv pe gradul netermic interesant a^pj {x}’ s e  obțin 
egalitățile următoare:

A (P } ,M )= 7  = T ( ~ d r }  = T  X i a { {P},{x} ■ (3 2 3 )
/T , { P } , { X }  1  /P i , { P } , { X }

Din egalitățile precedente rezultă că cele 2 tipuri de capacități latente simple se exprimă 
prin coeficienții termici simpli corespondenți.

Pe de altă parte, cei 2 coeficienți termici simpli ai parametrilor de stare de pe gradul 
netermic interesant ”i ” sunt corelați. Pentru a deduce această relație se transformă derivata
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parțială din definiția (3.15) într-un jacobian (conform relației (A.15)] și se efectuează schim
barea de variabile care să conducă la coeficientul termic conjugat:

1
Pi

dPj\
® T  /  X>,{?} ,{*}

X  a ( p , , x i ,{ p } ,{ x } )
Pi d ( T ,X i ,{ P } ,{ X } )
i d ( P i ,X i ,{ P } ,{ x } )  d ( P i ,T ,{ P } ,{ x } ) 

Pi d ( P i ,T ,{ P } ,{ X } )  ' d ( T ,X i ,{ P } ,{ X } )  '

Primul jacobian din egalitatea precedentă se reduce la o derivată parțială care este legată 
direct de definiția (3.14) a coeficientului termic simplu al parametrului extensiv X,:

d ( P j ,X i ,{ P } ,{ x } ) 
d (P i ,T ,{ P } ,{ X } )

( d X A  _ V (0
\ d T  I ~  X  a (p L{*} ’
\ °  1  /P i,{P },{X ]

al doilea jacobian se transformă conform relațiilor (A.15) -  (A.18), iar derivata parțială rezul
tantă se exprimă prin susceptibilitatea isotermă simplă de pe gradul de libertate netermic 
interesant [conform definiției (3.11a)]:

d (P i,T ,{ P } ,{ X } )  - 1  - 1  -1
9 ( T J U / ’M ^ } ) _  ( d X A  ~  X x ^ { p } { x }

d (P i ,T ,{ P } ,{ X } )  ( d P iJ T { p } { x )  ' '

Atunci, prin substituirea celor 2 jacobieni cu coeficienții termodinamici conform egalităților 
precedente, rezultă relația între coeficienții termici simpli conjugați:

1 o ( , )

,«) _  _  1  ^ ( W L
<p M *l -  P i  (.)

‘ X T ,{P},{X}
(3-24)

Se vor particulariza relațiile anterioare (3.22) -  (3.24) pentru un fluid neutru cu o singură 
componentă chimică și considerat ca sistem închis ( Xj = V, Pi — —Ți, N = const.); în acest 
caz nu există parametri intensivi neinteresanți constanți {P}, iar setul parametrilor extensivi 
neinteresanți constanți {X} se reduce la numărul de particule N . Atunci se obțin relațiile 
următoare:

A ^ ’ = T Ț i 0 , 

A ^ ’ = T V  a ,

3.2.4 Relațiile Reech și Mayer - Le Chatelier generalizate
Se vor considera numai 2 grade de libertate termodinamice interesante, care vor fi indi- 

ciate prin ”i"  și ”1", iar pe restul gradelor de libertate termodinamice sunt constanți fie 
parametrul de stare intensiv, fie parametrul de stare extensiv |se va nota setul acestor 
parametrii de stare energetici prin {P}, {P}|5 .

5 Se utilizează notația generală energetică datorită faptului că nu se precizează natura termică sau neter
mică a gradelor de libertate discutate.

Pentru această situație foarte generală se vor evidenția două relații remarcabile între 
coeficienții termodinamici simpli asociați gradelor de libertate termodinamice menționate 
anterior.

T eorem a 3.2  Relația Reech generalizată

/d Y A  /d Y A
\ d P i/Y ,,{P },{Y } _  \ ^ O Y Ș P } A Y ±  , .
/d Y A  /d Y t \  ' '

\ ^ / f l , { P ) , { y )  ^ P O P,.{P},{Y}
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Demonstrație: Se exprimă derivata parțială de la numărătorul membrului stâng printr-un 
jacobian [pentru a putea utiliza proprietățile (A.15) -  (A.18)] și apoi se efectuează schimbări 
de variabile astfel încât să se formeze derivata parțială de la numitorul membrului stâng; 
prin transformarea jacobienilor rezultanți în derivate parțiale se obțin egalitățile succesive:

d{P i t Yh {P },{Y })
d (Y j,Y h {P } ,{Y }) d{Y i,P t ,{ P } ,{ Y } )  d (P i,P t ,{P } ,{Y } ) 
d (Yi, Ph {P}, {Y}) ' d (Pi, Ph  {P}, {Y}) ' d (Pi, Yh  {P },{Y }) 

( OYI\ ( DYI \  •
\ ^ / y „ { P } , ( y )  \ ^ P i /Pi,{P},{Y} \®Yi Jp. {p} {Y }

dar ultima derivată parțială se poate inversa comform relației (A.20), astfel că se obține 
egalitatea

dP '/yM P U Y} ^dP '/PM PU Y}
\d P l /Pi,{p},{Y}

care este echivalentă cu relația Reech generalizată (3.25). □
Relația Reech generalizată se va particulariza pentru cazul când se consideră ”i ” un grad 

de libertate netermic (1) = X,), iar ”1” este gradul de libertate termic (V/ = S,P \ = T); 
conform alegerilor anterioare toți parametrii extensivi neinteresanți constanți sunt netermici, 
ceea ce permite utilizarea notației {V} =  {X}.

Datorită alegerilor făcute anterior, relația generală (3.25) devine

( d X i \  / d S \
\  d P j /ș ,{ p } ,{ x }  _  \d T /X i , { P } , { x ) 
( d X j \  “  / d ș \  ;

\dPi/T,{P},{X} \ ^ T /P,,{P},{X}

dar conform relațiilor (3.4) derivatele entropiei în raport cu temperatura se exprimă prin 
capacități calorice

f d S \  1

I ~  ¥  CnM^M*} > o-i = Xi sau Pi ,
/ a i ,{P}.țx} 1

iar derivatele parametrului extensiv netermic. în raport cu parametrul intensiv conjugat se 
exprimă prin susceptibilități, conform relațiilor (3.11)

( d X i \  V= X  X ^,{P}.{X} ’ a o = s  s a u  T  '

Atunci, egalitatea anterioară devine

=
C *.,{P},{*} ) ( 3  2 6 )
C ^AP}AX}

care este relația Reech propriu-zisă: raportul susceptibilităților simple adiabaticăși isotermă 
este egal cu raportul capacităților calorice sensibile simple corespondente iso-extensiv și iso- 
intensiv.

In cazul unui fluid neutru cu o singură componentă chimică și considerat ca sistem închis 
(X i = V, Pi = —ÎP, N  =  const.) relația Reech devine

_  Cy tN _  cy
*T C<P'N cp
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Teorema 3.3 Relația Mayer - Le Chatelier generalizată

dYĂ  ( dYA
dP-J \ d P j

O P,,{P } ,{Y } \  7y,,{p),{y)

^ O p Ș P Y A X L

d P o P i . lP H y }

(3.27)

Demonstrație: Se procedează analog cu demonstrația precedentă: se exprimă prima derivată 
parțială din membrul stâng printr-un jacobian [pentru a putea utiliza proprietățile (A.15) 
-  (A.18)] și apoi se efectuează o schimbare de variabile astfel încât să se formeze a doua 
derivată parțială din membrul stâng; prin transformarea jacobienilor rezultanți în derivate 
parțiale primul jacobian se exprimă printr-un determinant de ordinul 2, iar al doilea jacobian 
se reduce la o simplă derivată parțială, astfel că se obțin egalitățile succesive:

dYA
d P i 'p t , { P } ,{ Y }

d (Y h Ph {P } ,{Y }) 
d ^ p ^ p Ț i Y } ) 

a țW P M Ț } ) 
a ^ Y U P M r}) a ^P H P M y})

/d Y A
\ d P i / Y t , {P } ,{ Y }

^ d P i / Y t , {P } ,{ Y )

^  /P . , { P } ,{ Y }

^ / P i , { P } , { Y }

\ ® P ‘ /P , , { P } , { Y }

în ultima egalitate se efectuează calculele algebrice și rezultă

dYA
d P i /P , . { P } , { Y }

dYA ( d P l \
d P i ' Y t , {P } ,{Y }  /P , , { P } , { Y }  ^ P l  ' P .,{P } ,{Y }

_
\ d ¥ l  Jp. țp ]  {Y }  \ ^ P i /Y i , { P } , { Y }  \ d p ‘ /P i , { P } '{ Y }

dar în primul termen din membrul drept ultimele două derivate parțiale se reduc reciproc 
(datorită proprietății (A.18)], iar prima derivată din al doilea termen se transformă utilizând 
o relație Maxwell a potențialului U p ^ țp y .

dYA
< %  ) p , t { p } ,{ Y } \ d P ' fY ^ { P } , { Y }

Pe baza observațiilor anterioare egalitatea inițială devine:

dYA _ /d Y A  L d P ț\
^ P i 'P i , { p }Ă Y }  ^ P i /Y i , { p }A Y ]  \ ^ P i /Y i , { P } ,{ Y } d p ‘ /P . , { P } A Y }

în ultima relație se utilizează proprietatea (A.21) a funcțiilor implicite

d ^ P i A P L l Y }

\ d p O P i,{ P } ,{ Y }

astfel că rezultă relația (3.26). □
Se va particulariza relația (3.27) pentru două cazuri importante.
1. Se alege ”i ” ca fiind gradul de libertate termic (7, =  5  , Pi = T) și " l” ca find un 

grad de libertate netermic (b  = A)); atunci gradele de libertate neinteresante sunt toate 
netermice și se va nota {Y} = {X}.
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Cu alegerea anterioară relația (3.27) se rescrie în forma

d T / p t , { P ) , { x }  \ d T / x , , { P ) , { X }

d X t \
J ^ J PIAPLȚXȚ 

OXiX 
. ® P l / T , { P } , { X }

în membrul stâng derivatele entropiei de exprimă prin capacități calorice [conform definițiilor 
(3-4)1

=  T  C^APIAX} , ^  -  X { sau Pi ,
J a i , {P } ,{ X }  1

iar în membrul drept se utilizează definițiile (3.14) pentru coeficientul termic al parametrului 
extensiv Xi și respectiv (3.11) pentru susceptibilitatea isotermă pe gradul de libertate ”1”

9 X |\
d T /P , , { P } , { X }

'd X t \
. 9  Pi J T , { P } , { X )

XA  a { P } ,{ X }

X  Y ^
X T , {P } , {X }  •

Pe baza rezultatelor anterioare se obține

C P l , { P } , { x }  ~  C x x X P j. iX }  =  T  X
X T , { P } ,{ X }

(3.28)

care este relația Mayer pentru capacitățile calorice.
în cazul unui fluid neutru cu o singură componentă chimică și considerat ca sistem închis 

relația Mayer pentru capacități calorice devine

a 2
C<p N — Cv N = T V  —  , 

* T

sau pentru căldurile specifice
a 2

Cp — Cy = T v ---- .

2. Se alege ”i ” ca fiind gradul de libertate netermic (Y, =  Xi) și "1" ca find un grad 
de libertate termic (Yt = 5  , Pi = T); atunci gradele de libertate neinteresante sunt, de 
asemenea, toate netermice și se va nota {Y} = {X}.

Cu alegerea anterioară relația (3.27) se rescrie în forma

8 P ' 'T , { P } , { X }

d X A
dP> ) s , { P } , { x }

\ d P i J r , { P } , { x } 

( d S \ 

x d T / P i ^ p j . l x }

In membrul stâng derivatele parametrului extensiv netermic se exprimă prin susceptibilități 
[conform definițiilor (3.11)]

( d X j \
\ d P i / a 0 ,{P } ,{ X }

— X  Y^ ag = S  sau T  ,

iar în membrul drept se utilizează definițiile capacității calorice latente A ^ (3.8) și apoi 
relația (3.23) pentru a exprima rezultatul prin coeficientul termic al parametrului extensiv
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Q {P) {X} §' respectiv (3.4) pentru capacitatea calorică simplă

( d S \ -  1 ^ pA - x  Q(i)

' ' 2 4 r /4 Â I

( d S \  1 c
~  r  c P < ,{p } ,{x }  ■

\ O 1  'P i , { P } , { X }  1

Pe baza rezultatelor anterioare se obține

XT ,{P M *} X S , {P } , {X }  ~  A  CP  ’ (3.29)

care este relația Mayer pentru susceptibilități.
In cazul unui fluid neutru cu o singură componentă chimică și considerat ca sistem închis 

relația Mayer pentru susceptibilități devine

a 2 a 2
X T  — * s  = T  V —-----= T  v —  .

C<p,N cp

3.3 Exprimarea coeficienților termodinamici simpli prin 
potențiale termodinamice

3.3.1 Exprimarea coeficienților termodinamici prin entalpia 
generalizată

Se consideră setul coeficienților termodinamici simpli corespunzători proceselor în care:
-  gradul de libertate termic și un grad de libertate netermic-nechimic (care este indiciat 

prin ”i ”) sunt interesante;
-  pe restul gradelor de libertate netermice se mențin constanți parametrii de stare in

tensivi sau extensivi (grade de libertate neinteresante); pentru simplificarea notațiilor se vor 
considera toate gradele de libertate netermice care au parametrii de stare intensivi constanți 
(P i, . . . ,  P j_ i) = {P} că sunt ordonate înaintea gradului interesant "i" și toate graclele 
de libertate care au parametrii de stare extensivi constanți (Xi+ i , . . . , Â r ) = {X} că sunt 
ordonate după gradul interesant ”i ”.

Dacă se utilizează reprezentarea termodinamică care conține parametrii de stare extensivi 
pe gradele de libertate interesante (5, X,) și parametrii de stare constanți pe gradele de liber
tate neinteresante ({P}, {X}), atunci potențialul termodinamic natural (acestei reprezentări) 
este entalpia generalizată (2.79) care implică transformarea Legendre a ecuației termodi
namice fundamentale energetice pe gradele de libertate netermice cu parametrii de stare 
intensivi constanți

i-l
W{j } (S ,X f ) {P},{X J) =  inf |w (5 ,X b . . . ,X r ) - ^ P ; X J ,

iar aceasta are forma diferențială6

6 Este posibil ca pe toate gradele de libertate neinteresante să fie numai parametri de stare extensivi 
constanți (adică setul {P} este vid); în acest caz entalpia W(j) se reduce la energia internă ca ecuație 
termodinamică fundamentală.

i— 1 r

d H { i} =  T  d S  +  Pi dX, -  £  X j dPj + ^  P  dX, .
j=l (=i+l

Datorită faptului că numai cele 2 grade de libertate termodinamice sunt active, numai primii 
2 termeni din forma diferențială precedentă sunt interesanți și hessiana parțială a entalpiei
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R{i} pentru gradele de libertate termodinamice active are determinantul

△ = d S d X i )  X t . ț p ’w x } \&Xi Js  ypy yx y

^ { 0 f d P i \ ( d P { \
dX i d S d X f \ 8 S / X i , { P } , { x } \ ^ X i ) s ypyyx y

_ d ț T ^ P Ț i x } ) (3.30)
s ^ j u n . u ) )

în condițiile precizate anterior este valabilă următoarea teoremă.

T eorem a 3.4 Coeficienții termodinamici simpli C p^țpy țx} J>Cx„{P},(X) (capacități calo
rice sensibile), XT \ P } {X } ^’ ^s{P } {X} (susceptibilități), a ^  (X j și ^ p y ^ x }  (coeficienți 

termici), A^fy yx y și A ^ y  yX y (capacități calorice latente) se exprimă prin derivatele de 
ordinul 2 ale entalpiei generalizate R{i}-

Demonstrație: Pentru simplificarea notațiilor, nu se vor mai scrie parametrii de stare ai 
gradelor neinteresante {P}, {X} (care sunt constanți) ca indici la derivatele parțiale sau în 
jacobieni.

Se va utiliza următoarea metodă de deducere pentru fiecare dintre coeficienții termodi
namici menționați în enunțul teoremei:

-  se exprimă coeficientul termodinamic respectiv printr-o derivată parțială, conform 
definiției;

-  se transformă derivata parțială într-un jacobian, pentru a efectua mai facil schimbări 
de variabile convenabile situației respective;

-  se va efectua schimbarea de variabile care conduce la derivate ale parametrilor de stare 
exprimabile prin derivate de ordinul 2 ale entalpiei generalizate;

-  se reduc jacobienii obținuți prin schimbarea de variabile la derivate parțiale;
-  se exprimă derivatele parțiale ale parametrilor de stare prin derivate de ordinul 2 ale 

entalpiei generalizate7 .

7 Metoda expusă anterior nu este singura posibilă, dar este probabil cea mai elegantă; se pot obține aceleași 
rezultate fără utilizarea jacobienilor în etapele intermediare, prin utilizarea formulelor funcțiilor implicite și 
a regulilor generale de derivare a funcțiilor compuse.

în continuare se vor deduce expresiile cerute de teoremă pentru fiecare dintre coeficienții 
termodinamici menționați în enunțul teoremei.

.  1. Capacitatea calorică sensibilă iso-extensivă

C X „ { P } ,{ X }
T  T

d T \  “ 
'd S J x , O S2

(3.31)

2. Capacitatea calorică sensibilă iso-intensivă

C p „ { P } , { x }  = = ^ P i )  =  9 ( ^ ^ i )
„ d(T ,P i) d ( S ,X i ) '  d{T ,P i)

1 T  PR-iix , x
s d(T ,P i)  ~  Ă  d X 2 ’ (3 -3 2)\d X i

3. Susceptibilitatea isotermă

(i) _  1 ( 0 X i \  _  1 d (X i,T )  _  1 d (X i,T )  d (S ,X i)
X T{P},{x} ~  x  \ o p . ) T -  x  d (P i t T) “ X  d (S ,X i)  ' d (P i,T )

- l  ( d T \  - 1  1 d 2R { i}“ X  \ d S J x< d ( T ,P i ) ~  X&  d S 1 ' ( ■ )
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4. Susceptibilitatea adiabatică

(i) _  1 ( d X i \  _  1 1
Xs.lPM xj -  x  \ d P i k  ~  X  f d P i \

\ * / 0

1 1
x  d ^ H ^ 

a x 2

(3.34)

5. Coeficientul termic al parametrului extensiv

(i) _  1 ( d X A  _  1 d (X i,P i)  _  1 d (X i,P i)  d (S ,X i)
~ X \ Q T  JPi “ X  d (T, Pi) -  X  d (S ,X i)  ’ d (T, Pi) 

_  -1  (O P i\  1 _  -1  d2 R{i}
-  X  Vd<$ A .  d(T ,P i) ~  X X  d S d X i  ' 

d (S ,X i)

6. Coeficientul termic al parametrului intensiv

p
M  = ±  =  _L 9 ^ X i )  =  J_ d (P j,X j)  d ( s ,X j )
{P},{X} p. \ d T ) X i Pi d (T ,X i)  Pi d { S ,X i)  ’ d (T ,X i)

=
1 1 =  ±  d S d X j

Pi \ d S j x . ( d T \  Pi d2 R { i )  ’ 
' \ d S  ) X i d S 2

7. Capacitatea calorică latentă față de parametrul extensiv

A {P }AX} ~  1 \ D X IT

\ d (S ,Ț )  d (S ,Ț )
)T  d (X i,T )  d (S ,X i)

d (S ,X j)
d (X i,T )

\9 X i ,
\ - 1 T  d S d X i (3.37)
}s  ( d T \  d2H { i}  ‘

\ d s ) X i  d s 2

8. Capacitatea calorică latentă față de parametrul intensiv

A P ) _  T  d _ ^Ț )_  _  T  ^ 1 1 .
l p L{X) 1 \ d p J T  1 d (P i,T )  d (S ,X i) 

( d T \  -  1 _  - T  d 2R { i} ~ T \ d X i ) s  d ( T ,P i ) ~  △ d S d X i ' 

d (S ,X i)

d (S ,X i)
d (P i,T )

(3.38)

Din rezultatele deduse anterior, rezultă că toți coeficienții termodinamici menționați în 
enunțul teoremei se pot exprima prin derivatele de ordinul 2 ale entalpiei H{i}- O

Pentru a simplifica prezentarea unor consecințe ale teoremei anterioare, se vor utiliza 
următoarele notații:

-  pentru derivatele parțiale ale entalpiei generalizate

R s s
d S 2 d X 2 ’ s x ~ d S d X i ’

-  pentru coeficienții termodinamici

Cx
CP

C X .,{ P } ,{ X }
C P .,{ P } .{ X }

Q  -  a ( P } , W 

=  l3 { P } ,{ X ]

* T ,{P } ,{X }

X s .j P M X )

A{A.w
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.3. EXPRIMAREA COEFICIENȚILOR PRIN POTENȚIALE 69

Utilizând notațiile simplificate relațiile (3.31) -  (3.38) devin:

Cx = T 1
YT —

Rss
OL =

-1 Rșx Ax = - T
R s x

<
CP = T

R L
Rxx 
△

<
Xs =

X 
1

X

△
1 

Rxx

<
0 = p

△ 
Rsx 
R SS

<
Ap = - T

R ss 
Rșx 
A

Prin combinarea relațiilor precedente se pot deduce principalele relații dintre coeficienții 
termodinamici simpli corespondenți care au fost demonstrate prin alte metode în secțiunea 
anterioară.

• Relațiile dintre capacitățile calorice latente și coeficienții termici:

Ax  = - T P 0
Ap = T X a

care sunt identice cu relațiile (3.22) și (3.23).
• Relația dintre coeficienții termici conjugați:

2  = - l_ o _
P R , , ^  P  X T ’

care este identică cu relația (3.24).
• Relația dintre raportul susceptibilităților adiabatică și isotermă cu raportul capacită

ților calorice sensibile iso-extensive și iso-intensive:

Xș _  △  _  C x /T  _  Cx
XT Rss Rxx C p /T  Cp ’

care este relația Reech (3.26).
• Diferența capacităților calorice conjugate:

CP -C X = T  ( ^ ^ 1 °2

R ss /  △ ' R ss X T  ’

[a treia egalitate se obține datorită faptului că jacobianul hessianei parțiale a entalpiei este 
△ = Rss • Rxx — (Rsx)2 J; se observă că s-a obținut relația Mayer (3.28).

• Diferența susceptibilităților conjugate: .

1
XT ~ Xs = X  & -H x x

[a treia egalitate s-a obținut prin explicitarea jacobianului A] iar rezultatul este relația Mayer 
pentru susceptibilități (3.29).

3.3.2 Exprimarea coeficienților termodinamici prin 
potențialele termodinamice naturale

Se vor exprima principalii coeficienți termodinamici simpli prin derivate ale potențialelor 
termodinamice ale căror variabile naturale sunt parametrii de stare utilizați pentru definițiile 
coeficienților termodinamici respectivi.

a. Capacitatea calorică sensibilă simplă, conform definiției (3.4a), se exprimă prin vari
abilele (T, {Pj}, {Xi}) care implică un potențial Gibbs generalizat multiplu (2.91); atunci se
obține

C ( P J . { ^ I = T = - T (3.39)

în particular, capacitatea calorică complet iso-extensivă C{x) (când nu există parametri de 
stare intensivi netermici constanți) implică variabilele (T, {X }), adică se obține din energia 
liberă

/  d2^  \
(3.40)

/ { X }
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b. Susceptibilitatea isotermă simplă pe gradul de libertate ”i ”, conform definiției (3.11a), 
se exprimă prin variabilele (T, Pi, {Pj}', {X/}) care implică un potențial Gibbs generalizat 
multiplu (2.91); atunci se obține

x
«) _ 1
T ,{ P j} ,{ X t } “  y I a p .  j X  \\   dP'f /T , { P i } , { X , }

(3-41)

în particular, susceptibilitatea isotermă complet iso-extensivă X r \x y  (c ^  n u  e x ' s t ^ para
metri de stare intensivi netermici constanți) implică variabilele (T, Pi, {X }'), adică se obține 
dintr-un potențial Gibbs (generalizat) simplu:

v (0
* T , { x y

-1  ( & Ș i \
X  \d P i ) T ,{X } (3-42)

c. Susceptibilitatea adiabatică simplă pe gradul de libertate”»”, conform definiției (3.11b), 
se exprimă prin variabilele {S,Pi, {Pj}', {X/}) care implică o entalpie generalizată multiplă 
(2.79); atunci se obține

W - 1 -1
X d P i 'S .{P > } ,{X l}

(3.43)

în particular, susceptibilitatea adiabatică complet iso-extensivă X ^ x p  (când nu există 
parametri de stare intensivi netermici constanți) implică variabilele (<S,P;,{X}'), adică se 
obține dintr-o entalpie (generalizată) simplă:

^ ,{ x p
- i  / a 2^ ) (3-44)

d. Coeficientul termic simplu al parametrului extensiv de pe gradul de libertate ”i ”, 
conform definiției (3.14), se exprimă prin variabilele (T, Pn  {Pj}z, {X/}) care implică un 
potențial Gibbs generalizat multiplu (2.91); atunci se obține

Q W -  - d X j\
d T  ) p . , { P iY A X t }

-1
X d T d P i

(3.45)

în particular, coeficientul termic complet iso-extensiv al parametrului extensiv de pe gradul 
de libertate ”»” , a ^ j ,  (când nu există parametri de stare intensivi netermici constanți) im
plică variabilele (T, Pi, {X }'), adică se obține dintr-un potențial Gibbs (generalizat) simplu:

a(«)W '
-1
X

d 2Gi \ 
d T d P j { x }

(3.46)

e. Coeficientul termic simplu al parametrului intensiv de pe gradul de libertate ”i ”, 
conform definiției (3.15), se exprimă prin variabilele (T, X,, {Pj}, {X;}') care implică un 
potențial Gibbs generalizat multiplu (2.91); atunci se obține

p { P i } , { x t }'
1

~Pi X \ 9 T d X i
(3-47)

în particular, coeficientul termic complet iso-extensiv al parametrului intensiv de pe gradul 
de libertate ::i ”, 3^xy  (când nu există parametri de stare intensivi netermici constanți) 
implică variabilele (T, Xi, {X}'), adică se obține din energia liberă:

1 /  d 2X  \
Pi \ d T d X i ) . y i (3.48)

f. Capacitățile calorice latente, definite prin relațiile (3.7), sunt legate direct de coefici
enții termici corespondenți prin relațiile (3.22) -  (3.23), astfel că nu mai este necesar să se 
discute acești coeficienți.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 4

Condiții de echilibru

Problema centrală a termodinamicii neo-gibbsiene (Callen) este determinarea stării de 
echilibru rezultante în urma compunerii unor sisteme termodinamice; adică, în mod explicit:

-  se consideră un sistem compus și aflat inițial într-o stare de echilibru împiedicat (sub
sistemele sunt separate prin frontiere interne total impermeabile),

-  se înlătură unele constrângeri interne (frontierele devin parțial/total permeabile), dar 
permeabilitatea minimă este diatermalitatea,

-  se cere determinarea condițiilor necesare și suficiente ca stările subsistemelor să fie stări 
de echilibru termodinamic1 .

1 Deși problema determinării stărilor de echilibru pentru subsisteme termodinamice care sunt separate 
printr-o frontieră adiabatică este o problemă fizică, totuși aceasta nu este o problemă pur termodinamică și 
pentru determinarea soluției sunt necesare informații suplimentare, nefiind posibile soluții generale. Pentru 
o discuție asupra echilibrului termodinamic în cazul unor frontiere interne adiabatice se recomandă Anexa D. 
De aceea, se vor exclude aceste tipuri de probleme, care nu sunt considerate în mod convențional ca probleme 
pur termodinamice.

2 Este o condiție obligatorie ca frontiera să fie cel puțin diatermă.

Problema anterioară se rezolvă pe baza Principiului de maxim al entropiei, care este 
consecința directă a faptului că entropia, ca ecuație termodinamică fundamentală pentru 
stările de echilibru ale unui sistem termodinamic, este o funcție concavă (în raport cu ansam
blul variabilelor) și o funcție aditivă (pentru un sistem compus).

4.1 Condițiile de echilibru pentru sistem e izolate

4.1.1 Formularea problemei
Se consideră un sistem termodinamic compus și 

izolat
©(°6) = ©(“) J 6 ( l) .

Inițial frontiera internă E este impermeabilă și 
cele două subsisteme 6<“\  6^> se află în stări de 
echilibru.

La un moment dat frontiera internă devine perme
abilă pe gradul de libertate termic2 și eventual pe un
ele grade de libertate netermice (pentru simplificarea 
raționamentelor s-au notat indicii acestor grade de 
libertate prin ” 1”, . . .  , ”n”); atunci, are loc un proces 
termodinamic (în general acest proces este nestatic) 
care conduce la o stare finală de echilibru.

Figura 4.1: Figurarea convențională 
a sistemului termodinamic, compus.

Această situație este ilustrată în mod convențional în figura 4.1.
Pentru a avea o exprimare condensată se vor utiliza notații vectoriale (de tipul celor 

utilizate la pagina 12 pentru demonstrarea teoremei 1.2) pentru parametrii de stare extensivi 
ai subsistemelor:
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X  =  (Xo = U ,X \ , . .. ,X m ) este setul parametrilor extensivi permeabili prin frontiera E 
[acești vectori vor avea indicele superior corespunzător subsistemului (a) sau (6), adică se va 
nota X «  = ( X « , . . . , X ^ )  și X ^  = (X {b\ . . . , X ^ ’));

Z ^  = ( X ^ j , . . . ,  X ^ )  și Z ^  = ( X ^ ! , . . . ,  X ^ ))  sunt seturile parametrilor care sunt 
impermeabili prin frontiera £  (corespunzători celor două subsisteme).

Datorită faptului că sistemul total este izolat și frontiera internă dintre cele două sub
sisteme E este X-permeabilă, procesul de evoluție spre starea de echilibru comun implică 
următoarele relații de conservare:

a) conservările parametrilor extensivi totali ai gradelor de libertate la care frontiera in
ternă este permeabilă

X (“) +  % (6) = x (“6) =  const. , (4.1)

b) conservările separate ale parametrilor extensivi pentru fiecare subsistem pe gradele de 
libertate la care frontiera internă este impermeabilă

( Z ^  = const. ,. ,
t  Z ^  = const. .

în final, când sistemul total s f " 6) ajunge în starea de echilibru (corespunzătoare condiții
lor externe și permeabilităților frontierei interne) se realizează condiția de maxim a entropiei

S(al-)(X (ab\ z ( a ) , Z (b )) = sup [ S ^ x W . Z ^  +  S ^ X ^ . z W ) ]  . (4.3)

care este condiția generală de echilibru pentru un sistem compus și izolat', prin explicitarea 
acestei condiții se deduc condițiile de echilibru specifice fiecărui tip de frontieră.

4.1.2 Deducerea condițiilor de echilibru explicite
Dacă se înlocuiesc relațiile de conservare (4.1) în condiția de maxim (4.3), se obține 

o condiție de maxim exprimată numai în raport cu parametrii de stare extensivi ai unui 
subsistem

Sa 6 (X w ; X M ,Z w ,Z (l,)) def

= max (X*11)) . (4-4)

Conform analizei matematice clasice, condițiile necesare pentru maximizarea funcției S ab 
sunt date de anularea derivatelor parțiale ale acestei funcții în raport cu variabilele X ^ :

dSgb 
d X ^

(j  = 0 ,1 , . . . ,  m) .

Dacă se explicitează funcția S ab conform definiției și se utilizează definiția parametrilor de 
stare intensivi entropiei (2.1) rezultă

8 S ab _  d S ^ ( X ( a ) , Z ( a )) d S ( b>(X (b ), Z w ) d (X j
{ ab) -  X ^ )

d x ^  ~ ă x p  +  ă x p  ă x f>

= f)w  + ^  ■ (-1 ) ;

atunci se obține sistemul condițiilor necesare pentru starea de echilibru

F ^ F ^ ,  (j =  0 , l , . . . ,m ) ,  • (4.5)

adică: egalitatea parametrilor intensivi entropiei ai subsistemelor pentru gradele de libertate 
la care frontiera internă este permeabilă.

Se vor prezenta principalele observații asupra condițiilor de echilibru (4.5).
i. Entropia, ca ecuație termodinamică fundamentală, fiind o funcție concavă rezultă că 

aceasta are ca extremum un maxim, astfel încât sistemul de ecuații (4.5) este de asemenea 
sistemul de condiții suficiente (nu numai necesare).
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ii. Datorită faptului că frontiera este cel puțin diatermă, se va separa gradul de libertate 
termic de gradele de libertate netermice și utilizând relațiile (2.22) dintre parametrii de stare 
intensivi entropiei și energetici se exprimă condițiile de echilibru (4.5) în limbaj energetic

)p("} = F ^  ( T ^  = T ^
F ^  = F ^  , ( j  = Ț . . . ,m )  ( 4 ‘6 )

altfel spus, condițiile de echilibru ale unui sistem compus și izolat implică: egalitatea pa
rametrilor intensivi energetici ai subsistemelor pentru gradele de libertate la care frontiera 
internă este permeabilă.

iii. Din condițiile de echilibru rezultă că relația de echilibru mutual între sisteme cu 
același tip de frontieră internă are proprietatea de tranzitivitate.

Pentru a demonstra tranzitivitatea relației de echilibru mutual se consideră 3 sisteme 
6*"\ 6 ^ ,  6 ^  care pot fi puse câte două în contact termodinamic prin frontiere X - 
permeabile (cel puțin diaterme); pentru a avea exprimări concise se va nota vectorial setul 
parametrilor de stare intensivi conjugați parametrilor extensivi permeabili prin frontierele 
interne: F  = (F0 ,F i , . . . ,  Fm ).
Dacă sistemele 6 ^  și 6 ^  se află la echilibru, atunci sunt satisfăcute condițiile

F ^  = F ^  ;

similar, dacă sistemele © ^  și 6 ^ ’ se află la echilibru, atunci sunt satisfăcute condițiile

F ^  = F ^  .

Datorită proprietății de tranzitivitate a relației de egalitate, din condițiile de echilibru ante
rioare rezultă egalitățile

F ^  = F ^
care exprimă echilibrul mutual al stărilor sistemelor S ^ l  și 6<c ) (acestea sunt fiecare în parte 
la echilibru cu aceeași stare a sistemului S ^ ) ,  adică rezultă proprietatea de tranzitivitate a 
echilibrului termodinamic.

iv. Pentru un sistem omogen parametrii de stare intensivi sunt constanți spațial.
Pentru a demonstra această proprietate, se divide mental sistemul în subsisteme mici, 

aproximabile cu subsisteme infinitezimale ca extensie; deoarece frontierele dintre aceste sub
sisteme sunt fictive, rezultă că acestea sunt total permeabile, astfel încât în stările de echilibru 
ale sistemului se realizează egalitatea parametrilor intensivi pe fiecare grad de libertate ter
modinamic pentru toate subsistemele. Rezultatul arată că fiecare parametru intensiv are 
valoare constantă spațial.

4.1.3 Sensul evoluției spre starea de echilibru
Se consideră subsistemele S ^  și © ^  aflate inițial în stări de echilibru care sunt foarte 

apropiate de starea de echilibru comună (obținută după contactul termodinamic între sub
sisteme). Datorită interacției dintre cele două subsisteme are loc un proces infinitezimal de 
evoluție spre starea de echilibru mutual a celor două subsisteme.

Deoarece sistemul total este izolat, rezultă că parametrii de stare ai subsistemelor core
spunzători gradelor de libertate la care frontiera internă este permeabilă au variații foarte 
mici, egale și opuse:

â X ^  = -  S X ^  , (j = 0, l , . . . ,m )  ;

pe de altă parte, stările inițiale de echilibru ale celor două subsisteme fiind foarte apropiate 
de starea de echilibru mutual, rezultă că parametrii de stare intensivi pe gradele de libertate 
la care frontiera internă este permeabilă au valori foarte apropiate:

F ^ F ^ ,  (j = 0 , l , . . . ,m )  .

Entropia sistemului total S ^ ^  crește în cursul procesului de evoluție spre echilibru (pen
tru a ajunge la valoarea maximă când se obține starea de echilibru final), astfel că variația 
de entropie, considerată foarte mică este pozitivă

i ^  > 0 ;
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pe de altă parte, această variație de entropie se poate exprima formal ca o dezvoltare tay- 
loriană în aproximația de ordinul 1 (termenii de ordin superior sunt neglijabili datorită 
variațiilor foarte mici ale parametrilor de stare extensivi), iar derivatele entropiei sunt egale 
cu parametrii de stare intensivi entropiei, conform definițiilor (2.1), astfel că utilizând relația 
dintre variațiile parametrilor extensivi ai celor două subsisteme se obțin egalitățile

<5 lS(a(,) 6S M  +6 S ^

J=o \ ^ J  / x , z  j=o
m

^  ( F ^  -  F ^  ) W j “ ’ .

3=0

< W W + O ( W 2 )

Combinând rezultatele anterioare se obține inegalitatea

m

5 2  ( F^^ -  F ^  ) iX < a )

3=0

dar deoarece în suma din membrul stâng al inegalității precedente { <5Xja  ̂ }j=o,...,m este un 
set de variații independente, rezultă că fiecare termen din sumă trebuie să fie pozitiv:

( F ^ - ^ ’ J M ^ O ,  ( j = 0 , l , . . . , m ) .  (4.7)

Setul inegalităților precedente au următoarea interpretare fizică: la evoluția spre echilibru, 
crește parametrul extensiv al subsistemului care are parametrul intensiv entropie conjugat 
mai mare.

4.1.4 Cazuri particulare remarcabile
A. C ontact term ic (frontieră d iaterm ă)

In cazul când frontiera dintre subsisteme este numai diatermă echilibrul termodinamic 
dintre cele două subsisteme implică numai gradul termic ( Xg = U, Fo = 1/T  ), iar sistemul 
compus este: *

6 (ao) =  ©(») J J g W  .
U

Prin adaptarea relațiilor (4.5) și (4.7) la situația particulară prezentă rezultă:
a. condiția de echilibru

r w  "  TW ’
b. inegalitatea pentru sensul evoluției spre echilibru

( - k  I •<5W(n) > 0 •
Pe baza relațiilor anterioare se obțin următoarele caracteristici ale temperaturii.

• Temperatura este parametrul intensiv care are valori egale pentru sisteme separate 
printr-o frontieră diatermă (contact termic) și aflate în condiții de echilibru termodinamic 
(echilibru termic); adică exprimat simbolic |relația de echilibru termic este notată ~  |

g(») ~  g ( 6) = >  T ^ ) = T ^
u ’

• Relația de echilibru termic are proprietatea de tranzitivitate

( 6 ( n )  ~  6 W

] 6 ( b) ~  6<c > ~  ■
l u
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• Sistemul cu temperatura inițială mai mică primește energie în timpul procesului de 
evoluție spre echilibul mutual:

T(M < T ^  =>  6 U ^ > 0

Caracteristicile anterioare, împreună cu proprietatea (2.20) arată că temperatura, care a fost 
definită formal prin relația (2.19) |sau echivalent prin relația (1.10)), are toate proprietățile 
temperaturii din termodinamica clasică, ceea ce constituie justificarea a posteriorică a ter
minologiei.

B. C ontact term ic și m ecanic (frontieră d iaterm ă și m obilă)

în cazul când frontiera dintre subsisteme este diatermă și mobilă echilibrul termodinamic 
dintre cele două subsisteme implică numai gradul termic (X Q = U, FQ = 1/T) și gradul 
volumic (X] =  V, F] = ^ / T ) ,  iar sistemul compus este:

g(«6) =  g(a) | J  g(t)
U .V

Prin adaptarea relațiilor (4.5) și (4.7) la situația particulară prezentă se obțin 
• condițiile de echilibru termic și volumic

1 1
T(a) T ^
«£(“) «p(»)

, T ^  ” T ^

TOI = T ^ 
țp(a) _  rp(6) ’

inegalitățile pentru sensul evoluției spre echilibru

1 1
TOI "  TW 

țp(«) țp(t) 
TO) ”  TW

■6HM > 0 ,

0 .

în cazul evoluției în condiția că există echilibrul termic ( T ^  = T ^ ) ,  inegalitatea corespun
zătoare gradului volumic devine

y  (<pw  -< p ( t ) ) - S V ^  > 0 ,

care se interpretează astfel: sistemul cu presiune mai mare se destinde (6V  > 0).
Datorită faptului că semnificația fizică a presiunii se stabilește în afara termodinamicii 

(în cadrul mecanicii) nu este necesară o discuție de tipul celei făcute pentru temperatură.

C. C ontact term ic și chim ic (frontieră d iaterm ă și sem iperm eab ilă)

în cazul când frontiera dintre subsisteme este diatermă și permeabilă la transferul de 
particule (pentru simplitate se consideră că subsistemele conțin o singură specie chimică, 
dar situația generală se discută în mod similar) echilibrul termodinamic dintre cele două 
subsisteme implică numai gradul termic (Xo = U, Fo = 1/T) și gradul chimic (X-2 = N, 
F? = -^ i/T ), iar sistemul compus este:

g(ofc) =  g(«) I ] g(6)
U ,N

Prin adaptarea relațiilor (4.5) și (4.7) la situația particulară prezentă se obțin 
• condițiile de echilibru termic, și chimic

1 _ 
T(a ) ” TW

. T(a)

T ^  = T ^

= Pw
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• inegalitățile pentru sensul evoluției spre echilibru

( —  —\  T ^ )  ~ TW  ) 6U {n} >

- ^  A 
TW ) ■ S N ^  >

0 ,

0 .

în cazul evoluției în condiția existenței echilibrul termic ( T ^  = T ^ ) ,  inegalitatea cores
punzătoare gradului chimic devine

( n ^  -  n ^ )  - 5 N ^  > 0 ,

iar aceasta se interpretează astfel: sistemul cu potențialul chimic mai mic primește particule 
(5N > 0).
Pe baza rezultatelor anterioare se remarcă următoarele proprietăți ale potențialului chimic: 

-  este parametrul intensiv conjugat energetic cu numărul de particule ( &CN  = P dN)-, 
-  are valori egale pentru sisteme aflate în contact termic și chimic.

Sistem  într-un câm p extern  conservativ

Se consideră un sistem termodinamic cu o singură specie de particule3 , care este plasat 
într-un câmp extern conservativ (de exemplu un câmp electrostatic sau un câmp gravitațio
nal), iar energia potențială (externă) a unei particule este 9;; atunci lucrul elementar efectuat 
de forțele de câmp la deplasarea dTV particule din punctul de potențial nul I/>Q =  0 până în 
punctul cu energia potențială 99 este

3 Restrângerea la o singură specie de particule s-a făcut numai pentru a simplifica expunerea, dar cazul 
general se discută în mod similar.

4 într-o exprimare riguroasă se poate utiliza numai parametrul intensiv chimic total, fără să se evidențieze 
o separare în termenii intern (fi) și extern (1̂ ).

d Z e x t =  V dN  ,

care arată că 9? este parametrul intensiv conjugat cu numărul de particule N  (analog cu 
potențialul chimic fi).

Conform observațiilor anterioare, variația de energie internă la variația infinitezimală a 
numărului de particule ale sistemului este

d UN = fi dN + 9? d/V = (fi + 99) dN
= PN ' } dN ,

care arată că parametrul intensiv entropie (efectiv) pe gradul chimic este în acest caz4

F (ef) _  M +  y

In prezența unui câmp extern conservativ, un sistem termodinamic aflat într-o stare de 
echilibru este în general neomogen, astfel încât parametrii de stare intensivi sunt variabili 
spațial; atunci, pentru a aplica metodele generale de stabilire a condițiilor de echilibru se di
vide mental sistemul în subsisteme foarte mici, care pot fi aproximativ considerate subsisteme 
omogene. Conform construcției mentale precedente frontierele interne dintre subsisteme sunt 
fictive, deci sunt total permeabile. în această situație condițiile de echilibru termic și chimic 
între subsisteme sunt

F
1

0  =  =  r

4 ' °  =
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sau exprimate mai intuitiv în limbaj energetic

T(r)  = const.(r) 
p(r) + <p(r) = const.(r) 

unde prima condiție exprimă omogenitate termică a sistemului, iar cea de a doua condiție 
exprimă neomogenitatea chimică a sistemului (densitatea de particule este variabilă spațial).

Se menționează următoarele observații:
• în funcție de particularitățile specifice ale sistemului pot exista alți parametri intensivi 

netermici care sunt variabili spațial.
• In cazul când se consideră câmpul electrostatic, energia potențială a unei particule este

<p = q $  ,

unde q este sarcina particulei, iar $  este potențialul electrostatic; atunci, parametrul intensiv 
energetic efectiv este numit potențialul electro-chimic ■

ip = p + q $ , 

iar acesta este constant spațial 
i/) = const.(r) .

4.2 Condițiile de echilibru ale sistemelor în contact cu 
rezervoare

4.2.1 D efin irea  fizică  a unui rezervor term od in am ic
Rezervorul este un sistem termodinamic auxiliar, asociat sistemului termodinamic stu

diat, având o extensie foarte mare în raport cu sistemul studiat și aflat în contact termodi
namic cu acesta (cei puțin diaterm).

Relativ la definiția anterioară se observă următoarele caracteristici:
-  calitatea de rezervor, pentru un sistem termodinamic, se definește numai în raport cu 

sistemul termodinamic studiat; .
-  deși fizic este posibil ca sistemul termodinamic studiat să fie în contact adiabatic cu 

rezervoare, totuși problemele legate de aceste tipuri de rezervoare nu implică raționamente 
termodinamice pure astfel că se vor omite în continuare rezervoarele care nu sunt în contact 
cel puțin termic cu sistemul studiat.

Pentru a deduce formularea explicită a condițiilor unui rezervor, se consideră că este 
sistemul termodinamic studiat, fR este rezervorul asociat sistemului S , iar frontiera dintre 
aceste sisteme E este X-permeabilă, unde X  = (X Q, X , , . . . ,  X m ) este un set de parametri 
de stare extensivi care include parametrul extensiv al gradului de libertate termic (Xo = ^ ) ; 
simbolic situația considerată este

6  J  î l  = sistem izolat . 
x

Datorită faptului că 91 are extensie foarte mare în raport cu 6 , rezultă că parametrii 
extensivi ai rezervorului sunt foarte mari față de parametrii corespondenți ai sistemului 
studiat:

XJr ) » X > , (j = 0 , l , . . . , n ) , 

unde ”1”, . . . ,  "n” sunt gradele de libertate netermice comune sistemului studiat și rezervoru
lui. Această diferență, ca ordin de mărime, între parametrii de stare extensivi corespondenți 
are următoarea consecință: la contactul termodinamic dintre 6  și î l  parametrii de stare ex
tensivi permeabili prin frontieră au variații egale și opuse 6 X ^  = -  6Xj , (j =  0 ,1 ,.. .  , n ) , 
dar în timp ce parametrii de stare extensivi ai sistemului pot avea variații apreciabile 
(6Xj ~  XȚ), parametrii de stare extensivi corespondenți ai rezervorului au variații neglijabile 
( i x j r * ^  x j r )̂; atunci, interacția dintre sisteme are ca efect, pe de o parte, modificări apre
ciabile ale stării sistemului 6 ,  dar în același timp aceste modificări sunt neglijabile pentru
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starea rezervorului 91 (starea unui sistem termodinamic este complet determinată de valorile 
setului complet de parametri de stare extensivi). Datorită faptului că într-o stare de echilibru 
termodinamic parametrii de stare intensivi au valori precizate, rezultă următoarea propri
etate importantă a rezervorului: parametrii de stare intensivi ai rezervorului sunt constanți, 
când acesta este în contact termodinamic cu sistemul studiat.

Considerând că 6  și 91 sunt în stări de echilibru mutual, condițiile (4.5) -  (4.6) impun 
ca cele două sisteme să aibă valori egale pentru parametrii de stare intensivi ai gradelor de 
libertate pe care frontiera internă este permeabilă:

F ^ F j  <=> Pjr )  = P j ,  (j =  0 , l , . . . ,m )  .

Rezultatul anterior evidențiază o proprietate foarte importantă a rezervorului: în procesele 
cuasi-statice ale sistemului &, aflat în contact prin frontiera X-permeabilă cu rezervorul 
^R, parametrii de stare intensivi ai sistemului 6 ,  pe gradele de libertate la care frontiera cu 
rezervorul este permeabilă, sunt constanți (egali cu parametrii de stare intensivi corespondenți 
ai rezervorului):

Pj = P ^  = const. , (j =  0 ,1 ,. . .  ,m) <=> P  = P ^  = const. .

Datorită proprietății anterioare (de a menține constanți parametrii de stare intensivi P  ai 
sistemului termodinamic cu care este în contact), acești parametri de stare intensivi constanți 
se includ ca indici ai rezervorului: 9\p =  91p0 ....pm .

Se vor particulariza rezultatele generale anterioare pentru cele mai importante tipuri de 
rezervoare.

term ostat (rezervor termic) 91Ț  are următoarele proprietăți:
• frontiera cu sistemul studiat este numai diatermă

T  =  © |J91 T ; 
u

• sistemul efectuează transformări isoterme

T  = T ^  •

• rezervorul furnizează energie sistemului sub formă de căldură

dW = i î 2 .

term ostat și sursă de lucru de com presie fR^qj are următoarele proprietăți:
• frontiera cu sistemul studiat este diatermă și mobilă

î  = 6  | J  91T ,?  ; 
u,v

• sistemul efectuează transformări isoterme-isobare

{ T  = T ^ , 
*P = *P<r) ;

• rezervorul furnizează energie sistemului sub formă de căldură și de lucru de compresie

• dW = dQ + cT £i/ .

term ostat și sursă de particu le fH^^ are următoarele proprietăți (se consideră pentru 
simplitate că sistemul termodinamic studiat are o singură specie de particule):
• frontiera cu sistemul studiat este diatermă și permeabilă la particule

T =  6  J  K T .» ;
U,N
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• sistemul efectuează transformări isoterme și la potențial chimic fixat

T  = T ^  , 
R  = R( r } ;

rezervorul furnizează energie sistemului sub formă de căldură și de lucru chimic

dU = ă Q + S C N  .

4.2.2 Modelarea matematică a rezervorului
Se consideră situația generală în care sistemul termodinamic studiat 6  și sistemul ter

modinamic auxiliar S ' sunt într-un contact termodinamic printr-o frontieră permeabilă la 
setul de parametri de stare extensivi (XQ, . . . ,X m ), iar sistemul total este izolat. Pentru 
o exprimare concisă se vor utiliza notații vectoriale de tipul celor utilizate în secțiunea 
anterioară.

• Pentru sistemul 6 :

— setul parametrilor de stare extensivi permeabili prin frontiera internă este 
X d= ( X 0 , . . . , X m ) ,

— setul parametrilor de stare extensivi impermeabili prin frontiera internă este
Z  = (Xm + 1 , . . . J r ) ,

-  setul parametrilor de stare intensivi (entropiei și respectiv energetici) conjugați 
parametrilor permeabili prin frontiera internă este 
F d̂ ( F 0 , . . . ,F m ) = >  P ^ t F o , . . - . ^ ) ,

-  ecuația termodinamică de stare entropică este S  = S ( X , Z ) .

• Pentru sistemul 6 ':

— setul parametrilor de stare extensivi permeabili prin frontiera internă este

-  setul parametrilor de stare extensivi impermeabili prin frontiera internă este 
z ' ^ r ( x ^ + i

— setul parametrilor de stare intensivi (entropiei și respectiv energetici) conjugați 
parametrilor permeabili prin frontiera internă este

— ecuația termodinamică de stare entropică este S ' = S '(X ',  Z ') .

Sistemul total este
î  = 6  J f i '  = sistem izolat . 

x

In situația prezentă sunt valabile următoarele condiții:
a. condițile de echilibru termodinamic mutual între sisteme

F ^ F j  Q = 0 ,. . . ,m )  = >  F ' = F ,

b. condițiile de conservare ale parametrilor extensivi totali corespunzători gradelor de 
libertate pe care frontiera internă este permeabilă

W ' = — 6Xj (j = 0 ,. . .  ,m ) => 6 X ' = — 6 X  .

Se consideră sistemele la echilibru termodinamic și se efectuează variații mici 6X  ale para
metrilor de stare extensivi și permeabili prin frontiera internă ai sistemului studiat; variația
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corespunzătoare de entropie a sistemului auxiliar se poate exprima prin dezvoltare în serie 
tayloriană

S '(X ' + 6 X ',Z ')

- S ( x  , z )  + \  d x , 6X3 + d x> dx 'k ' 6 X j  6 X k  +  - - 
j=0 3 j tk J K

Se utilizează definițiile (2.1) ale parametrilor de stare intensivi entropiei și condițiile men
ționate anterior, pentru a exprima maxim posibil variația de entropie a sistemului auxiliar 
prin mărimi ale sistemului 6  (termenul de ordinul 1 al dezvoltării tayloriene și variațiile 
parametrilor extensivi)

<55' =  S '(X ' - 6 X , Z ' ) - S ' ( X ' , Z ' )

_  _ F . S X  +  - ^ - ^ 7— ' - . 6 X j 6X k  + . . .
i,k 1 k

Deoarece rezervorul termodinamic este un sistem cu extensie foarte mare (față de sistemul 
studiat) și singura sa proprietate interesantă este de a impune ca parametrii de stare intensivi 
ai sistemului studiat, pe gradele de libertate la care frontiera internă este permeabilă, să fie 
fixați, se va modela rezervorul printr-un șir de sisteme auxiliare de tipul sistemului ©', dar 
având extensii crescătoare și se va căuta să se elimine orice informație specifică sistemelor 
auxiliare din expresiile interesante din punct de vedere fizic.

Pe baza considerațiilor anterioare, se consideră șirul de sisteme { 6 ^  }*-»» care au 
următoarele proprietăți:

i. fiecare sistem este similar cu sistemul auxiliar inițial & , adică au aceleași grade de liber
tate termodinamice și ecuațiile termodinamice fundamentale sunt reprezentate prin aceeași 
funcție (dar cu alte variabile): S( =  S '(X 'x , Z'x ) ;

ii. parametrii de stare extensivi ai sistemului 6 'A sunt egali cu parametrii de stare ai 
sistemului auxiliar inițial amplificați cu parametrul A: (X 'x ,Z 'x ) = (X X ' , X Z ') ;

iii. toate sistemele din șirul { 6 ^ } A sunt în aceleași condiții externe ca și sistemul auxiliar 
inițial, adică fiecare dintre aceste sisteme se află în contact cu sistemul termodinamic studiat 
6  printr-o frontieră X-permeabilă, iar sistemul total Î A E 6  (Jx  ®A este un sistem izolat 
și aflat într-o stare de echilibru termodinamic.

Datorită proprietății ecuației termodinamice fundamentale de a fi o funcție omogenă de 
gradul 1, se obțin următoarele proprietăți ale entropiilor sistemelor auxiliare 5 '( -^ A, -^A) :

a. conform relației (1.8), 5^ satisface condiția de omogenitate (de gradul 1)

S '( X ,
x ,Z 'x ) = S '{ X X ',X Z ')  = X S '{ X ',Z ')  ;

b. derivatele de ordinul 1 ale entropiei 5 ( (care sunt parametrii de stare intensivi) au 
proprietatea de funcții omogene de gradul 0, adică satisfac condiții de tipul (A.26c)

= d x t  =  F ' ^ X , ^ Z ^  = F 'AX ' ^  ’

[se observă că acești parametri de stare intensivi sunt egali cu parametrii de stare corespon
denți ai sistemului studiat Fj, astfel că valorile acestor parametrii de stare sunt independente 
de valoarea parametrului auxiliar de extensie A);

c. derivatele de ordinul 2 ale entropiei S( au proprietatea de funcții omogene de gradul 
-1 , adică satisfac condiții de tipul (A.25c)

d2 S'x  1 d 2S '(X ',Z ') 
dX'x - 9 X ' ~ X dX ' dX'k ’

iar derivatele de ordin superior (n > 2) ale entropiei S x  sunt din aceleași motive proporționale 
cu l /A ^ - 1 ).
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Pe baza relațiilor și proprietăților precedente, variația de entropie a unui sistem auxiliar 
din șirul { 6 ^  }  ̂ are dependența următoare în raport cu parametrul auxiliar de extensie A:

6S'X = S '(X 'x  -  6 X ,Z 'x ) -  S \ X ' x< z 'x ) = - F - 6 X + -1 ' £  ^ ^ ^  ' .

i k

Rezervorul termodinamic care fixează parametrii de stare intensivi energetici !Rp, asociat 
sistemului 6  se poate defini formal ca limita șirului de sisteme auxiliare precedente

£Rp = lim 6'A ,A—>oo

având parametrii extensivi de stare și ecuația termodinamică fundamentală (formale, pentru 
că aceste mărimi sunt infinite):

( X M , Z « )  = ( A X ' . A Z ' ) ^  , 

= s ' p x ' . A Z ' ) ^  ,

Se observă că limita A —> oo este o idealizare matematică, necesară numai pentru a formula 
în mod riguros relațiile care implică definirea rezervorului cu ajutorul șirului de sisteme auxi
liare, iar condiția practică este ca să se considere drept rezervor fizic sistemul corespunzător 
unei valori a parametrului A suficient de mare, astfel încât să se poată face aproximația 
6X/X  «  0. Atunci, prin trecerea la limită A —> oo, se obține pentru variația de entropie 
a rezervorului IRp, când se produce o variație <5X a parametrilor extensivi (ai sistemului 
termodinamic studiat) care sunt permeabili prin frontiera internă

^ ( j W  - 6 X , Z ( r ) ) = S ( r ) ( X ( r ) , Z ( r ) ) - F - 6 X  , (4.8)

care este numită relația fundamentală a rezervorului termodinamic aflat în condiția

® U  ^ p  =  s ' s t e m  izolat .

5 Este o condiție obligatorie ca frontiera să fie cel puțin diatermă.
6 Restricția frontierelor de a avea permeabilități pe grade de libertate diferite se utilizează numai pentru 

simplificarea raționamentelor, dar se obțin aceleași rezultate dacă se consideră că frontierele au permeabilități 
comune.

4.2.3 T eorem a p oten ția le lor  term od in am ice
Se consideră un sistem termodinamic compus

e (ak) =  6 (a) U  e w

Eab

care poate fi în contact termodinamic cu un rezervor 
SRp (aceste este cel puțin un termostat).

Inițial atât frontiera internă S n j cât și frontiera 
dintre sistemul S ^ ^  și rezervor Er sunt imperme
abile, iar cele două subsisteme 6 ^ ,  6 ^  se află în 
stări de echilibru (ca sisteme izolate); adică, starea 
inițială a sistemului compus este o stare de echilibru 
împiedicat.

La un moment dat frontiera S r devine permeabilă 
pe gradul de libertate termic5 și eventual pe une
le grade de libertate netermice (pentru simplificarea 
raționamentelor s-au notat indicii acestor grade de 
libertate prin ”1”, . . . ,  ”m”), iar frontiera SQj devine

Figura 4.2: Figurarea convențională 
a sistemului termodinamic compus și 
aflat în contact cu un rezervor.

permeabilă pe unele grade de libertate netermice, altele decât cele pe care frontiera cu re
zervorul este permeabilă6 (din aceleași motive de simplitate, s-au notat indicii acestor grade
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de libertate prin "m + 1”, . . . ,  ”n”); atunci, are loc un proces termodinamic (în general acest 
proces este nestatic) care conduce la o stare finală de echilibru. Această situație este ilustrată 
în mod convențional în figura 4.2.

Pentru a avea o exprimare condensată se vor utiliza notații vectoriale (de tipul celor 
utilizate la deducerea condițiilor de echilibru pentru sisteme izolate:

• X  = (XQ = U ,X \ , . .. ,X m ) este setul parametrilor extensivi permeabili prin frontiera 
dintre subsisteme și rezervor Er  [acești vectori vor avea indicele superior corespunzător sub
sistemului (a) sau (6), adică se va nota X^"’ =  ( X ^ \  . . . ,  Xm^) și X ^  = ( X ^ , . . . ,  X m ) 
și respectiv rezervorului (r), adică X ^  = (XQT\ .  . . ,Xm’)|;

• W  = (Xm + i , . . . ,  X n ) este setul parametrilor extensivi permeabili prin frontiera dintre 
subsisteme £ a j [acești vectori vor avea indicele superior corespunzător subsistemului (a) sau 
(6), adică se va nota W (o ) =  ( X ^ , . . . ,  X^n )) și W M  = ( X ^ , , . . . ,  X ^ ’);

• Z ^  = ( X ^ \ , . . . ,  X ^ )  și Z ^  = ( X ^ j , . . . ,  X^??) sunt seturile parametrilor care sunt 
impermeabili prin frontierele Er  și E a j (corespunzători celor două subsisteme), respectiv 
Z ^  =  ( X ^ j , . . . ^ ^ )  este setul parametrilor rezervorului care sunt impermeabili prin 
frontiera Er .

• F  = (FQ,F \,. . . ,F m ) setul parametrilor de stare intensivi entropiei pe gradele de 
libertate la care frontiera Er este permeabilă (adică acești parametri de stare intensivi sunt 
conjugați parametrilor extensivi X ) și respectiv P  = (Po = T, Py,. . . ,  Pm ) parametrii de 
stare intensivi energetici corespondenți.

Utilizând notațiile anterioare, sistemul total este

î  = ( 6*"’ J  © ^  ) J  Wp = sistem izolat, 
w  x

iar cele 3 subsisteme au următorii parametri de stare extensivi entropiei (în notația vecto
rială):

g(») — > ( x W ,țy W ,z W )
g(M — > { X W , W W , Z W ) 
K p  — > J X ( r ) ,Z ( r ) )

Datorită faptului că sistemul total este izolat, frontiera internă dintre cele două subsis
teme și rezervor Er este X-permeabilă, iar frontiera internă dintre cele două subsisteme 
este W-permeabilă, rezultă că procesul de evoluție spre starea de echilibru comun implică 
următoarele relații de conservare:

a. conservările parametrilor extensivi totali ai gradelor de libertate la care frontiera 
internă S r  este permeabilă

X (n) + X w  + X ( r )  =  X (T) = const. , (4.9a)

b. conservările parametrilor extensivi totali (numai pentru cele două subsisteme) ai 
gradelor de libertate la care frontiera internă S a j este permeabilă

W (n) +  jyW  = ^ (« t)  =  c o n s t  , (4.9b)

c. conservările separate ale parametrilor extensivi pentru fiecare subsistem pe gradele de 
libertate la care frontiere interne sunt impermeabile

' Z ^  = const.
< Z ^  = const.
„ Z ^  = const. .

(4.9c)

In final, când sistemul total î  ajunge în starea de echilibru (corespunzătoare condițiilor
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externe și permeabilităților frontierelor interne) se realizează condiția de maxim a entropiei

= sup I s ^ ^ X ^ ^ ^ - Z ^ ) + S (b'l ( X w ,W {b}-,Zw )
X '-'  +  X ^  +  X 'H ^ X 1’ 1

W<a ) +lV ’(b) _ | y  (afc)

+ 5 ( r ) ( X ( r ) ;Z ( r ) ) ] .

în membrul drept al condiției anterioare se caută să se elimine caracteristicile irrelevante ale 
rezervorului prin relația de conservare (4.9a) și relația fundamentală a rezervorului (4.8)

x (r) = X {T) -  ( x (n) + x (6)) ,
Sw ( x w  -  (X (a) + X w ) , Z ^  = 5 ( r )(X ,T ),Z (r )) -  F • (X (n) + X (6)) ;

atunci, prin înlocuirea realațiilor anterioare în condiția de maxim al entropiei totale, se 
obține:

5 ( r )  (X (T ), W ^ -, ZM  , ZW  , Z ^  )
= sup [ 5 W ( X w ,W w ; Z (") ) + S ( 6 )( X ( 6 ) ,Wf ( 6 ) ;Z w )

Xl«) +  X W  =  x ( r | _ X (r )

-F  • (X w  + X (6)) + Sw ( X ( r ); Z (r) ) ] .

în continuare condiția precedentă se transformă pe baza următoarelor observații:
i. rezervorul Mp este interesant numai prin efectele sale asupra sistemului 6<a t > (adică 

fixarea valorilor parametrilor intensivi F), astfel că parametrii (X ^ , Z ^ )  sunt neprecizați 
și cu valori neinteresante (în consecință, de asemenea X ^  este neinteresant);

ii. 5 ^ ( X (T );Z ( r ) ) este o mărime constantă și neinteresantă;
iii. datorită faptului că X*r > și X ^  sunt neinteresante, din relația de conservare (4.9a) 

rezultă că parametrii de stare extensivi ai subsistemelor interesante X ^  și X ^  pot varia 
în mod necorelat (adică rezervorul Mp relaxează constrângerile asupra parametrilor totali 
ai subsistemelor X ^  + X ^ ) .

Pe baza observațiilor anterioare, se regrupează termenii și condiția de maxim precedentă 
devine:

S ^  ( X ^ ^ W ^ ; Z ^ ^ Z ^ ^ Z ^  )
= sup [ { ^ ( x W ^ W i Z W j - F X W }

+ { S ^ X ^ W ^ j Z ^  ) - F - X ^  } ] + 5 ( r ) ( X w ;Z ( r ) ) .

în ultima relație se observă că se pot efectua operațiile de supremizare în raport cu parametrii 
de stare extensivi X ^  și X ^  în mod separat, astfel că se obțin potențialele termodinamice 
entropice, ale celor două subsisteme interesante, care sunt transformatele Legendre pe gradele 
de libertate pe care rezervorul fixează parametrii de stare intensivi, conform definiției (2.37):

5 M - 5 W  = s u p  |  s u p { 5 w ( X w , l ¥ w ;Z w ) - F X w }

+ sup { S w ( X w ,W w -Z { b }) - F - X ^  } ]

= sup [ 5 F ) ( F ,W w ,Z w ) + 5 {p ) (F ,W r ( ', ) ,Z ((’) ) l  .
W l“l+ W (b ) = lV l“'’1

Membrul stâng al relației precedente este exprimat prin mărimi nedeterminate și neintere
sante fizic; pe de altă parte, suma celor două potențiale din membrul drept permite expri
marea membrului stâng drept potențialul total al sistemului compus ©t"6), datorită carac
terului de mărime aditivă a oricărui potențial termodinamic. Astfel eliminând din condiția
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de echilibru anterioară orice caracteristică irrelevantă fizic a rezervorului, se obține forma 
generală a condițiilor de echilibru pentru un sistem compus și aflat în contact termodinamic 
(cel puțin termic) cu un rezervor:

S ^ b ) ( F , W , Z (a \ z w  )

= sup | s ^ ( F , I V w ,Z ( a >) + S {P ( F , W W , Z W ) ] , (4.10)

care se interpretează fizic astfel: potențialul termodinamic entropie natural al sistemului 
compus corespunzător rezervorului (adică transformata Legendre a ecuației termodinamice 
fundamentale entropice pe gradele de libertate ale parametrilor de stare intensivi fixați de 
rezervor) este maxim în starea de echilibru termodinamic a sistemului total și este numită 
teorem a de m axim  a p oten ția le lor  term od inam ice entropice.

frebuie să se remarce că teorema de maxim a potențialelor termodinamice entropice im
plică efectuarea condiției de maxim numai în raport cu permeabilitățile frontierei dintre cele 
două subsisteme S a j (dar nu și în raport cu permeabilitățile frontierei cu rezervorul). Pentru 
explicitarea acestor condiții de echilibru se procedează asemănător cu metoda utilizată pen
tru deducerea explicită a condițiilor de echilibru ale unui sistem compus și izolat (4.5), adică 
se utilizează direct relația de conservare (4.9b) și condiția (4.10) se reduce la maximizarea 
funcției

S F a b{ W (a }; F , W (a b } , Z M , Z ^  ) =  5 ^  ( F , W ( a } , Z ^  ) +  S ^  ( F, W {ab} -  W { a } , Z w  ) 

= max ( W ^ )  .

Conform analizei matematice clasice, condițiile necesare pentru maximizarea funcției S F  ab 
sunt date de anularea derivatelor parțiale ale acestei funcții în raport cu variabilele W ^ :

d S--F---ab=  0 ,„  u =  m +  1 , . . . ,  n) .,

Dacă se explicitează funcția S P ab conform definiției și se utilizează forma diferențială a 
potențialului S F

d S F ^ - ^ X j  dF, + 5 2  ^ t ^ i +  1 2  F i  d X i  ’ *
j= Q  l =  m +  l i= n + l

derivata parțială implicată în condiția de maxim devine

d S F  ab _  d S ^  ^^F d ( x \ ab} - X [ a })

X < b > = X < a b ) - X l a >

= F ^  + F 1
(b\ . - ( - l ) ;

atunci se obține sistemul condițiilor necesare pentru starea de echilibru

F ^  = F\b\  (j = m +  ,

adică: egalitatea parametrilor intensivi entropiei ai subsistemelor pentru gradele de libertate 
la care frontiera internă este permeabilă.

Datorită faptului că transformarea Legendre implică gradul de libertate termic, con
form relației generale dintre potențialele termodinamice entropice și energetice corespon
dente (2.68), se poate exprima potențialul entropie S F {F , W , Z ) prin potențialul energetic 
corespondent U P ( P , W , Z  ):

S F ( F , W , Z )  = - ± U P ( p , W , Z )  .

Atunci, considerând temperatura pozitivă (adică sisteme termodinamice normale) și uti
lizând identitatea

sup [ -  c f (x )  ] =  -  c inf [ f (x )  ] , c > 0 ,
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din egalitatea (4.10) se obține (după simplificarea termenului — 1/T) condiția de echilibru 
pentru un sistem compus și aflat în contact termodinamic (cel puțin termic) cu un rezervor:

u(p \p ,w ,z (a\ z ^ )
= inf (4.11)

care se interpretează fizic astfel: potențialul termodinamic energetic natural al sistemului 
compus corespunzător rezervorului (adică transformata Legendre a ecuației termodinamice 
fundamentale energetice pe gradele de libertate ale parametrilor de stare intensivi fixați de 
rezervor) este minim în starea de echilibru termodinamic a sistemului total și este numită 
teorem a de m in im  a p oten ția lelor term odinam ice energetice.

Pentru a concretiza rezultatele anterioare, se va considera situația cea mai simplă când 
subsistemele au frontiera permeabilă numai pe un grad de libertate netermic "i" și aceste 
subsisteme sunt în contact termic cu un termostat:

( 6 ^ '  J  6 ^ ^  J  9Ur = sistem izo lat. 
x, u

în acest caz prin particularizarea condițiilor de echilibru în formă entropică (4.10) [atunci 
potențialul termodinamic entropie natural este funcția Massieu) sau energetică (4.11) [atunci 
potențialul termodinamic energetic natural este energia liberă], se obțin condițiile echivalente

= U ^  = min (X,) .

Din ambele condiții se obține drept condiție explicită egalitatea parametrilor intensivi (en
tropiei sau energetici7 ) pe gradul de libertate netermic la care frontiera dintre cele două 
subsisteme este permeabilă

4.3 Stabilitatea echilibrului termodinamic
Se consideră un sistem termodinamic normal simplu sau compus; parametrii de stare 

extensivi energetici ai sistemului vor fi notați prin simbol vectorial, la fel ca în relația (2.15)

Y  = r ( y0 = s , r ,  = % ! , . . . ,  yr  = x r ) .

Se va face discuția condițiilor de stabilitate ale stărilor de echilibru termodinamic utilizând 
inițial reprezentarea termodinamică energetică fundamentală (apoi se vor exprima condițiile 
de stabilitate într-o reprezentare energetică derivată arbitrară), deși este posibil să se efec
tueze discuții similare cu reprezentări entropice.

Trebuie remarcat faptul că discuția condițiilor de stabilitate utilizând o reprezentare 
entropică este direct legată de axiomele termodinamicii neo-gibbsiene, dar are dezavantajul 
major că parametrii de stare intensivi nu sunt legați direct de mărimi observabile simple 
(în general sunt rapoarte de mărimi observabile simple), astfel că se obțin condițiile de 
stabilitate a stărilor de echilibru termodinamic exprimate prin derivate care nu se exprimă 
în mod simplu prin coeficienți termodinamici uzuali.

Spre deosebire de reprezentările entropice, reprezentările energetice, deși provin dintr-o 
operație de inversare a ecuației termodinamice fundamentale (postulată de axiomele neo- 
gibbsiene), au avantajul exprimării condițiilor de stabilitate direct psin coeficienți termodi
namici standard.

Datorită motivelor prezentate anterior, se va face deducerea condițiilor de stabilitate a 
stărilor de ecliilibru termodinamic și discuția consecințelor acestor condiții de stabilitate 
asupra coeficienților termodinamici utilizând numai reprezentări energetice.

7 Datorită faptului că temperatura celor două subsisteme este fixată de rezervor, rezultă în mod automat 
că egalitatea parametrilor de stare intensivi entropiei ai unui grad de libertate netermic (pentru cele două 
subsisteme) implică egalitatea parametrilor corespondenți energetici, conform relațiilor (2.22).
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4.3.1 Formularea condițiilor de stabilitate
A. C ondițiile  de sta b ilita te  exp rim ate în  reprezentarea term odinam ică 
fundam entală

Pentru discutarea condițiilor de stabilitate a stărilor de echilibru termodinamic sunt 
importante următoarele proprietăți generale ale ecuației termodinamice fundamentale ener
getice8 W(Y):

8 Proprietățile generale ale reprezentării termodinamice fundamentale energetice și in particular ale ecuației 
termodinamice fundamentale corespunzătoare sunt prezentate in Secțiunea 2.1.2.

9 In această situație termodinamica clasică studiază posibilitatea revenirii sistemului la starea de echilibru 
inițială, adică stabilitatea stării de echilibru față de mici perturbații.

1 °In Secțiunile A.4 și A.5 din Anexa A sunt prezentate proprietățile matematice ale funcțiilor omogene 
și respectiv ale funcțiilor concave sau convexe, care sunt importante pentru formularea neo-gibbsiană a 
termodinamicii; pentru discuția stabilității echilibrului termodinamic sunt importante lemele A.l și A.12.

i. U (Y) este o funcție diferențiabilă cel puțin de ordinul 2 (în raport cu toate variabilele);
ii. W(Y) este o funcție convexă în raport cu toate variabilele Y;
iii. W(Y) este o funcție omogenă de gradul 1 în raport cu toate variabilele Y  și este o 

mărime aditivă (pe subsisteme);
iv. dacă se discută numai sisteme termodinamice normale, atunci temperaturile stărilor 

de echilibru sunt pozitive T  = ( d U /d S ) ^ }  > 0 •
Se consideră că sistemul studiat se află inițial într-o stare de echilibru termodinamic carac
terizată prin ecuația termodinamică fundamentală energetică U = U (Y) și apoi se produc 
variații mici (față de starea de echilibru) ale parametrilor de stare extensivi9 { 6Yj }J = o,r ; 
datorită faptului că i/(Y ) este o funcție convexă, conform proprietății (A.35), dezvoltarea 
sa tayloriană de ordine superioare este nenegativă:

o,r

E d2 U 
dYi dYj 6Yi 6Yj + . . .  > 0 ,

astfel că hessiana ecuației termodinamice fundamentale energetice [92W(Y)/3Kj âKJi j-o y 
este o matrice de ordinul (r-l- 1) semi-pozitiv definită. Atunci, conform inegalităților (A.36), 
condițiile necesare pentru serni-pozitivitatea hessianei se exprimă prin semi-pozitivitatea 
determinanților tuturor minorilor principali ai acestei matrici:

Oj1” ^ ,  (Z = l , . . . , r + 1 ) , (4-12)

unde II este o permutare arbitrară a indicilor gradelor de libertate termodinamice ale sis
temului fi = ( ^  Jp

r
+ 1 ) , iar determinanții minorilor principali se pot exprima ca jacobi- 

eni ai unor seturi arbitrare de ecuații de stare (ale reprezentării termodinamice fundamen
tale) în raport cu variabilele conjugate (acestea sunt parametrii de stare extensivi conjugați 
parametrilor de stare intensivi care reprezintă ecuațiile de stare alese):

D 1̂  = det 3 2 W(Y) d P „ ,M  d ^ , . . . ^ }
d Y ^ d Y ^  dY ^ . d { Y ^ . . . , Y ^ '

Setul condițiilor de semi-pozitivitate a hessianei ecuației termodinamice fundamentale ex
primat în forma (4.12) este numit sistemul condițiilor de stabilitate.

Asupra rezultatelor anterioare este necesar să se prezinte următoarea observație impor
tantă: deoarece ecuația termodinamică fundamentală U (Y) este nu numai o funcție convexă, 
dar și o funcție omogenă de gradul 1 (în raport cu toate variabilele Y), atunci conform pro
prietăților generale ale funcțiilor omogene1 0 , determinantul total al hessianei ecuației termo
dinamice fundamentale este identic nul (independent de eventuale proprietăți de convexitate 
ale acestei ecuații)

r+ 1 -  d ( Y o ,. . . ,Y r ) ° ’

astfel că sistemul condițiilor de stabilitate (4.12) trebuie reformulat prin excluderea determi
nantului total Dr + | (adică, în sistemul de inegalități (4.12) se consideră numai determinanții 
minorilor de ordinele l < r).
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Situația este de tipul celei discutate în Anexa A, la comentariile lemei A.12, și se va 
proceda analog, utilizând reducerea ecuației termodinamice fundamentale în raport cu un 
parametru de stare extensiv netermic:

• se alege variabila de reducere să fie parametrul extensiv de pe ultimul grad de libertate 
(netermic) Yr  = X T și se definesc variabilele reduse

Y
Vj = y ,  (j = 0 , l , . . . , r - 1) = >  y =  (î/o ,3 /i,...,î/r-i) ;

• se efectuează reducerea ecuației termodinamice fundamentale, conform relației (2.26)

i/( f0 , . . . , r r _ i ,r r ) = r r U (w , . . . , M ;

• conform lemei A. 12, ecuația termodinamică fundamentală redusă u(y) este o funcție 
convexă (în r  variabile), dar în general nu mai este este o funcție omogenă; atunci, 
pentru ecuația termodinamică fundamentală redusă se pot impune condițiile de con- 
vexitate fără să mai apară implicații eventuale ale omogenității: matricea hessiană fiind 
semi-pozitiv definită, rezultă că toți determinanții minorilor principali sunt pozitivi'.

d ^ ^ d e t  ( f = l , . . . , r ) ,  (4.13)
d y ^ d y ^  i j = —t o (yn i , . . .  ,y^,)

iar 7T este o permutare a arbitrară a indicilor gradelor de libertate termodinamice reduse 
ale sistemului TT = ( “  ''■ ').

Condițiile de stabilitate exprimate în forma (4.13) pentru reprezentarea termodinamică fun
damentală energetică sunt mai convenabile decât setul de inegalități (4.12) pentru că sunt 
eliminate toate restricțiile datorate proprietăților de omogenitate ale ecuației termodinamice 
fundamentale.

Din punct de vedere fizic există două situații, care implică o tratare diferită a condițiilor 
de stabilitate.

• Sistemul se află în stări de echilibru simple (corespunzător la o singură fază sau la 
faze constituite din particule de specii chimice diferite, astfel că nu se produc tranziții 
de fază); în acest caz ecuația termodinamică fundamentală redusă u(y) este o funcție 
strict convexă, iar condițiile (4.13) devin inegalități stricte

^ ' S O ,  V TT, (l = l , . . . , r ) .

• Sistemul se află în stări de echilibru cu faze coexistente care sunt constituite din par
ticule ale acelorași specii chimice, astfel că se produc tranziții de fază; în acest caz 
ecuația termodinamică fiindamentală redusă u(y) este o funcție semi-convexă, astfel 
că există domenii în spațiul parametrilor de stare reduși y pentru care determinanții 
minorilor principali se anulează: d ^  = 0. Stările sistemului corespunzătoare acestor 
domenii sunt stările critice la tranzițiile de fază.

B. C ondițiile de stab ilita te  exprim ate în reprezentări term od inam ice derivate

Se va alege o reprezentare termodinamică derivată arbitrară, în care pe o parte din 
gradele de libertate termodinamice se utilizează parametrii de stare intensivi, iar pe restul 
gradelor de libertate termodinamice se utilizează parametrii de stare extensivi; pentru a 
trata  acest caz general (fără să se precizeze detalii asupra gradelor de libertate) și în același 
timp pentru a avea o notație condensată, se reordonează gradele de libertate termodinamice 
ale sistemului astfel încât gradele de libertate care vor fi reprezentate prin variabile intensive 
să fie pe primele poziții și se introduce o notație vectorială pentru cele 2 seturi de variabile:

(K o ,.. . ,r r ) — >(YK i , . . . , Y n m ,Y n m + 1 , . . . , Y K r+ l) = (Y ,W )  .
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Atunci, pentru a introduce ca variabile parametrii de stare intensivi pe primele grade de 
libertate, se efectuează transformarea Legendre pe aceste grade de libertate

( K , , . . . , ^ , ^ , . . . , ^ , ) ^ , ^ )  ^ ( P . , , . . . , ^ ^ ^

U { Y ,W ) —+U P (P ,W )

Conform proprietăților generale ale potențialelor termodinamice energetice, U p(P , W )  este 
o funcție concavă în raport cu variabilele intensive P  și este o funcție convexă în raport cu 
variabilele extensive W .

Așa cum s-a arătat în discuția anterioară asupra condițiilor de stabilitate exprimate 
în reprezentarea termodinamică fundamentală, este convenabil să se utilizeze reprezentarea 
termodinamică redusă. Atunci, se alege ca variabilă de reducere ultimul parametru extensiv 
Kr^, și se notează parametrii de stare extensivi reduși în formă vectorială

Y
{ y ^ ^  - - ^ r )  = ^  > y j  = — 1— , (j = nm + 1 ,...,7 r r ) ;

apoi se utilizează formula de reducere (2.61), care în cazul studiat devine

U p (P ,W )  = Y7, ^ i uP (P ,w ) .

Potențialul termodinamic redus u p (P ,w )  este o funcție concavă în raport cu variabilele P 
și este o funcție convexă în raport cu variabilele w, conform lemelor A.9 și A.12; pe de altă 
parte, forma diferențială a acestui potențial termodinamic este

m  r
dup = -  y ^  dPn i + ^  Pn j dyn j .

i=l j = m+l

Din proprietățile de concavitate și convexitate ale potențialului u p (P ,w )  se obțin urmă
toarele consecințe.

• Se consideră variabilele w  fixate, astfel că se discută potențialul u p (P ,w )  numai în 
raport cu variabilele intensive P-, datorită concavității, hessiana parțială a potențialului 
numai în raport cu variabilele intensive [ d 2u p (P ,w )  /  OP*, dP ^ ] ij= T ^  este o matrice 
negativ definită, astfel că sunt valabile condițiile (A.39) în forma redusă

( - 1 ) 'd1
W w  > 0 , ( / = l , . . . , m ) .

Determinanții minorilor principali ai hessianei parțiale dj'*“  se transformă în jacobieni prin 
utilizarea formei diferențiale a potențialului (pentru a avea expresii concise se vor omite în 
mod sistematic parametrii fixați w)

d}"’™ = det d 2 up 
d P ^ d P ^ d t P ^ . - . ' P ^  1 J d (P n i , . . . , P 7ri) ’

astfel că se obțin condițiile de concavitate parțială a potențialului termodinamic redus în 
forma

( f = l , . . . , m ) .  (4.14a)

• Se consideră variabilele P  fixate, astfel că se discută potențialul u p (P , w) numai în ra
port cu variabilele extensive reduse w; datorită convexității, hessiana parțială a potențialului 
în raport cu variabilele extensive reduse [ d 2u p (P ,w )  /  d y^  Oy^ ], j = m + \ r e s te  0  matrice 
pozitiv definită, astfel că sunt valabile condițiile (A.36) în forma redusă

d ^ P  > 0 ,  (/ = 1 ,. . . ,  r  -  m) .

(ir] PDeterminanții minorilor principali ai hessianei parțiale d) ’ se transformă în jacobieni prin 
utilizarea formei diferențiale a potențialului (pentru a avea expresii concise se vor omite în 
mod sistematic parametrii fixați P)

^ P  = det d2 uP  =  3 (P T „ . . . , P „ )
Oy*, d y ^  . j = T -t d (y^  , . . . ,y „ ,)  ’
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astfel că se obțin condițiile de concavitate parțială a potențialului termodinamic redus în 
forma

(/ = l , . . . , r ) .  (4.14b)

Utilizând rezultatele precedente și proprietatea generală a schimbării de variabile în ja- 
cobieni, exprimată prin relația (A.17), se obține pentru un jacobian general al reprezentării 
(P ,w ):

9  (Pni > ■ • • > fir m > yirm  + i ; • • • > VT<I )
(y^i > • • • > y ^ , P*m +i , • ■ ■ > Pwi)

_  9  (P n i  , . . . , P*m  > y-Km + 1 > ■ • • > V^i) & (y*! > ■ ■ ■ > Vnm  i Virm + i , • • • > Virt)
& (î/rri > ■ • • > Vili > y*m +i > • • • > V*i) & kV î > • • • > Vir, > Pirm  + i > • • • > fir i)

= d ț f i r n - . - . f i r . J  £ ^ 2 ± i l i l i i yȚri )  >  Q

(î/iri > ■ ■ ■ > J/wm ) (fir„  + i > • • • > firrt)

adică forma cea mai generală a condițiilor de stabilitate este

9  (firi > • • • > firm > Virn+i : ■ • ■ > Viri) >  Q (4 15)
& (î/rri , - - - > Vnt > firm +  i , ■ • • , fir ( )

care se exprimă astfel: pentru ca o stare de echilibru termodinamic să fie stabilă este necesar 
ca orice jacobian având ca funcții un set arbitrar de parametrii de stare intensivi și extensivi 
reduși (pentru grade de libertate termodinamice distincte), iar ca variabile setul parametrilor 
de stare conjugați (aranjați in aceeași ordine) să fie nenegativ.

4.3.2 Consecințe ale condițiilor de stabilitate asupra coeficienților 
termodinamici simpli

Condițiile de stabilitate ale stărilor de echilibru termodinamic, obținute anterior în cazul 
general, sunt inegalități exprimate cu elemente de matrice ale hessianei ecuației termodina
mice fundamentale sau ale unui potențial termodinamic; pe de altă parte, în capitolul prece
dent s-a arătat că aceste elemente de matrice sunt direct legate de definițiile coeficienților 
termodinamici simpli. în consecință, aceste condiții de stabilitate implică inegalități expri
mate prin coeficienți termodinamici.

U tilizarea hessianei entalp iei generalizate Metoda cea mai directă pentru a deduce 
consecințele cele mai importante ale condițiilor de stabilitate asupra coeficienților termodi
namici simpli este să se utilizeze teorema 3.4, conform căreia setul următorilor coeficienți 
termodinamici simpli (care implică pentru toți acești coeficienți același grad de libertate 
netermic) capacitățile calorice sensibile și latente, susceptibilitățile isotermă și adiabatică, 
precum și coeficienții termici ai parametrilor netermici intensiv sau extensiv se exprimă prin 
derivate de ordinul 2 (adică elemente de matrice ale hessianei) ale entalpiei generalizate, așa 
cum rezultă din relațiile (3.31) -  (3.38).

Pentru simplitate, se vor considera numai sisteme termodinamice care nu implică tranziții 
de fază) și se vor utiliza notațiile condensate din Teorema 3.4:

• setul parametrilor (intensivi sau extensivi) constanți ai gradelor de libertate neintere
sante sunt ({P}, {X}) = (P j , . . . ,  P,_i ,X i + I , .. ., X r ) ;

• entalpia generalizată implică transformarea Legendre numai pe gradele de libertate 
netermice pe care se utilizează parametrii de stare intensivi (constanți) Ri = U{P } ;

• coeficienții termodinamici simpli pentru procesele ({P}, {X}) se obțin din submatricea 
hessiană de ordinul 2 corespunzătoare gradului termic (care are indicele ”0”) și gradului 
netermic interesant (care este indiciat prin "i”)

[«<■>]
Oi

d S 2 d S d X i 
d 2H { i}  d 2R { i] 
d X id S  d X 2

H s s  R sx

Hs! R x x
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care are determinantul

△^ t [ * { o L d (T ,P i t { P } ,{ ^ } )
d ( s , x h { P } , { x } ) '

Conform proprietăților generale ale potențialelor termodinamice, entalpia generalizată 
H{i} = W(p)({P}, {X },S ,X i) este o funcție concavă în raport cu variabilele intensive {P} 
și este o funcție convexă în raport cu variabilele extensive ({X },5,X i); ca urmare, dacă se 
exclud tranzițiile de fază, submatricea [H]oi este o matrice pozitiv definită, datorită faptului 
că aceasta corespunde derivatelor entalpiei generalizate în raport cu variabile de convexitate.

Condițiile de pozitivitate ale matricii H{i} (care este de ordinul 2) sunt exprimate prin 
pozitivitatea elementelor diagonale și a determinantului total

r H „  > 0
< H ^  > 0 .
, △ = 'Ha a -'HX X - ( K I X }'2 > 0 .

De fapt, dintre cele trei condiții sunt independente numai două:

1. determinantul total trebuie să fie pozitiv △ > 0,

2. unul dintre cele 2 elemente diagonale trebuie să fie pozitiv H M  > 0 sau H x x  > 0;

pentru că dacă determinantul total și unul dintre elementele diagonale sunt pozitive, atunci 
în mod automat este pozitiv și al doilea element diagonal.

Trebuie să se observe că elementul de matrice nediagonal H s x  nu are semnul impus de 
către condițiile de stabilitate.

Conform rezultatelor precedente și a relațiilor teoremei 3.4, se obțin următoarele concluzii 
asupra coeficienților termodinamici simpli:

• capacitățile calorice sensibile simple sunt pozitive (pentru că T > 0)

C x„< P } ,{ x } = > 0 , (4.16)

'  C P^ P U X }  =  > 0 ; (4.17)

• susceptibilitățile isotermă și adiabatică simple sunt pozitive (pentru că X > 0)

XraPMX) ~ x  (4 -1 8 )

^{ P M X }  =  % 7 ^  > 0 ;  (4 1 9 >

• coeficienții termici simpli al parametrului extensiv și respectiv al parametrului intensiv 
nu au semne impuse de către condițiile de stabilitate, putând fi pozitivi, negativi sau 
nuli

Q(i)

P {P } ,{ X }
1 iLST 

P H ^

(4-20)

(4.21)

• capacitățile calorice latente simple nu au semne impuse de către condițiile de stabilitate, 
putând fi pozitive, negative sau nule

A(*0 -= - T  —  0 , (4.22)
H ss

A { P } , { x }  -= _ ? T  0 ‘ (4-23)
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Dacă se includ în discuție sisteme termodinamice care pot efectua tranziții de fază, atunci 
la limita domeniului de stabilitate (în apropierea stărilor critice) hessiana discutată anterior 
tinde să devină o matrice semi-pozitiv definită, astfel că se obțin comportările asimptotice 
următoare:

H „  -> 0
Hz* -> 0 
△ 0 .

Atunci, utilizând relațiile (3.31) -  (3.38), rezultă că unii dintre coeficienții termodinamici 
simpli devin infiniți la limita domeniului de stabilitate (Cx i t {p},{x] Ș> X s(p) (%) devin sigur 
divergenți, dar este posibil să aibă comportate divergentă și alți coeficienți termodinamici 
simpli).

Cazul fluidului neutru  Se vor particulariza rezultatele generale ale consecințelor condi
țiilor de stabilitate asupra coeficienților termodinamici simpli pentru cazul unui fluid neutru 
cu o singură componentă chimică, care este un sistem termodinamic închis și care conține o 
singură fază.

în acest caz parametrii de stare extensivi și intensivi energetici sunt

fi

S
V
N  =  const.

' Po = T
< Px = - ^ 

Pi = H

iar parametrii de stare reduși (la numărul de particule) sunt

V

Atunci, se face particularizarea directă a rezultatelor generale prin alegerea reprezentării 
termodinamice reduse corespunzătoare variabilelor (T, ț ) 1 1 , adică se vor determina condițiile 
de stabilitate din pozitivitatea matricii

11 Reprezentarea termodinamică redusă în care se utilizează numai parametri de stare intensivi ca variabile 
este posibilă, deoarece reprezentarea termodinamică neredusă corespondentă implică o transformare Legendre 
maximală; pe de altă parte, această reprezentare este convenabilă discuției prezente deoarece coeficienții 
termodinamici uzuali implică derivări în raport cu parametrii de stare intensivi.

d?i Ji,j=O,l

/  d s \ 
\ d T ) v 

f  d v \ 
\ d T j v

Condițiile de pozitivitate ale matricii anterioare sunt următoarele:

• pozitivitatea elementelor diagonale

dyo\ 
dP0 ) Pt 

d y \ \ 
d P J Po

( i i )  =££>o, 
\ d T j v  T  ’ 

(  d v \

• pozitivitatea determinantului total

a (F b ,^)

,2

cp 
T 

v a

v a

v XȚ

v XT 
~ T ~ 0 .
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Din condițiile precedente se obțin următoarele restricții asupra coeficienților 

• căldura specifică isobară este pozitivă

cp > 0 ,

compresibilitatea isotermă este pozitivă

XT > 0 ,

• căldura specifică isocoră este pozitivă (rezultă din pozitivitatea determinantului și 
utilizarea relației Mayer)

cp — T v — = cv > 0 ,

• compresibilitatea adiabatică este pozitivă (rezultă din relația Reech și pozitivitatea 
mărimilor din membrul drept)

x p  = x s  —  > 0 , 
cp

• coeficienții termici a  și ^  nu au restricții impuse de condițiile de stabilitate.

Din relațiile anterioare se obțin în plus următoarele inegalități între coeficienții termodina
mici:

cp > cv > 0 , 
xp  > x s  > 0 .

4.3.3 Principiul Le Chatelier
In această secțiune se va arăta că din condiții generale de stabilitate a echilibrului ter

modinamic rezultă interpretări în sensul unor procese termodinamice, care se produc pentru 
a asigura stabilitatea echilibrului.

Pentru discuția proceselor implicate în condițiile de stabilitate este convenabil să se con
sidere numai 2 grade de libertate termodinamice, care vor fi indiciate ”i ” și respectiv " j ”. 
Conform condițiilor generale de stabilitate, matricea de ordinul 2 a derivatelor parametrilor 
de stare conjugați pentru aceste 2 grade de libertate

d (P i,Y j) ' 
d(Y i t Pj)_

trebuie să fie pozitiv definită (pentru restul gradelor de libertate se consideră că sunt 
constanți fie parametrul de stare extensiv, fie parametrul de stare intensiv conjugat)1 2 .

12 Datorită faptului că sistemul are grade de libertate termodinamice suplimentare față de cele două grade 
de libertate evidențiate, matricea anterioară este o submatrice a hessianei totale, deci nu este identic nulă. 
Ca urmare, nu este necesar să se efectueze reducerea mărimilor extensive (deși această reducere este posibilă).

Se va arăta că pozitivitatea matricii menționate anterior conduce la două tipuri de procese 
care asigură condițiile de stabilitate:

-  procese de reacție directă, care sunt afirmate în principiul Le Chatelier-,
-  procese de reacție indirectă, care sunt afirmate în principiul Le Chatelier - Brown.

A. P rincip iu l Le C hatelier (restrâns)

Pozitivitatea matricii corespunzătoare celor două grade de libertate interesante (notate 
”i ” și "j") are drept consecințe directe următoarele inegalități:

d P i\
d Y i ) P, 

dYA 
dPi Jy 0 ,

(4.24a)

(4.24b)
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numite inegalitățile Le Chatelier.
Din inegalitățile precedente rezultă Princip iu l Le Chatelier:

orice influență externă care modifică o stare de echilibru a sistemului (numită 
perturbație) induce un proces (numit reacție directă) care tinde să micșoreze 
perturbația.

Demonstrație:
Se consideră un sistem termodinamic compus, constituit din două subsisteme care sunt 
separate printr-o frontieră permeabilă pe gradul de libertate "i ”; dacă gradul ”i ” este un grad 
de libertate netermic, atunci se presupune în plus că frontiera dintre cele două subsisteme 
este și diatermă. în continuare, pentru generalitate, se va considera în mod explicit cazul 
când ”i ” este un grad de libertate netermic13:

13Cazul mai simplu când ”t ” este gradul termic se discuți analog.

6  = 6 (a ) | J  6 W  .

în starea inițială cele două subsisteme se află la echilibru 6 ^  ~  6 ^ ;  conform condițiilor de 
echilibru (4.6) parametrii intensivi pe gradul " i” ai celor două subsisteme (atât cei entropiei, 
cât și cei energetici) sunt egali

Se aplică o mică perturbație externă subsistemului 6 ^ ,  reprezentată printr-o variație a 
parametrului extensiv Y ^ :

unde se alege pentru concretizare 5 Y ^  > 0.
Datorită ecuației de stare P ^ i - . . ,  Y^a \  . . .), la variația parametrului extensiv Y ^  se pro
duce o variație a parametrului intensiv conjugat, fără variația altor parametrii intensivi 
{ ^ }  (într-o primă etapă), adică

p(n ) __p M 1 _ p (a ) । ^ p ^

acesta fiind numit procesul acțiune. Variația parametrului intensiv conjugat se poate es
tima aproximativ prin dezvoltarea Taylor de ordinul 1 (datorită faptului că s-a considerat o 
perturbație mică)

— ) <5 Y ^  > 0 ,
9 Y ^  J p M  '

unde pozitivitatea acestei variații decurge din prima inegalitate Le Chatelier (4.24a) și din 
alegerea anterioară a perturbației 6 Y ^  (ca fiind pozitivă).
Se observă că în urma procesului acțiune a crescut parametrul intensiv al subsistemului 6*"\ 
astfel că cele două subsisteme nu mai au parametrii de stare intensivi egali pe gradul ”i ” și 
în consecință nu mai sunt în stări de echilibru:

P ^ '  > P ^  = >  ©(“) /  6 ^ ’

Datorită apariției neechilibrului între cele două subsisteme (efectul procesului acțiune) se 
produce un proces suplimentar care să aibă drept efect tinderea celor două subsisteme spre 
starea de echilibru comun, acesta fiind numit reacția directă. Pentru a se restabili echilibrul 
între cele două subsisteme este necesar să se producă egalizarea parametrilor intensivi pe 
gradul de libertate ”i ”, adică P ^  scade și P ^  crește (altfel spus, se produce o variație 
suplimentară 6' P ^  < 0).
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Dacă se ia în considerare ecuația de stare Y ^ ț . . . ,  P ^ ,  ■ ■ .), atunci această ultimă variație 
suplimentară produce o variație corespunzătoare a parametrului extensiv pe gradul ”i ”, fără 
o variație a altor parametrii (într-o primă etapă):

unde s-a utilizat aproximația Taylor de ordinul 1 (pentru efecte mici), iar negativitatea 
acestei variații este consecința celei de-a doua inegalități Le Chatelier (4.24b). Ultimul 
rezultat arată că procesul de reacție directă este antagonist procesului acțiune, adică s-a 
justificat principiul Le Chatelier restrâns. □

Din analiza anterioară se observă că Principiul Le Chatelier (restrâns) consideră numai 
reacția prin parametrii de stare conjugați (adică reacția directă).

B. Princip iu l Le C hatelier - Brown

Se utilizează relația Mayer - Le Chatelier generalizată (3.27)

dY,\ ZȘ^N

^•/g ,(p},(r 1 'd P i 'Y jA P U Y }

\ ^ ^ i / P i t {P } ,{ Y }

y d P j / P i . ț p n Y }

din care rezultă următoarele inegalități:

dYi 
dPi

> 0 ,

deoarece mărimile din membrul drept al relației Mayer - Le Chatelier generalizate sunt poz
itive și prin luarea în considerare a inegalităților Le Chatelier (4.14); atunci, prin inversarea 
derivatelor, conform relației (A.20), se obține

3PA 
d Y i / Y ,

(4-25)

numite inegalitățile Le Chatelier - Brown.
Din inegalitățile precedente rezultă P rincip iu l Le C hatelier - Brown:

dacă un sistem termodinamic, aflat inițial într-o stare de echilibru, este pertur
bat (prin variația unui parametru extensiv), atunci este posibil un proces care 
implică un grad de libertate suplimentar (numit reacție indirectă) și care tinde să 
micșoreze perturbația.

Demonstrație:
Se compară efectele de răspuns ale unui sistem termodinamic, aflat inițial într-o stare 
de ecliilibru, la o perturbație externă (realizată prin producerea unei variații mici a unui 
parametru extensiv) în două cazuri:

a) restul parametrilor de stare extensivi sunt fixați (adică restul gradelor de libertate 
termodinamice ale sistemului sunt “înghețate”), astfel încât răspunsul sistemului implică 
numai un singur grad de libertate termodinamic;

b) există un parametru de stare extensiv nefixat pe alt grad de libertate (adică acel grad 
de libertate termodinamic “nu este înghețat”), astfel încât răspunsul sistemului implică 2 
grade de libertate termodinamice, fiind posibil, pe lângă procesul de acțiune directă, în plus 
reacția indirectă.
Conform precizărilor anterioare se produce variația mică 6 Yi a parametrului de stare extensiv 
pe gradul de libertate " in .
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1. Dacă se consideră parametrul de stare Yj fixat (gradul de libertate " j"  este înghețat), 
atunci variația parametrului de stare intensiv conjugat este

și această variație este produsă numai prin acțiunea directă.

2. Dacă se consideră parametrul de stare Pj fixat (gradul de libertate " j"  nu mai este 
înghețat pentru că parametrul de stare extensiv conjugat Yj nu este fixat), atunci 
variația parametrului de stare intensiv conjugat este

“ S )  SY"
și această variație este produsă atât prin acțiunea directă, cât și. prin reacția indirectă.

Se compară cele 2 efecte produse de aceeași perturbație SY, și utilizând inegalitatea Le 
Chatelier - Brown se obține:

Se observă că efectul perturbației este mai mare când este posibilă numai acțiunea directă 
față de cazul când sunt posibile ambele procese, acțiunea directă și reacția indirectă; atunci, 
rezultă că procesul de reacție indirectă reduce efectul perturbației, adică s-a justificat prin
cipiul Le Chatelier - Brown. □

Se observă că Principiul Le Chatelier - Brown consideră un alt tip de reacție (în com
parație cu Principiul Le Chatelier restrâns), anume prin influența parametrilor de stare 
neconjugați (de pe alte grade de libertate termodinamice).

C. Exem plificări

Pentru simplitate, se consideră un fluid neutru închis într-un cilindru (numărul de par
ticule este fixat); în acest caz sistemul are numai 2 grade de libertate efective: gradul termic 
și gradul volumic. •

1. Ilustrarea reacției d irecte se face simplu considerând că incinta are o frontieră in
ternă, astfel că există două subsisteme 6^> și ©W , iar în starea inițială cele două subsisteme 
sunt la echilibru.

Se alege ca perturbație furnizarea unei mici cantități de 
căldură subsistemului ©<“\  adică entropia acestui subsistem 
are o mică variație i 5 ^  > 0; conform discuției generale, 
parametrul intensiv conjugat variază în același sens 6 T ^  > 0, 
astfel că în urma aplicării perturbației temperaturile celor două 
subsisteme devin inegale T ^  > T ^  și datorită neechilibrului 
existent se produce procesul de stabilire a unei noi stări de
echilibru. Acest ultim proces trebuie să producă o scădere a 
temperaturii subsistemului 6*^ , adică 6 'T ^  < 0, iar această 
scădere de temperatură este posibilă numai printr-o scădere a

5S'

©w

Figura 4.3: Ilustrarea prin
cipiului Le Chatelier.

entropiei sistemului 6 'S ^  < 0 (adică un transfer de entropie la celălalt subsistem); rezul
tatul obținut arată că se produce procesul de reacție directă, în conformitate cu Principiul 
Le Chatelier (restrâns).

Raționamentele se pot repeta în mod analog dacă se produce perturbația pe gradul 
valumic. în acest caz se mărește volumul primului subsistem S V ^  > 0 și conform condițiilor 
de stabilitate scade presiunea corespunzătoare i!p*“' < 0. Datorită neechilibrului mecanic 
dintre cele două subsisteme fp̂ "̂  < fp^) se produce procesul de reacție directă pentru mărirea 
presiunii primului subsistem iS'ip^* > 0, care implică o scădere a volumului 6 'V ^  < 0, adică
se produce o scădere a perturbației inițiale prin reacția directă.
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2. Ilustrarea reacției ind irecte se face simplu considerând că incinta cilindrică are o
porțiune mobilă (piston) și conține un fluid neutru.

Se alege ca perturbație furnizarea unei mici cantități de 
căldură subsistemului 6 , adică entropia acestui subsistem are o 
mică variație <5 S  > 0 și se examinează comportarea sistemului 
în 2 situații. în primul caz pistonul este blocat (volumul in
cintei este constant), astfel că gradul de libertate volumic este 
“înghețat” și temperatura sistemului crește numai ca rezultat 
al acțiunii externe 6Ty  > 0 . în al doilea caz pistonul este liber 
și se menține o presiune constantă din exterior asupra acestuia; 
gradul de libertate volumic nu mai este înghețat și pe lângă 
încălzirea sistemului 6Tp > 0 axe loc o dilatare 6Vp > 0 ;  ca 
rezultat al dilatării se produce o creștere mai mică de tempe
ratură față de situația cu pistonul blocat 6Tp < 6Ty.

In concluzie, efectul gradului de libertate volumic asupra 
răspunsului termic al sistemului este o reducere a efectu
lui perturbației în conformitate cu principiul Le Chatelier - 
Brown.

D. C onsecințe ale inegalităților Le C hatelier - Brown

Inegalitățile Le Chatelier - Brown (4.25) se pot rescrie în forma inversată

/a X A  ( d Y j \  0 X d P j p ^  y d P j y ^  ’

Se vor particulariza aceste inegalități pentru principalii coeficienți simpli ai unui fluid neutru.

• Se alege ”i ” gradul termic și ”j ” gradul volumic (Y, — S  , P, = T  ',Yj — V, Pj = - ? ) • 
Atunci se obține pentru capacitățile calorice isobară și isocoră inegalitatea

I 1 > 1 I = Cy,N  .
1  /V ,N

• Se alege ”i ” gradul termic și ”j ” gradul chimic (Yi = S  , P, — T  ; Yj = N , Pj = n). 
Atunci se obține pentru capacitățile calorice isocore la potențial chimic constant și 
respectiv la număr de particule constant inegalitatea

\ d T J v ,N

• Se alege ”i ” gradul volumic și " j ” gradul termic (Y{ = V , Pi — —ȚI ; Yj = S, Pj = T). 
Atunci se obține pentru compresibilitățile isotermă și adiabatică inegalitatea

_ - 1  ( 0 V \  -1  ( d V \  _
* T  = ~  [ d ^ ) T N  > ~  •

Trebuie să se remarce faptul că inegalitățile precedente au fost deduse anterior prin alte 
metode14 .

14 Vezi Secțiunea 4.3.2 din capitolului prezent.
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Capitolul 5

Comportarea asimptotică la 
tem peraturi joase

5.1 Principiul III al termodinamicii clasice
(Planck - Nernst)

F orm ularea p ro b lem ei

Se vor utiliza axiomele neo-gibbsiene pentru a deduce comportarea unui sistem termodi
namic arbitrar1 la temperaturi joase, sau altfel spus la valori mici ale energiei interne pentru 
cazul când parametrii de stare netermici sunt fixați.

în Capitolul 1 s-a prezentat axiomatica neo-gibbsiană împreună cu principalele consecințe 
generale ale postulatelor fundamentale. Pentru a studia comportarea sistemelor termodi
namice în domeniul asimptotic menționat anterior, este necesar să se utilizeze următoarele 
axiome, care sunt proprietăți ale ecuației termodinamice fundamentale entropice.

•  P  2 a) Entropia este o mărime nenegativă

m w )  >o.

• P  2 b) Entropia <S(Li, {X  }) este o funcție concavă în raport cu toate variabilele; pentru 
problema prezentă este importantă concavitatea entropiei în raport cu energia internă 
când parametrii de stare extensivi netermici sunt fixați, ceea ce implică condiția de 
negativitate a derivatei sale secunde în raport cu energia internă

^ 2 /{x}
< 0 . (5-1)

• P  3 a) Energia internă la valori fixate ale parametrilor de stare extensivi netermici 
este mărginită inferior Li > Wo({^}) •

• P  3 b) La limita inferioară a valorilor energiei interne (pentru valori fixate ale parame
trilor de stare extensivi netermici) entropia satisface următoarele condiții asimptotice:

5(W ,{ X } )— ^ 0 , (5-2)

(5-3)
®UJ{x)

----> oo .
U^Uo

Pe baza axiomelor menționate anterior se va deduce comportarea unui sistem termodinamic 
arbitrar în domeniul de valori mici ale energiei interne li > Wo({X}); aceasta se va arăta că 
este echivalent cu domeniul de temperaturi joase.

'Adică nu se va face presupunerea restrictivă ca sistemul să fie “un sistem termodinamic normal”.
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Exprim area entropiei ca funcție de tem peratură

Se va considera în continuare că parametrii de stare extensivi netermici {X} sunt fixați 
și energia internă are valori mici (corespunzător valorilor setului de parametri extensivi 
netermici) U > WQ({X }). Deoarece entropia este o funcție diferențiabilă |în conformitate cu 
postulatul P 2 b)], atunci entropia este o funcție continuă în raport cu energia internă; în 
plus, datorită condiției (5.3) și faptului că entropia este pozitivă, rezultă că în domeniul de 
valori mici ale energiei S(U, {X}) este o funcție monoton crescătoare în raport cu variabila 
U, adică satisface condiția

Temperatura se definește formal prin relația (1.10) [sau în mod echivalent prin (2.19)], adică2 

r ( W , { X } ) E - ^ — . (5.5)

2 ln Capitolele 2 și 4 se arati că mărimea definită formal satisface proprietățile fizice ale temperaturii.

Utilizând definiția (5.5) și rezultatele anterioare, se obțin următoarele proprietăți ale tem
peraturii.

• Datorită condiției (5.4), rezultă că în domeniul asimptotic studiat temperatura este 
nenegativă:

T > 0  , (U > U 0 ) ,

adică toate sistemele termodinamice se comportă ca sisteme “normale” în domeniul 
asimptotic de valori mici ale energiei interne.

• Pe baza condiției (5.3), se obține că temperatura satisface condiția asimptotică 

(5-6)

• Datorită condiției (5.1), rezultă că temperatura are derivata în raport cu energia internă 
.  pozitivă

> 0 , (5-7)

care arată că temperatura T(U, {X }) este o funcție monoton crescătoare în raport cu 
variabila U.

• Dacă se utilizează proprietatea anterioară a temperaturii, ca funcție de energia in
ternă, rezultă că se poate inversa funcția T(U, {X}) în raport cu variabila U, rezultând 
funcția U = U(T, {X}); această operație de inversare funcțională este echivalentă cu 
schimbarea de variabilă ( U, { X } ) —» (T ,{ X [ ) .

Conform discuției precedente asupra comportării asimptotice a temperaturii ca funcție de 
energia internă, se efectuează schimbarea de variabile evidențiată anterior și se obține for
mal expresia entropiei ca funcție de temperatură (la parametrii de stare extensivi netermici 
fixați):

S (T ,{X ]) = 5 « { X } ) , { X } )

Datorită condițiilor (5.2) și (5.6), entropia ca funcție de temperatură (la parametrii de stare 
extensivi netermici fixați) satisface următoarea proprietate asimptotică:

5 ( î , W ) ^ 0 ,  (5.8)
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5.1. PRINCIPIUL III AL TERMODINAMICII CLASICE (PLANCK - NERNST) 99

care este o formă particulară a Principiului III al termodinamicii clasice în formularea Planck: 
entropia oricărui sistem termodinamic tinde la zero, dacă temperatura tinde la zero și toți 
parametrii de stare extensivi netermici sunt fixați.

Se observă, pe baza relațiilor (5.4) și (5.7) că entropia, ca funcție de temperatură (la 
parametrii de stare extensivi netermici fixați) are derivata pozitivă

\ d T ) { X }
® U / { X }

( d U \ 
\ d T ) { X } > 0 , (5-9)

adică entropia S{T, {X}) este o funcție crescătoare de temperatură la temperaturi joase3 .

3 Conform condițiilor de stabilitate a echilibrului termodinamic proprietatea anterioară este valabilă la 
orice temperatură.

4 Conform condițiilor de stabilitate a echilibrului termodinamic, caracterul entropiei de funcție crescătoare 
în raport cu temperatura este o proprietate generală și nu are valabilitatea restrânsă numai la temperaturi 
joase.

Form ularea generală a Princip iu lu i Planck

Se consideră o reprezentare termodinamică generală în care se utilizează pe gradele de 
libertate netermice în mod arbitrar parametri intensivi sau extensivi; pentru a simplifica 
notația (fără să se reducă generalitatea situației) se vor ordona gradele de libertate netermice 
astfel încât gradele reprezentate prin parametri intensivi să fie primele, adică

(T ,P 1 , . . . , P „ J „ + 1 , . . . , P r ) E ( T ,{ P } , ( X } ) .

Pentru reprezentarea termodinamică precedentă potențialul termodinamic natural este un 
potențial Gibbs generalizat multiplu (2.91)

^D CM^-W) = UT ,{P } (T,{P},{X})
n

= inf [ < X 1 , . . „ X „ J n + 1 , . . . , X r ) - r 5 - y P J x J ,

care are următoarea formă diferențială
n r

d 5 {7 ( = - 5 d P - ^  X j dPj + ^  Pi dXi .
j = l /=n+l

în conformitate cu proprietățile generale ale potențialelor termodinamice energetice (discu
tate în Secțiunea 2.2 din Capitolul 2) Q\P y ( ^  {P}, {X}) este o funcție concavă în raport cu 
variabilele intensive (T, {P}) și este o funcție convexă în raport cu variabilele extensive (X ); 
datorită proprietății de concavitate în raport cu temperatura, derivata secundă a entropiei 
este nepozitivă

/ d s \  < 0
X d T 2  '{?},{*} ^ d T ' { P } , { X }  “  ’

de unde rezultă că entropia S(T, {P}, {X }) este o funcție crescătoare de temperatură4 T.
Pe de altă parte, entropia este o mărime pozitivă și satisface condiția asimptotică (5.2), 

iar temperatura satisface condiția asimptotică (5.6); pe baza acestor proprietăți rezultă pro
prietatea asimptotică generală a entropiei:

. ^ { P J ^ X B ^ O ,  V ({P } ,{X }), (5.10)

care este Princip iu l Planck: entropia tinde la zero când temperatura tinde la zero, pentru 
orice valori fixate ale parametrilor intensivi sau extensivi netermici.
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Form ularea N ern st pentru  P rincip iu l III al term odinam icii clasice

Se consideră 2 stări de echilibru termodinamic și infinitezimal vecine, care au aceeași 
temperatură și parametrii de stare netermici au valori care diferă infinitezimal (corespunzător 
unei descrieri termodinamice generale):

(T ,{ P ) ,{ X } )  = (T ,P l , . . . , P n ,X n + i , . . . , X r )
(T ,{ P  + 5 P } ,{X  + 6 X } )  = (T ,P l + 6P 1 , . . . ,P n  + 6Pn ,X n + } + M n + 1 , . . . J r  + W r )

Dacă se alege o valoare mică a temperaturii î  > 0, atunci conform Principiului Planck (5.10) 
entropiile celor două stări, considerate anterior, sunt pozitive și mici:

r S (T ,{ P ),{ X J) > 0
I  5 (T ,{ P  +  J P } ,{ I  +  W }) > 0

iar diferența acestor entropii tinde la zero când se alege un set de temperaturi care tind la 
zero și pentru un set arbitrar de variații ale parametrilor netermici:

i 5 E 5 ( T ,{ P  +  iP } ,{ X  +  W } ) - 5 ( 7 ’, { P } , { X } ) ^ 4 0 ,  V {iP } , { « } .  (5.11)

Rezultatul anterior este numit în termodinamica clasică Princip iu l III N ernst: variația 
entropiei într-un proces isoterm arbitrar tinde la zero dacă temperatura tinde la zero.

O bservații asupra P rincip iu lu i III al term odinam icii clasice Anterior s-au dedus 2 
formulări pentru Principiul III, dar formularea Planck este mai generală decât formularea 
Nernst (se observă că pentru a fi satisfăcut Principiul Nernst este suficient ca entropia să 
tindă către o valoare constantă când temperatura tinde la zero, fără să precizeze valoarea 
acestei constante, dar conform Principiului Planck această constantă este nulă).

Principiul III precizează comportarea asimptotică a unui sistem termodinamic arbitrar 
în stări cu temperaturi joase T > 0.

Există modele de sisteme termodinamice (definite prin setul cuațiilor de stare) care la 
temperaturi mari aproximează satisfăcător comportarea unor sisteme fizice și care sunt în 
concordanță cu restricțiile impuse de seturile de axiome P  1 și P 2, dar extrapolarea rezul
tatelor anterioare la limita temperaturilor nule T  -> 0 nu satisface Principiul III; în acest 
caz modelul este o aproximație care nu mai este valabilă la temperaturi joase.

Comportarea entropiei la temperaturi joase ca funcție de energia internă și ca funcție de 
temperatură sunt ilustrate în figura 5.1.

Se va arăta în secțiunile următoare că Principiul III (Planck - Nernst) permite deducerea 
comportărilor unor coeficienți termodinamici simpli.

s c r , W )  5 (7 ,{ P } ,{ x ))

Figura 5.1: Comportarea entropiei la temperaturi joase.
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5.2 Comportarea capacităților calorice

101

Principiul III al termodinamicii clasice (Planck sau Nernst) impune restricții asupra 
comportării capacităților calorice sensibile simple, iar acestea sunt sintetizate de teorema 
următoare.

Teorem a 5.1 Capacitățile calorice sensibile simple tind la zero când temperatura tinde la 
zero:

C { P } .{ X } (5-12)

Demonstrație: Se vor prezenta 2 demonstrații ale teoremei precedente, în prima făcându-se 
apel la formularea Planck, iar în a doua la formularea Nernst.

Varianta a) Se consideră că entropia S(T, {P}, {JV}) este o funcție continuă și mărginită 
de temperatură (cel puțin pentru valori mici ale temperaturii 0 < T < T i) și se face apel la 
teorema lui Lagrange din analiza matematică clasică:

Dacă f(x )  este o funcție reală, continuă și mărginită, atunci este satisfăcută 
egalitatea

f M  ~ f M  = f'(x" )  ( i  -  io) , z ’ G [ z 0 , z ] .

Atunci, există o valoare a temperaturii T* în intervalul [ 0, Ti ] astfel încât se poate scrie 
egalitatea:

S (T } , {P}, {X }) -  S (T 0 , {P}, W ) | T o= o  = ( ^ ) CG - T o )
{P},{X } T = T - lTo -O

în membrul stâng al egalității precedente se face apel la Principiul Planck, astfel încât 
termenul al doilea este nul

5 (T o ,{ P } ,W )l  = 0 ;
I JQ = U

pe de altă parte, membrul drept al egalității precedente se minorează pe baza inegalității 
T ' < T i, iar apoi se utilizează definiția (3.4) a capacităților calorice sensibile și rezultă

Pe baza rezultatelor anterioare se obține inegalitatea

5 (T 1 ,{ P } ,{ X } )> C {p } ) W (T * ,{P} ,{X }), T ' < T X .

Se trece la limita Ti —> 0 (care implică automat limita T~ - f  0) inegalitatea precedentă și se 
utilizează din nou Principiul Planck, astfel încât rezultă inegalitatea

Tlimo C{ P M x } ( T \{ P } ,{ X } ) < ^ m o S ^

Dar condițiile de stabilitate a echilibrului termodinamic, impun condiția pentru capacitățile 
calorice sensibile simple să fie nenegative (4.16) -  (4.17): C(p},{j(} > 0 , astfel că inegalitatea 
anterioară devine

h W i ( ^ { n , w ) - o ,

adică s-a obținut condiția (5.12).
Varianta b) Se consideră valabil Principiul Nernst, care are drept consecință proprietatea 

entropiei de a avea o limită finită la temperatura nulă

hm 5(T , {P}, {X}) = constant.
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Pentru a obține comportarea capacităților calorice sensibile simple la temperaturi joase, se 
utilizează potențialul Gibbs generalizat (multiplu) Q^p^ [definit prin relația (2.91)] și en- 
talpia generalizată (multiplă) R{p} [definită prin relația (2.79)] care implică ambele trans
formări Legendre pe gradele de libertate netermice unde s-au ales parametrii de stare inten
sivi constanți. Utilizând formele explicite de tipul (2.54), unde pentru simplificare se omit 
variabilele, potențialele anterioare au expresiile

n 
q \p } = U T< {P } = U - T S - Y ' P j X j

J=1 
n

H { P } = U ( P } = U - Y , P j X j

Se remarcă următoarele proprietăți ale potențialelor definite anterior:
• relația dintre cele două potențiale termodinamice este

^{p} = 'H{P } - T S  ,
din care rezultă [prin utilizarea consecinței menționate anterior a Principiului Nernst] 
proprietatea asimptotică

^ o  I ^ P I - ^ P } ] = ^ 0 ( T 5 ) = 0  :

• potențialul Gibbs generalizat (multiplu) are forma diferențială

se unde rezultă

d ^ { p }  =  - 5  d T  -  ^  X j dPj + ^  Pi dX ( , 
j=l Z=n+1

( ^ Q \ P \ \
8  = \ J ' I ;

'  d T  ' { P } . { * }

• conform relației (3.21) din Teorema 3.1 capacitatea calorică discutată este legată de 
entalpia generalizată (multiplă) prin relația

C { P } J X }  = d R { P }  A
d T  ) { P } J X }

Pe baza rezultatelor prezentate anterior și utilizând regula l*H6pital pentru efectuarea limitei, 
se obțin egalitățile succesive

lim S  = hm -------—— —  = hm — ' -  — '
T ^ °  T ~*° P  T ^ °  \  d T  ) { P } , { X }  \  J țp y  ț x ]  _

— lim Cip\ i v \  A lim S  :
T ^ O  ' ' ’'  '  T _>0  ’

dar utilizând din nou Principiul Nernst, se poate simplifica din primul și din ultimul termen 
al egalității multiple anterioare mărimea finită limT_,0 5 , astfel că rezultă

care este echivalentă cu condiția (5.12). □
Se observă că ambele variante ale demonstrației teoremei fac apel în mod explicit la ca

pacități calorice sensibile simple (în prima variantă de demonstrație aceste capacități calorice 
sunt automat pozitive, iar în a doua variantă de demonstrație respectivele capacități calorice 
sunt legate de potențiale termodinamice). Trebuie să se remarce însă, că există procese ter
modinamice ne-isoterme în care capacitatea calorică corespunzătoare poate fi negativă (este 
sigur un proces ne-simplu); atunci, teorema anterioară nu mai este valabilă și Principiul 
Planck nu impune condiții asimptotice asupra acestor tipuri de capacități calorice.

Particularizând rezultatele generale anterioare pentru fluidul neutru cu o singură com
ponentă chimică, rezultă că cele 3 capacități calorice simple C y ^ , C y ^  și Cy itl au limite 
nule când T -> 0.
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5.3 Comportarea derivatelor isoterme ale entropiei
Se consideră reprezentarea termodinamică generală, care a fost definită anterior pentru 

formulările Principiilor Planck și Nernst, adică se utilizează pe gradele de libertate netermice 
în mod arbitrar parametri intensivi și extensivi, ca variabile; pentru a simplifica notația (fără 
să se reducă generalitatea situației) se vor ordona gradele de libertate netermice astfel încât 
gradele reprezentate prin parametri intensivi să fie primele, adică

{ T ,P i , . . . , P n ,X n + } , . . . ,P r ) = { T ,{ P } ,{ X } )  .

Pentru reprezentarea termodinamică precedentă potențialul termodinamic natural este un 
potențial Gibbs generalizat multiplu (2.91)

G \P } (T, {P}, {X }) = UT < { P }(T, {P}, {X })

care are următoarea formă diferențială
n r

dG*{ P }  = - 5 d T - ^  X j dPj + ^  Pi d X t .
j = l  l= n + l

Utilizând reprezentarea termodinamică anterioară, un proces isoterm general infinitezi
mal este descris prin temperatură și prin setul variațiilor parametrilor de stare (intensivi sau 
extensivi) netermici, adică

(T ,{ P } ,{ X } ) — > (T ,{ P  + 6 P } ,{X  + 6 X } )  .

Pentru procesul isoterm infinitezimal anterior variația de entropie se poate exprima prin 
dezvoltarea în serie Taylor, fiind importanți numai termenii de ordine inferioare:

<55 S{T, {P + 6P}, {X  + <5X}) -  S(T, {P}, {X })

J = 1 \ ° n J T , { p y , { x }  / = „ + )  \ O A ‘ / T , {P } , {X } '

2 i j \^P i ^Pj ) T , {P } " ,{x} J ^ k l \d X k  dXi ) T  {p} {X }"

d f ^ x )  6P)6X, + . . .
ur-j u ^ i  / T ^ P y ^ x y

Pe baza dezvoltării în serie Taylor anterioare se obține comportarea asimptotică, la tem
peraturi joase, pentru derivatele isoterme ale entropiei sub forma teoremei următoare.

Teorem a 5.2 Toate derivatele isoterme ale entropiei, unui sistem termodinamic arbitrar, 
tind la valori nule dacă temperatura isotermei tinde la zero; în particular, pentru primele 2 
ordine din dezvoltarea Taylor rezultă condițiile asimptotice:

(  d S
^ ------> o , (5.13a)

(  d S
1 ------> o , (5.13b)

\d X t J T , {P } , {X } ' T ^ O

/  d'2S  ' •
^ P i  dP j, ------> o , (5.13c)

' T , {P } " , {X } T -tO

d 2S  '
d X k d X t ,' T , {P } , {X } "

-------- > 
T -tO

o , (5.13d)

' d'2S
,dPj dX u 'r .țp y .țx y

------>
T -iO

0 . (5.13e)
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104 CAPITOLUL 5. COMPORTAREA ASIMPTOTICĂ LA TEMPERATURI JOASE

Demonstrație: Dacă se consideră un șir de procese isoterme infinitezimale, având aceleași 
variații ale parametrilor de stare netermici și cu temperaturi tinzând către zero, atunci Prin
cipiul Nernst [cu formularea matematică dată de condiția (5.11)) asigură că șirul variațiilor 
corespunzătoare de entropii tinde către valoarea nulă

6S = S(T , {P + 6 P } ,{X  + 5X}) -  S(T , {P}, {X }) ^ >  0 , V {6P}, {6X} ,

ceea ce arată că limita spre temperaturi nule a dezvoltării în serie Taylor pentru variația de 
entropia pe un proces isoterm infinitezimal (a cărei expresie a fost stabilită anterior) este 
zero. Datorită faptului că variațiile parametrilor de stare intensivi și extensivi netermici 
{ âPj }j=i, ■ ,n Ș> { SXi }z=n+i,...,r sunt arbitrare și independente, rezultă că limita de tem
peratură nulă a dezvoltării tayloriene menționate anterior se anulează numai dacă fiecare 
coeficient al diferitelor variații (în fiecare ordin din dezvoltarea Taylor) se anulează în mod 
separat5 ; astfel se obține rezultatul teoremei. □

5 Motivația matematică a afirmației anterioare este următoarea: se consideră forma multi-polinomială de 
n variabile reale: f ( x i , . . . , i n ) = a)1’ Xt + j ț  ’" a[J ’ n x } + . . .  .

Această expresie este nulă pentru orice valori ale setului de variabile numai dacă sunt nuli toți coeficienții 
formei multi-polinomiale

a)1’ = 0 , ( t = l , . . . , n ) ;  a[J* =  0 , (i, j  = 1 , . . . ,  n) ;

Se vor transforma condițiile asimptotice asupra derivatelor primelor două ordine ale en
tropiei (afirmate de teorema precedentă) în condiții asupra unor coeficienți termodinamici, 
prin utilizarea proprietăților generale ale potențialului Gibbs generalizat (multiplu) care este 
potențialul natural al setului de variabile ales.

• Derivatele de ordinul 1 ale entropiei în raport cu parametrii de stare intensivi netermici 
sunt, prin definiție (3.7a), capacități calorice latente față de acești parametri de stare 
intensivi:

\ d P  J ~ T <̂P ¥ĂX}’ 0 -  1’ - >n ) ’

pe de altă parte, utilizând o relație Maxwell a potențialului Gibbs și definiția (3.13) a 
coeficienților termici pentru parametri extensivi netermici, se obține

=  X a { A ',W ’ O = !> • • ■ >™)-
/T ,{py,{x} J p ^ țp y sx }

Pe baza rezultatelor precedente condiția asimptotică (5.13a) devine

° Ț ^ I ' ^ C M 0 ,  0  = 1, . . . , n ) .  (5.14)

Ultima condiție asimptotică se exprimă în limbaj fizic astfel: coeficienții termici simpli 
ai parametrilor de stare extensivi netermici tind către valoarea nulă când temperatura 
tinde la zero.

• Derivatele de ordinul 1 ale entropiei în raport cu parametrii de stare extensivi netermici 
sunt, prin definiție (3.7b), capacități calorice latente față de acești parametri de stare 
extensivi:

I ~  T  ( j ~  Y  t n ) i
\ d X ‘ /T,{P},{X}' T  1 M  ’

pe de altă parte, utilizând o relație Maxwell a potențialului Gibbs și definiția (3.14) a 
coeficienților termici pentru parametri intensivi netermici, se obține

JT ,{P},{xy \ d T ) x t ,{P},{xy {p }J x } ’ ’

Ț  A {P|,U}' 0  ’ (j = n + l , . . . , r )  . (5.15)
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5.3. COMPORTAREA DERIVATELOR ISOTERME ALE ENTROPIEI 105

Ultima condiție asimptotică se exprimă în limbaj fizic astfel: coeficienții termici simpli 
ai parametrilor de stare intensivi netermici tind către valoarea nulă când temperatura 
tinde la zero.

• Derivatele de ordinul 2 ale entropiei în raport cu parametrii de stare intensivi se ex
primă ca derivate de ordinul 3 ale potențialului Gibbs și apoi ca derivate în raport cu 
temperatura ale unor coeficientți termodinamici micști

dPi dPj / T j P )„ (x)
d3 g'{ P } ( r ,{ P } ,{ x } ) 

d T d P t dP,

d ( d X j \
d T  \9 P j ) T , {P } " , { X }

d /  d2 Qțp) \ 
~ d T  ( dPi dPj j

\  3 / T

( i , j  =  l , . . . , n )  .

Pe baza rezultatelor precedente condiția asimptotică (5.13c) devine

9 f d X i \  „ x

9 T  \O Pj JT  ^py, ^x  ̂ T-tO
(5.16)

In cazul particular i = j  coeficientul mixt devine susceptibilitatea isotermă a gradului 
”Î”, conform definiției (3.11a)

-  Y  (C\  a p  I  -  X T { P } , {X } ’ 
\  / T , { p y , { x }

astfel încât condiția (3.16) se rescrie în forma

dT X T{P}.{X} ^ Ț ^  0  ’ ( » = l . - > « ) - (5-17)

• Derivatele de ordinul 2 ale entropiei în raport cu parametrii de stare extensivi se ex
primă ca derivate de ordinul 3 ale potențialului Gibbs și apoi ca derivate în raport cu 
temperatura ale unor coeficienți termodinamici micști (în mod similar cazului anterior)

/  â2S
\ d X k  dX t T ,{ P } ,{X }"

^ G ^ T ^ P j ^ X } )
d T d X k d X t

d (d P k \ 
d T  \ d X l ) T  țp y{X y,

___d /  92G{py \
~ d T  l d x k dXi I 

\  / T

(k ,l = n + 1,. . . , r )  .

Pe baza rezultatelor precedente condiția asimptotică (5.13d) devine

d 
d T

dPk \
9Xi ) T ,{P } , {X }"

-^ 0 , o
(k,l = n + l , . . .  ,r) . (5.18)

In cazul particular k = l coeficientul mixt devine inversul susceptibilității isoterme a 
gradului ”i", conform definiției (3.11a)

9Xt J T , {P } , {X }'

1
Y  <')

A  ^ T ,{ P } ,{ X } '

astfel încât condiția (3.18) se rescrie în forma

d 1
d T  x T,{p},{xy

----- > 0 , (I =  n +  1 , . . . ,  r) . 
T ^ o

(5.19)
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106 CAPITOLUL 5. COMPORTAREA ASIMPTOTICĂ LA TEMPERATURI JOASE

• Derivatele de ordinul 2 ale entropiei în raport cu o pereche de parametrii de stare 
intensivi și extensivi se exprimă ca derivate de ordinul 3 ale potențialului Gibbs și apoi 
ca derivate în raport cu temperatura ale unor coeficienți termodinamici micști

dPj dX[ ) T  {p}, {X y
d 3 G{‘P } (T ,{P } ,{X } )  _  d  ( d ^ X

' d T  dPj d X t d T  [dP j d X t )

d_
)T  \d X i  ) T ,{P }',{xy

d /  dPi \  ., (k ,l — n + 1 ,.. .  ,r) d T  \d P j ) T  ț P y ț x y

Pe baza rezultatelor precedente condiția asimptotică (5.13e) se poate exprima prin 2 
tipuri de coeficienți termodinamici simpli echivalenți

; / =  n + l , . . . , r )  ,

ă r l ă K  — > 0, (j = l = n + l , . . . , r )  .d T  \d P j Jr ipy  ț x y  T ^ °

(5.20a)

(5.20b)

Acești coeficienți micști au o importanță practică redusă, astfel că nu se vor detalia 
relațiile precedente.

Se vor particulariza relațiile anterioare pentru cazul unui fluid neutru cu o singură com
ponentă chimică și care este un sistem termodinamic închis (N = const.); în acest caz există 
un singur grad de libertate netermic activ, și anume gradul de libertate volumic (Xj = V , 
Pi = - țp ) astfel încât se obțin rezultatele următoare

a ---- > 
T —»O

0

0 ---- >
T —>0

0

d
0d T X T

d 1
0d T T-tO

Aț£) 
T * 0 ,

A£2
T ----- > 0

T-»0

Conform condițiilor anterioare coeficientul de compresibilitate isoterm x p  trebuie să aibă 
forma generală x r  = a + bTn  , unde a și 6 sunt independente de temperatură, iar exponentul 
n este supra-unitar (n > 1).
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Capitolul 6

Tranziții de fază

6.1 Faze ale unui sistem termodinamic

6.1.1 Tipuri de faze termodinamice
Se poate face următoarea clasificare a sistemelor termodinamice care se află în stări de 

echilibru:

Sistem e omogene sunt caracterizate prin faptul că au proprietăți constante spațial.

Exemplele remarcabile de sisteme omogene sunt

-  sisteme simple cu o singură componentă chimică,

-  sisteme simple cu mai multe componente chimice (amestecuri și soluții).

Sistem e heterogene sunt caracterizate prin faptul că sunt constituite din sub-sisteme omo
gene (adică sunt sisteme compuse). In cazul acestor sisteme se remarcă existența unor 
discontinuități ale proprietăților fizice la frontierele interne.

Fază termodinamică este o parte omogenă a unui sistem heterogen, care este fizic distinctă 
și care este separată de celelalte părți ale sistemului prin suprafețe fizice.

Pentru termodinamică sunt interesante în special acele faze care implică echilibrul ter
modinamic și posibilitatea transferului de substanță cu fazele vecine (adică posibilitatea unor 
tranziții de faze); de aceea, în continuare se vor considera numai faze termodinamice care 
prezintă proprietățile menționate anterior.

Se vor semnala următoarele exemple tipice de faze termodinamice1 :
-  stări de agregare diferite ale unei substanțe, aliaj sau soluție (solidă, lichidă și gazoasă);
-  stări cristaline diferite ale unui solid: polimorfism (pentru substanțe compuse), sau 

alotropic (pentru substanțe simple);
-  stări cu diferite proprietăți do fluiditate: stare normală și stare supra-fluidă;
-  stări electromagnetice diferite ale unui metal sau aliaj: stare normală și stare supra- 

conductoare;
-  stări de polarizare electrică diferite: stare para-electrică și stare fero-electrică;
-  stări de polarizare magnetică diferite: stare para-magnetică și stare fero-magnetică sau 

anti-fero-magnetică, sau feri-magnetică.

1 Din nefericire noțiunea de fază are semnificații lingvistice foarte diferite.
Astfel, în limbajul comun fază este una dintre etapele distincte din evoluția unui proces (din natură sau 

din societate).
In astronomie, fază este unul dintre aspectele succesive pe care le iau corpuri cerești (Luna sau planetele) 

determinate de orientarea avută față de Pământ a părților din suprafața acestora iluminate de către Soare.
In electrotehnică, fază este unul dintre circuitele componente ale unui sistem de circuite electrice.
In fizica generală fază este un argument al unei mărimi care variază în timp în mod sinuisoidal.
In mecanica analitică și mecanica statistică clasică se utilizează spațiul fazelor ca spațiul euclidian al 

coordonatelor canonice (de poziție și impuls).
De asemenea noțiunea este utilizată în zoologie în geodezie și în optică.
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108 CAPITOLUL 6. TRANZIȚII DE FAZĂ

6.1.2 Regula fazelor a lui Gibbs
Se consideră un sistem termodinamic 6  care se află în următoarele condiții: 

a) Condiții interne.
1. Sistemul are n componente chimice diferite (se exclude posibilitatea unor reacții chi

mice între componente); numerele totale de particule din fiecare specie chimică vor fi notate 
M ,N n .

2. Sistemul are f  faze distincte, care sunt sisteme termodinamice similare (în sensul că 
au aceleași grade de libertate temodinamice) .

3. Frontierele inter-faze sunt total permeabile pe gradele chimice; adică aceste frontiere 
sunt ( N i , Afn )-permeabile.

Atunci, fazele au următoarele caracteristici.
-  Fiecare fază conține toate componentele chimice; se va nota N ^  ca fiind numărul de 

particule din specia chimică ” a  ” și aflate în faza ” j  ” (în general, se va nota indicele de 
fază ca indice superior, iar indicele de componentă chimică drept indice inferior).

-  Fiecare fază are aceleași grade de libertate termodinamice:
i. 1 grad termic,
ii. (q — 1) grade netermice-nechimice,
iii. n  grade chimice.
Astfel, fiecare fază are (q + n) grade de libertate termodinamice, iar parametrii de stare 

extensivi energetici ai fazei ” j  ” sunt: 5 ^ \  X p \ . . . ,  X ^ l i , N ^ , . . . ,  N ^  •
b) Sistemul este în contact cu un rezervor termic și de lucru (pe gradele de libertate 
netermice-nechimice)

6  U  ^T {P }  ■ 
s,{x}

Prezența rezervorului are următoarele consecințe asupra sistemului:
i. parametrii de stare intensivi nechimici ai sistemului {T , P i , . . . ,  Pq_i } sunt fixați de 

rezervor și au valori comune în toate fazele sistemului;
ii. frontiera externă a sistemului 6  este impermeabilă chimic, astfel că numărul total de 

particule ale fiecărei specii chimice (în toate fazele sistemului) este constant:

n  «
N a  = Y^ N ^  = const. , (a  = 1 ,... ,n ) .

J=I

Atunci, parametrii de stare naturali ai sistemului studiat sunt: temperatura, parametrii 
de stare intensivi netermici-nechimici și numerele de particule ale fiecărei specii chimice în 
toate fazele:

iar potențialul termodinamic natural al sistemului este potențialul Gibbs generalizat multiplu 
(pe gradele de libertate netermice-nechimice):

^ P } ( T . f P O ^ J ^ } , , ^ ^ )  = U T A P }  ( r j f , } ^  ^ U T̂ T J )

care are următoarea formă diferențială

d G-{ p }  = -  5  d T  -  £  Xi dPs + £  £  /r£» d < )  . 
t =  l o = l j = l

Datorită faptului că sistemul studiat este în contact cu rezervorul 7 {T ,{P } Ș> are frontiere 
total permeabile chimic ({W}-perm), conform teoremei de minim a potențialelor termodi
namice energetice, reprezentată prin relația (4.11), în cazul studiat condițiile de echilibru 
termodinamic între faze (considerate ca sub-sisteme) sunt date de minimizarea potențialului 
Gibbs generalizat multiplu în raport cu numerele de particule (ale fiecărei specii chimice și
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6.1. FAZE ALE UNUI SISTEM TERMODINAMIC 109

în toate fazele) cu restricțiile ca numerele totale de particule ale fiecărei specii chimice să fie 
constante:

G {P} min ({W}) , (6-1)

N a

f
^  N ^  = constant, (a =  1 , . . . ,  n) . (6-2)

Se poate arăta că sistemul de condiții are soluția dată de Ierna următoare:

Lem a 6.1 Condițiile de echilibru sunt exprimate prin egalitatea potențialelor chimice ale 
fiecărei componente în toate fazele:

tâ *  =  R a } =  ■ ■ ■ =  P a } > (a  =  l , . . . , n ) . (6-3)

Demonstrație: Problema definită de sistemul (6.1) -  (6.2) este o problemă de extremum cu 
legături, care poate fi rezolvată utilizînd metoda multiplicatorilor Lagrange.

Astfel, se definește funcția auxiliară care conține multiplicatorii Lagrange {AQ}Q :

ff({7V}) = ț,7^} ({2V}) -  ^  A,, 7Vt f ({7V})
f l = i

și se impune acestei funcții condiția de extremum în raport cu variabilele {/V} (numerele de 
particule ale fiecărei specii chimice în toate fazele), ceea ce corespunde la sistemul de ecuații

= 0 , O = 1 , • • • , /  ; a = 1 ,... ,n) .

Se vor face următoarele observații:
i. s-au omis variabilele neinteresante (temperatura și parametrii de stare intensivi neter- 

mici-nechimici), care sunt fixate de către rezervor;
ii. deoarece potențialul Gibbs generalizat multiplu ^ p j este o funcție convexă în raport 

cu variabilele numerele de particule {/V}, rezultă că extremumul lui J  corespunde automat 
minimului potențialului Gibbs generalizat multiplu;

iii. utilizând definiția funcției auxiliare?, forma diferențială a potențialului G^py și faptul 
că numerele de particule sunt un set de variabile independente, se obține pentru derivata 
utilizată de metoda Lagrange

9?
d N ^ d N ^ a k=l

l̂ a -  ^ ^  ^ ,a
0  =  1

Atunci, prin înlocuirea derivatelor funcției auxiliare în sistemul ecuațiilor de extremum, 
se obține sistemul de ecuații

M ^ A » ,  0  = 1 , . . . , / ) ,

care exprimă faptul că potențialele chimice ale unei specii chimice în toate fazele {M« )}J = T7 
au valori egale (reprezentate în sistemul de condiții prin multiplicatorul Lagrange Aa ); adică
s-au obținut ecuațiile (6.3).

Pentru exprimarea convenabilă a sistemului de ecuații (6.3), se observă că potențialele 
chimice, ca ecuații de stare ale reprezentării {T , {P j j - î^ r y ,  {A^^^a}Q = j-^J =Ț-J  ̂, sunt func
ții omogene de gradul 0 în raport cu variabilele numere de particule, astfel că prin aplicarea
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110 CAPITOLUL 6. TRANZIȚII DE FAZĂ

formulei de reducere (A.25d), urmată de introducerea concentrațiilor relative ale componen
telor chimice în fiecare fază

CU) = Ẑ i 
“ "  N ^  ’

a  = (1 ,... ,n  — 1) (6-4)

se obțin egalitățile:

>W = P ^ T ^ P } , ^ - - ^ )

^ J2
M“ M  b  N ^  N ^  ’

^ T ^ P Ț c ^ . . . , ^ )  .

Atunci, sistemul de ecuații (6.3), care exprimă echilibrul între faze, are forma următoare:

' ^ ( ^ { P } , ^ - . - , ^ )  = = ^ ^ { n . c / ’, . . . , ^ )
' : (6.5)

s ^ ( T , { P } , e . . . ^  =  . . . =  ^ ( T J P } , ^ , . . . , ^ ) .

Analiza sistemului de ecuații (6.5) evidențiază că
i. numărul de ecuații este: Afe = n ( f  — 1),
ii. numărul de variabile este: Alv =  1 +  (g — 1) + f ( n -  1).

Condiția de compatibilitate a sistemului de ecuații (6.5) este ca numărul de ecuații să fie 
mai mic decât numărul de variabile Afe < Afv , de unde rezultă inegalitatea

n f  — n < q  + n f  — f .

Efectuând simplificări și grupări convenabile se obține o inegalitate exprimată prin numărul 
de faze f ,  numărul de componente chimice n și numărul de grade de libertate nechimice q:

f  9 + n  > (6-6)

care este numită regula fazelor a lui Gibbs.
Se vor evidenția următoarele observații asupra rezultatului precedent. -
1) Regula fazelor a lui Gibbs dă numărul maxim de faze aflate simultan în echilibru 

pentru un sistem care conține n componente chimice nereactante și are q parametri de stare 
intensivi nechimici fixați de către rezervor.

2) Numărul gradelor de libertate efective (ale sistemului termodinamic) este numărul 
parametrilor de stare independenți, care sunt compatibili cu condițiile de echilibru; conform 
regulii fazelor a lui Gibbs, numărul gradelor de libertate efective este

l = q + n -  f  , ( l > 0 )  .

Se observă că există 2 situații:
a. Cazul f  = / m M  = q + n (atunci I =  0); în această situație sistemul de ecuații de 

echilibru (6.5) are soluție unică, care corespunde la o singură stare de echiliru a sistemului 
compus.

b. Cazul f  < f m ^  (atunci l > 1); în această situație sistemul de ecuații de echilibru (6.5) 
nu are soluție unică, ceea ce corespunde la o mulțime de stări de echilibru ale sistemului 
compus.

Rezultatele anterioare vor fi particularizate pentru următoarele exemple simple.
1) Sistemul este un fluid neutru cu n componente chimice; în acest caz rezervorul fixează 

g = 2 parametri de stare intensivi (pe gradul termic și pe gradul volumic), corespunzător 
situației

6 U ^T.‘V ’
iar regula fazelor a lui Gibbs este

/  > 2 + n ;
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din inegalitatea precedentă rezultă următoarele:
-  numărul gradelor de libertate efective este l = 2 + n — f ,
-  numărul maxim de faze aflate la echilibru termodinamic este / Illax = 2 + n.
2) Sistemul este un fluid neutru cu 1 componentă chimică. Particularizând rezultatele 

anterioare pentru q = 2 , n = 1 rezultă că numărul de faze, aflate la echilibru termodinamic, 
satisface condiția: /  < 3.
Pentru echilibrul fazelor există 2 cazuri:

i. coexistența a 3 faze la echilibru termodinamic, când sistemul condițiilor de echilibru 
(6.5) devine

/j( I >(r,qj) = /z(2) cr, q3) = ^ ( r . q i ) ,

iar acest sistem are o soluție unică ('7"t , 33t), corespunzând la starea triplă',
ii. coexistența a 2 faze la echilibru termodinamic (în cazul studiat există 3 perechi de 

faze coexistente), când sistemul condițiilor de echilibru (6.5) devine

^ ( T ^ J ^ W f T . ț l ) ,  ( { i ,j}  =  {1,2}, {2,3}, {1 ,3 } );

pentru fiecare dintre perechile de faze coexistente soluția ecuației anterioare nu este unică, 
ci rezultă o dependență funcțională *p — T care se exprimă uzual în forma fPij(T) numită 
curba de echilibru al fazelor.

Cazul uzual pentru coexistența fazelor la un fluid 
neutru cu 1-componentă este realizat când fazele sunt 
stările de agregare ale substanței; se vor nota indicii 
fazelor astfel: ” 1 ” -  pentru faza gazoasă, ” 2 ” - 
pentru faza lichidă și ” 3 ” -  pentru faza solidă. în 
această situație punctul triplu și curbele de echilibru 
ale fazelor (care se întâlnesc în punctul triplu) sunt 
ilustrate în figura 6.1. Se remarcă în plus domeni
ile din spațiul parametrilor de stare ^p — T  situate 
între două curbe de echilibru care reprezintă stări de 
echilibru cu o singură fază.

3) Sistemul este un fluid neutru cu 2 componente 
chimice (un aliaj binar sau o soluție binară), care vor 
fi indiciate ” a ” și ” b ”.

Particularizând rezultatele anterioare pentru ca
zul q = 2 , n = 2 rezultă că numărul de faze, aflate 
la echilibru termodinamic, satisface condiția: /  < 4.

Figura 6.1: Echilibrul fazelor cu 1 
componentă chimică.

Este convenabil să se introducă concentrația relativă a primei componente chimice în 
fiecare fază (j), prin relația

KJU)
.U) =

N^j} + N^j }  ’
(J = 1,2,3,4)

[se observă că 0 < c ^  < 1 și pe de altă parte, concentrația celeilalte componente într-o fază 
este 1 -  c ^ .j
Pentru echilibrul fazelor există 3 cazuri:

i. coexistența a 4 faze la echilibru termodinamic, când sistemul condițiilor de echilibru
(6.5) devine

^ ( T , ^ 1») = / ^ ( T , ^ 2)) = ^ ( T , ^ J , c ^ )  = ^ \ T , ^ , c ^  , 
Z ^ C ^ c ’1’) = ^ \ T , V , c ^ ) )  = ^ } ( T , ^ , C^ )  = ^ }( T , ^ , C^ )  .

Se observă că sistemul conține 2 x 3  = 6 ecuații cu 2 + 4 = 6 necunoscute, care sunt 
parametrii de stare ( T ,^ ,^ 1) , ^ ^ , ^ 3* ,^ )) ;  atunci, sistemul celor 6 ecuații are o soluție 
unică (T^jtp,?, { c ^ J j^ i^ .a j) , corespunzând la starea cuadruplă;
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ii. coexistența a 3 faze la echilibru termodinamic (în cazul studiat există 4 triplete de 
faze coexistente), când sistemul condițiilor de echilibru (6.5) devine

/ ^ ( T , ^ * ) )  =  tâ \T ,< p ,c ^ )  = ^ { T , V , c ^ )  , 
^ ( T , V , c ^ )  = ^ \ T ^ ^ } ^ ^ \ T ^ ^ }  , 

({ i,j ,k }  =  {1,2,3} , {2,3,4} , {1,3,4} , {1,2,4} ) .

în fiecare dintre cel 4 triplete posibile (notate { i ,j ,k } )  sunt 2 x 2  = 4 ecuații care au 
2 + 3 =  5 necunoscute (T ,!p ,cW ,c^,c*^); pentru fiecare dintre triplete de faze coexis
tente soluția sistemului de ecuații anterioare nu este unică, ci este simplu nedeterminată, 
astfel că se pot exprima 4 dintre mărimile evidențiate anterior (ca necunoscute) în funcție 
de a cincea. Uzual se alege temperatura ca variabilă, astfel încât soluțiile sunt de forma 
( H # ^ ^ 1’2 -3 ’^ * ^ ) )  n u m i t e  c u r b e  triple.

iii. coexistența a 2 faze la echilibru termodinamic (în cazul studiat există 6 perechi de 
faze coexistente), când sistemul condițiilor de echilibru (6.5) devine

({ i,j}  =  {1,2} , {1,3} , {1,4} , {2,3} , {2,4} , {3,4} ) .

Pentru fiecare dintre perechile de faze coexistente sunt 2 ecuații cu 2 + 2 necunoscute 
(T, țp, cW ,c^); atunci soluția fiecărui sistem de ecuații este dublu nedeterminată și uzual se 
aleg ca variabile temperatura și presiunea, obținându-se ca soluție setul concentrațiilor din 
cele 2 faze coexistente { c ^ (7 ’,!P)}p= tj.

6.2 Tranziții de fază
6.2.1 Caracteristici generale

Tranziția de fază este procesul termodinamic de transfer de substanță dintr-o fază în altă 
fază, iar cele două faze sunt aflate în coexistență la echilibru termodinamic.

Pentru o tranziție de fază sunt importante următoarele observații:
-  ambele faze sunt termodinamic similare, adică au aceleași grade de libertate termodi

namice;
-  tranziția se efectuează prin variația continuă a unor parametri de stare;
-  problema principală la tranzițiile de fază este studiul proprietăților sistemului la echili

brul (coexistența) fazelor.
Se vor semnala cele mai importante exemple de tranziții de fază:
i . pentru fluidul neutru sunt schimbările de stare de agregare
-  topirea și solidificarea (transformarea din starea solidă în stare lichidă și invers),
— vaporizarea și lichefierea (transformarea din stare lichidă în stare gazoasă și invers), 
-  sublimarea și desublimarea (transformarea din stare solidă în stare gazoasă și invers); 
ii. pentru substanțe cristaline sunt schimbările tipului de rețea cristalină
-  polimorfism (pentru substanțe compuse), 
- alotropie (pentru substanțe simple);
iii. pentru sisteme electro-magnetice sunt modificări ale unor proprietăți specifice
-  tranziții de polarizare, electrică: între stările para-electrică și fero-electrică,
-  tranziții de polarizare magnetică: între stările para-magnetică și fero-magnetică (sau 

feri-rnagnetică, sau antifero-magnetică),
-  tranzițiile de la starea normală la starea supra-conductoare;
iv. pentru sisteme fluide, bosonice la temperaturi joase sunt tranzițiile de la starea nor

mală la starea supra-fluidă.

Clasificarea tranzițiilor de fază

Tranzițiile de fază se pot clasifica după mai multe criterii, iar dintre acestea cele mai 
importante sunt clasificarea Ehrenfest și clasificarea Landau.
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A. Clasificarea Ehrenfest (clasificarea formală) se consideră ordinul tranziției de fază 
ca fiind egal cu ordinul minim al derivatelor potențialului termodinamic natural redus care 
au discontinuități la tranziția de fază (adică derivatele respective au valori diferite în cele 2 
faze aflate în coexistență).

Pentru a avea o formulare precisă a definiției anterioare, se fac următoarele observații:
1. Saltul (discontinuitatea) unei mărimi termodinamice (notată 4) la tranziția de fază 

este diferența valorilor mărimii respective corespunzătoare celor 2 faze aflate în coexistență 
(notate cu indicii ” 1 ” și ” 2 ”)

^ A  = A . -  Ai |ech ,

iar mărimea A este continuă la tranziția de fază dacă are salt nul

△4 = 0 ■^ lech ^ 2  lecli ’

2. Potențialul termodinamic natural este determinat de rezervor; se preferă să se utilizeze 
rezervoare care fixează valorile tuturor parametrilor intensivi nechimici (adică temperatura 
T  = Poși parametrii intensivi netermici-nechimici { P i,. . . ,  P ,- i}  =  {P}, iar cei q parametri 
de stare intensivi nechimici vor fi notați at = Pi , i =  0 ,1 , . . . ,  q— 1), astfel că potențialul ter
modinamic natural al sistemului este un potențial Gibbs generalizat Q^py = UT ,{P}- Redu
cerea potențialului Gibbs se face în raport cu numărul total de particule din faza considerată 
(adică este un potențial Gibbs specific):

S{P} -
S {P} 
Atotal

Cu notațiile anterioare se pot formula exact tipurile de tranziții de fază (în sensul lui 
Ehrenfest).

Tranziția de fază de ordinul 1 are prin definiție proprietățile:

g^Pj = continuă ^  ^{P} — o
—- = discontinuă

. o a i
* △ ^ i / 0 ,  ( i  = 0 , l , . . . „ Q ) (6-7)

potențialul Gibbs specific este continuu la tranziția de fază, iar derivatele sale în raport cu 
parametrii de stare intensivi nechimici sunt discontinue la tranziția de fază.

în cazul fluidului neutru cu 1 componentă chimică potențialul termodinamic natural este 
potențialul Gibbs propriu zis Q(T,ȚI,N), iar forma diferențială a potențialului redus este 
d j  = - s d T  + v d !p . Atunci condițiile de salt (6.7) devin

A ^  = A S /O

[se poate observa că prima relație de salt implică o căldură latentă specifică (per particulă) 
pentru transformarea de fază A = T  A s 0 ].

Exemple tipice de tranziții de fază de ordinul 1 sunt schimbările stărilor de agregare.
Tranziția de fază de ordinul 2 are prin definiție proprietățile

^{P} =  c o n t in u A
^9\px .
— ----  = continuă

O di

—---- -—  = discontinuăo a, oaj

(6-8)

( i , j  = O ,... ,q )

potențialul Gibbs specific și derivatele sale de primul ordin în raport cu parametrii de stare 
intensivi nechimici sunt continui la tranziția de fază, iar derivatele sale de ordinul 2 în raport 
cu parametrii de stare intensivi nechimici sunt discontinue la tranziția de fază.
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în cazul fluidului neutru cu 1 componentă chimică (se utilizează observațiile făcute an
terior pentru tranzițiile de fază de primul ordin) condițiile de salt (6.8) devin

A d 2g
A - ^ -  = - A s  = 0 = >  A = 0 d T 1

= -  T  A c P 0
d T

A = — v A X T 0

△ =  A v = 0
9 ț ) 2

d 2gA d ^ d T
= v A a 0

[Se observă că aceste tranziții de fază au căldură latentă specifică (per particulă) A nulă, 
iar discontinuitățile apar la coeficienții termodinamici: căldura specifică isobară, coeficientul 
de dilatare, coeficientul de compresie isotermă; datorită relațiilor între coeficienții termodi
namici (Reech, Mayer) se obțin discontinuități și pentru ceilalți coeficienți termodinamici 
simpli.]

Trebuie remarcat însă că un fluid neutru nu prezintă tranziții de fază de ordinul 2 (pentru 
acest tip de sistem termodinamic tranzițiile de fază sunt de ordinul 1). Exemple tipice de 
tranziții de fază de ordinul 2 sunt tranziții din sisteme electro-magnetice: tranziții fero-para 
(electric sau magnetic), tranziții stare normală -  stare supra-conductoare; de aceea sistemul 
termodinamic trebuie să fie cel puțin un fluid electrizabil sau magnetizabil.

Tranziția de fază de ordinul n are prin definiție proprietățile:

^ 3 { P }  — o

■ a  ........ ....  =  ' ( i ......... "  =  ....... - - 1 )

— # 0 ,  ( i i .......i . = M )d a i t . . .  d a in ' '

(6-9)

potențialul Gibbs specific și derivatele sale de primele n — 1 ordine în raport cu parametrii 
de stare intensivi nechimici sunt continui la tranziția de fază, dar derivatele sale de ordinul 
n în raport cu parametrii de stare intensivi nechimici sunt discontinue la tranziția de fază.

Trebuie remarcat faptul că tranziții de fază de ordine > 3 nu au fost detectate fizic; 
singura excepție este tranziția de fază a gazului bosonic ideal între starea normală și starea 
condensată, care poate fi interpretată ca o tranziție de fază de ordinul 3.

B . C lasificarea  L andau  (c la sificarea  c a lita tiv ă ) Se consideră că din punct de vedere 
fizic există numai 2 tipuri de tranziții de fază, care diferă între ele în primul rând din punct 
de vedere calitativ:

-  tranzițiile de fază de ordinul 1,
tranțiile de fază de ordinul 2.

Tranzițiile de fază de ordinul 1 au următoarele caracteristici importante:
-  fazele sunt, din punct de vedere calitativ, de același tip (ele diferă numai cantitativ);
-  curba de echilibru a fazelor (exprimată prin parametri intensivi) are un punct terminus, 

care este numit punctul critic;
-  potențialul termodinamic natural al sistemului nu are singularități la tranziția de fază, 

iar cele 2 faze sunt caracterizate prin aceeași expresie pentru ecuația termodinamică funda
mentală.
Tranzițiile de fază de ordinul 2 au următoarele caracteristici importante:

-  fazele sunt diferite din punct de vedere calitativ, deoarece tranziția de fază implică o 
schimbare de simetrie a sistemului;

-  sistemul posedă o mărime extensivă numită parametru de ordine ($ ), care este nul în 
faza simetrică (aceasta este faza stabilă a sistemului la temperaturi mari), dar este nenul în 
faza nesimetrică (aceasta este faza stabilă a sistemului la temperaturi mici);

-  curba de echilibru a fazelor (exprimată prin parametri intensivi) separă spațiul para
metrilor termodinamici în două domenii distincte, corespunzătoare celor 2 faze, astfel încât 
nu există un punct terminus (de fapt, toate punctele de pe curba de echilibru pot fi asimilate 
ca puncte critice);
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-  potențialul termodinamic natural este o funcție analitică la tranziția de fază (datorită 
faptului că punctele din spațiul parametrilor intensivi corespunzătoare stărilor de echili
bru termodinamic dintre faze, care definesc curba de echilibru, sunt considerate similare cu 
punctul critic de la tranziția de fază de ordinul 1).

Pentru comparație, în figura 6.2 s-au ilustrat curbele de echilibru din spațiul parametrilor 
Pi — Pj pentru o tranziție de fază de ordinul 1 și pentru o tranziție de fază de ordinul 2.

în completarea caracterizărilor anterioare se adaugă următoarele observații:
-  Există tranziții de fază de ordinul 1 fără punct critic (de fapt, în aceste cazuri punctul 

critic se află la infinit); exemple simple pentru astfel de tranziții de stare sunt unele schimbări 
de stare de agregare: sublimarea și desublimarea, topirea și solidificarea.

-  Teoria Landau asupra tranzițiilor de fază este o aproximație grosieră datorită faptului 
că neglijează fluctuațiile mari ale unor parametri de stare la tranziția de fază de ordinul 2 
(stările tranziției de fază se comportă ca puncte critice); ca urmare, potențialul termodinamic 
nu este o funcție analitică în punctele critice.

-  Teoria tranzițiilor de fază este domeniul cel mai complex al termodinamicii și până 
în prezent nu s-au obținut rezultate definitive (cu toate progresele considerabile făcute în 
perioada recentă).

6.2.2 Tranziții de fază de ordinul 1
Studiul analitic al tranzițiilor de fază este bazat pe următoarea hipoteză (formulată de 

H. B. Callen):
Hipoteză

a) Dacă ecuația termodinamică fundamentală (sau unul dintre potențialele termodinamice) 
satisface condițiile de stabilitate, atunci sistemul este stabil și omogen.

b) Dacă ecuația termodinamică fundamentală (sau unul dintre potențialele termodinamice) 
nu satisface condițiile de stabilitate (într-un domeniu din spațiul parametrilor), atunci sistemul 
efectuează o tranziție de fază și devine heterogen.

Pe baza hipotezei Callen există 2 metode de obținere a ecuației termodinamice funda
mentale (se va utiliza terminologia utilizată de Callen):

1. Metoda statistică naivă: se formulează un model microscopic de sistem omogen și 
se deduce (prin calcul statistic) ecuația termodinamică fundamentală (sau expresia unui 
potențial termodinamic); apoi se efectuează verificarea condițiilor de stabilitate, rezultând 2 
posibilități:

i. dacă sunt satisfăcute condițiile de stabilitate pentru întregul domeniu de definiție 
al parametrilor de stare, atunci nu există tranziție de fază (cel puțin în cadrul modelului 
microscopic ales);

ii. dacă există un sub-domeniu din spațiul parametrilor de stare unde nu sunt satisfăcute 
condițiile de stabilitate, atunci în acel sub-domeniu se produce o tranziție de fază, iar ecuația 
termodinamică fundamentală calculată anterior (sau expresia potențialului termodinamic)

Tranziție de fază de ordinul 1 Tranziție de fază de ordinul 2

Figura 6.2: Curbele de echilibru la tranzițiile de fază de ordinul 1 și de ordinul 2.
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nu este expresia reală (nici măcar în mod aproximativ) în domeniul de instabilitate, astfel 
încât este necesar să fie corectată corespunzător situației de coexistență a două faze.

2. Metoda de fitare empirică: din cunoașterea proprietăților sistemului în stări omogene 
depărtate de stările tranziției de fază rezultă 2 seturi de ecuații empirice (pentru fiecare fază, 
ca sistem omogen); prin interpolarea rezultatelor se obține setul ecuațiilor de stare aproxi
mative (sau o aproximare pentru ecuația termodinamică fundamentală, sau expresia apro
ximativă a unui potențial termodinamic) care conține o porțiune instabilă (corespunzătoare 
unei tranziții de fază), astfel încât se efectuează corectarea la fel ca și în cazul anterior.

Se va discuta tranziția de fază de ordinul 1 a unui fluid neutru și pentru a evita eventuale 
anomalii cile acestui tip de tranziție de fază se alege cazul tranziție lichid - gaz2 .

2 Celelalte 2 tipuri de schimbări de stare de agregare nu manifestă toate proprietățile tranziției de stare 
de ordinul 1 datorită faptului că punctele critice ale acestor tranziții de fază se află la infinit.

A. Studiu l ca lita tiv  al tranziție i de fază utilizând o ecuație de stare

A .l  Form ularea problem ei: se consideră ecuația de stare a presiunii ^p(T, v), care este 
capabilă să descrie fazele gazoasă și lichidă ale fluidului neutru ales (această ecuație de stare 
a fost obținută fie prin metoda statistică, fie prin metoda de fitare empirică).

Pentru un fluid neutru care prezintă o tranziție de fază de tip lichid -  gaz ecuația de stare 
necorectată a presiunii (deci ecuația obținută inițial, care evidențiază domenii de instabili
tate) conduce la curbe isoterme ^ (T , v) |T  =  ^ r (v )  care reprezentate la diferite temperaturi 
{Tj} au formele din figura 6.3. Prin analiza formelor acestor curbe isoterme se evidențiază 
existența a 2 tipuri de isoterme:

1. Isoterme supra-critice (la temperaturi T  > Tc ), care sunt monoton descrescătoare, 
adică au proprietatea

V v ;

atunci pe aceste isoterme sunt satisfăcute condițiile de stabilitate în orice punct.
2. Isoterme sub-critice (la temperaturi T  < Tc ), care au proprietatea

_  ( < 0  ’ 'a  v a ô r ' mici și mari ale lui v 
\ d v  ) T  ( > 0  , la valori intermediare ale lui v

aceasta indică existența unei porțiuni de instabilitate (la valori intermediare ale volumului 
specific v), astfel încât ecuația de stare va trebui să fie corectată în această porțiune, pentru 
a descrie tranziția de fază.

De asemenea, din sistemul curbelor isoterme anterioare, rezultă existența unei tempera
turi particulare, numită temperatura critică Tc care separă isotermele sub-critice de isoter- 
mele supra-critice: Tc = inf { T | ( d ^ / d v ) T  < 0 , V v } .

Curbele isoterme sub-critice sunt importante pentru tranziția de fază; de aceea s-a figurat 
mai detaliat isoterma corespunzătoare temperaturii T  = Ti (unde Ti < Tc ). în acest caz 
curba isotermă fp(T,V)|T1 are 3 porțiuni: (ABCD EF) și (U V W X Y Z )  care sunt porțiuni 
stabile, iar (F JK LU ) este porțiunea instabilă. Dacă se inversează ecuația presiunii isoterme 
fPr(v) în raport cu volumul se obține curba HT(Ț), care în domeniul de temperatiri sub- 
critice (T < Tc ) este o funcție multi-valentă:

^ ’P)!^
funcție 1-valentă

< funcție 3-valentă
funcție 1-valentă

pentru !P < (P B 
pentru ț lg  < ^ <  țpy 
pentru ț J > ț l y

iar acest tip de curbă este ilustrat în figura 6.3.

A .2 D educerea p oten ția lu lu i chim ic din ecuația  de stare (p e  isoterm ă): se scrie 
forma diferențială a potențialului Gibbs redus și se observă că în cazul fluidului neutru cu 
1-componentă chimică acest potențial Gibbs redus este egal cu potențialul chimic (g = p), 
astfel încât rezultă

dp = — s d T  + v d $  .
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Se efectuează integrarea parțială a formei diferențiale anterioare în raport cu presiunea (la 
temperatură constantă), adică integrarea curbilinie pe isoterma aleasă plecând din starea 
etalon (/to.^Po;^) și se obține

n(T,Ț!) = M Ă T) + v ( T , W ' ) W .  (6.10)

Asupra relației (6.10) sunt importante următoarele observații:
i. ecuația presiunii ȚI(T,v) permite numai o determinare incompletă a potențialului 

chimic p,(T,ȚI), anume numai dependența potențialului chimic față de presiune la tempera
tură fixată: p(T,*P) | r  =  AT W);

i. integrala din relația (6.10) J ^  v(T,ȚI') d ț l ' se interpretează geometric drept aria de 
sub curba V(T,(P)|T .

Pe baza relației (6.10) se obține comportarea potențialului chimic pe isoterme ca funcție 
de presiune.

• Dacă T  > Tc , atunci n(T, *£)|T este o funcție monoton descrescătoare în raport cu 
presiunea, astfel că potențialul chimic (la temperatură fixată) p.(T, ți)  |T  este o funcție 
monoton crescătoare și de asemenea o funcție concavă în raport cu presiunea fp, după 
cum este ilustrat în figura 6.4.

• Dacă T  < Tc , utilizând interpretarea geometrică a integralei împreună cu graficul 
funcției v ( r ,fp ) |r  (cum este ilustrat în figura 6.3) rezultă că fi(T,ȚÎ)\T are o porțiune 
3-valență (adică funcția multivalentă are 3 ramuri), care este ilustrată în figura 6.4; 
astfel pentru valori ale presiunii din domeniul de multivalență ? B < ț l  < ț ly  există 
ramurile

1. (BCD EF) = ramura I,
2. (U V W X Y )  = ramura II ,
3. (F JK LU ) = ramura I I I .

Pe baza graficului 6.4 se poate face discuția stabilității ramurilor pentru procesul 
isoterm cuasi-static î l^  ------ > î)? :

T=Tt

— pentru !P < (Pa: funcția este 1-valență și satisface condițiile de stabilitate (este 
ramura I)',

— pentni ? B < ? < ț ) D :  funcția este 3-valentă având ramurile
* ramura I = (BCD) este stabilă,
* ramura IT  = (UVW ) este stabilă,
* ramura I I I  = (ULK) este instabilă;

dar potențialele chimice pe ramurile stabile satisfac inegalitatea m  < H IB , astfel 
că 1 este ramura stabilă, iar I I ' este ramura metastabilă (datorită faptului că în 
condiții de stabilitate fi = g ~  min);
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Figura 6.4: Variația isotermă a potențialului chimic (în stânga este cazul supra-critic, iar în 
dreapta este cazul sub-critic).

-  pentru *P = ț in  =  *Pw se obține intersecția ramurilor stabile I și I I ,  astfel că 
rezultă egalitatea țn  = ț in  <=> D = W , care exprimă echilibrul între cele două 
faze;

— pentru țliy  < !p < !Py: funcția este 3-valență având ramurile

* ramura I 1 = (DEF) este stabilă,
* ramura I I  = (W X Y )  este stabilă,
* ramura I I I  = (K JF )  este instabilă;

dar potențialele chimice pe ramurile stabile satisfac inegalitatea țip > țin , astfel 
că I' este ramura metastabilă, iar I I  este ramura stabilă (datorită faptului că în 
condiții de stabilitate ți = g = min);

-  pentru fp > !Py: funcția este 1-valentă și satisface condițiile de stabilitate (este 
ramura II).

Din discuția anterioară rezultă următoarele concluzii:

-  dacă ț  < țpe (= *pD  =  *Pw), atunci ramura stabilă este ramura I  (faza gazoasă);

-  dacă ț î  > țpe (= ȚID = ^Pw), atunci ramura stabilă este ramura I I  (faza lichidă); 

— dacă *p = *pe , atunci are loc coexistența la echilibru a fazelor.

Datorită raționamentelor anterioare graficele potențialului chimic (reprezentat în figura 6.4) 
și graficul ecuației de stare a presiunii (reprezentat în figura 6.3) se corectează prin formele 
prezentate în figura 6.5, unde stările de echilibru stabil între faze sunt figurate prin linii 
pline, stările de echilibru metastabil sunt figurate prin linii întrerupte, iar stările de echilibru 
instabil sunt figurate prin linii punctate.

Figura 6.5: Corectarea potențialului chimic (stânga) și a presiunii (dreapta).
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A .3 R egula M axw ell: se consideră isoterma sub-critică care a fost studiată anterior și se 
utilizează relația (6.10) pentru a exprima potențialul chimic în punctele ” D ” și ” IV ” de 
pe curba isotermă (s-a ales ca etalon punctul ” A ”)

RD =HA + v (T ,Ț i)d Ț i,
JVA

rVw [VD rVw
Hw = HA + v (T ,ty  dȚS = HA + v (T ,Ț J )d Ț 3 + f v ^ i p j d f P ;

JVA JVA JV D

din relațiile precedente rezultă
rWw

RW =HD + v (T ,? )d !p .

Din discuția făcută pentru interpretarea ramurilor potențialului chimic rezultă că punctele 
” D ” și ” IV ” corespund celor două faze aflate la echilibru (” D ” pentru faza I, iar ” IV ” 
pentru faza II)-, dar la echilibrul fazelor potențialele chimice și presiunile sunt egale, astfel 
că sunt valabile relațiile

Hi = R u  => RD = Hw ,
V l  — V l I ^ V e  = >  ? D  = ? » '  = ? e  •

Se înlocuiesc rezultatele anterioare în relația integrală dintre potențialele chimice, astfel că 
se obține condiția de echilibru între faze în forma următoare

v(T, »P) d «p = 0 , (6.11a)
J D

unde integrala se efectuează pe porțiunea D W , cum este ilustrat în figura 6.6. Condiția 
anterioară se exprimă mai convenabil dacă se inversează variabilele |adică din v = v(T,Ți) 
se obține ț j  = țp(T, v)]; inversarea implică o integrare prin părți, astfel că se transformă 
integrala din relația (6.11a) succesiv în formele următoare:

/  v(T,ȚS) d*p =  /  v | du
JD JD \

,w rw

= Ți v \ -  ȚRT, v) du
J D

= —Ție ( v i —v u )+  ȚI(T,v) dv .
Jvii

Cu această ultimă expresie a integralei condiția (6.11a) se rescrie în forma

ȚI(T,v) dv = ȚIe (vj — v u )  , (6.11b)

Figura 6.6: Ilustrarea graficelor utilizate pentru regula Maxwell.
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care este interpretabilă ca regula  M axwell: presiunea la echilibrul fazelor are valoarea 
pentru care aria de sub graficul necorectat al isotermei între punctele extreme de intersecție 
ale unei drepte isobare cu isoterma considerată este egală cu aria de sub isobară între aceleași 
puncte.

Regula Maxwell a ariilor egale este ilustrată în figura 6.6 și este utilizată pentru de
terminarea presiunii de echilibru între cele două faze țpe (T); astfel, pe porțiunea DW  a 
isotermei care corespunde la coexistența celor două faze se face corecția înlocuind porțiunile 
metastabile și porțiunea instabilă cu palierul isobar fp(T,v) = țpe (T).

A .4 D eterm inarea fracțiilor celor două faze (regula levierulu i): se consideră o 
stare de coexistență a fazelor, care este reprezentată printr-un punct de pe palierul isotermei 
sub-critice corectate, așa cum este ilustrat în figura 6.7

V  =  V e C O

v € [v u (T ) ,v i(T )]

Starea aleasă de pe palierul de coexistență a fazelor implică că o parte din particulele fluidului 
neutru se află într-o fază, iar restul particulelor se află în cealaltă fază; dacă se consideră 
Nj particule în faza I  și N u  particule în faza I I ,  datorită faptului că la echilibru volumele 
specifice ale celor două faze sunt vi și v u ,  se obține pentru volumul total setul de egalități:

V = (N ,+  N n ) v
= N i vi + N u  v u  •

Este convenabil să se introducă fracțiile (concentrațiile relative) ale celor două faze

Ni =  N u
Ni + N u  ’ C"  Ni + N u

care în mod evident satisfac relația ci + cu  = 1- Atunci relația între volumele specifice se 
exprimă în forma următoare:

(ci + cu) v = ci ■ vi + cu • v u  ,

astfel că se obțin concentrațiile relative ale celor două faze exprimate prin volumele specifice

V — Vu VI — v
ci = ----------  , c u  = ---------- •

vi — v u  vi — v u
(6-12)

Aceste ultime relații sunt numite regula levierului, pentru că pe graficul isotermei (ilustrat 
în figura 6.6) segmentele de drepte ale palierului implicate în relațiile pentru determinarea 
concentrațiilor relative sunt în relații similare cu lungimile brațelor unei pârghii.

Figura 6.7: Ilustrarea grafică a regulii levierului.
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A .5 C orectarea p oten ția lu lu i H elm holtz (energia liberă): este necesară, deoarece 
energia liberă redusă f(T , v) are următoarele proprietăți generale (importante pentru discuția 
prezentă):

• f{T ,v )  este o funcție concavă în raport cu variabila T  și este o funcție convexă în 
raport cu variabila v;

• f (T ,v )  are forma diferențială d /  = —s dT  — țp du .

Din proprietățile precedente rezultă inegalitățile

De asemenea, prin integrarea parțială a formei diferențiale numai în raport cu volumul, se 
obține:

f (T ,v )  = f (T ,v 0 ) -  r< Ț (T ,v ')  du' , (6.13)
j  vo

astfel încât cunoașterea ecuației de stare SP(T, u) permite deducerea comportării pe o isoter- 
mă a energiei libere reduse.

Pentru o isotermă supra-critică (T  > Tc ) ecuația de stare a presiunii satisface condiția 
de stabilitate

astfel încât rezultă că f (T , v) este o funcție convexă și descrescătoare în raport cu volumul 
specific v, adică se obține o comportare termodinamică corectă.

Pentru o isotermă sub-critică (T < Tc ) ecuația de stare necorectată a presiunii are o 
porțiune de instabilitate:

Z ^ V )  _  J  ’ pentru u < UF și u > vy 
\ d v  ) T  ( > 0 , pentru vu < v < VF ■

Ca rezultat, f (T ,v )  este tot o funcție descrescătoare în raport cu variabila v, dar este pe 
domeniul de instabilitate vu < v < VF o funcție neconvexă (este o funcție concavă în raport 
cu variabila u), adică s-a obținut o comportare termodinamică incorectă a energiei libere. 
Dar în discuția făcută pentru deducerea corecției ecuației de stare a presiuniis-a arătat că 
se înlocuiește porțiunea metastabilă și instabilă (W U K FD ) prin palierul W K D , pe care 
îp(u) = Ț e =  const., după cum este ilustrat în figura 6.8 [pe figură (ZW D) și (FDA) sunt 
porțiuni convexe, dar (UKF) este porțiunea concavă]. Atunci, pentru v € [ v n ,v i  ] prin 
utilizarea formei corectate a ecuației de stare în formula (6.13) se obține

f (T ,v )  = f ( T ,v w ) -  r  W (T,v') du'
Jvw

= f f r v n j - W ' i v - v n )  , (6.14)

ceea ce arată că energia liberă corectată (ca funcție de volum și la temperatură fixată) are 
o porțiune liniară, adică pe porțiunea respectivă este o funcție semi-convexă. S-a obținut 
consecința corecției Maxwell asupra energiei libere: f (T ,v )  se corectează prin anvelopa con
vexă.

Se poate verifica direct că pe porțiunea corectată energia liberă este o funcție semi- 
convexă în raport cu volumul: .

• Se exprimă energia liberă, volumul și numărul de particule ale sistemului compus ca 
sume ale mărimilor corespondente ale celor două faze

F(T, V, N ) = F ^T , Vi, Ni) + F n (T , Vn ,N n ) , 
V = VI  + Vn , 
N = Ni + N n  .
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Figura 6.8: Corectarea energiei libere utilizând corecția Maxwell pentru presiune.

• Se reduc fiecare dintre energiile libere în raport cu numărul de particule corespunzător, 
conform formulei (2.75), astfel că relația anterioară pentru aditivitatea energiei libere 
devine

N ■ f(T ,v )  = N i • f i (T ,v i)  + N n  ■ fn { T ,v n )  .

• Se introduc concentrațiile relative ci și cu  zile celor două faze; de asemenea, se observă 
că cele două faze sunt descrise analitic prin aceleași ecuații, astfel că funcțiile energie 
liberă ale fazelor sunt identice. Cu aceste observații cele 3 relații de aditivitate inițiale 
devin:

f(T ,v )  =  c/ • f (T ,v i )  4- cu  • f ( T ,v n )  ,
v = cj ■ V{ + CJ] ■ v a  ,
1 = ci + a i  .

• Se notează c =  c/ și se introduc relațiile de aditivitate ale volumului, precum și ale 
numărului de particule în prima relație, care astfel devine:

f ( T ,c - v i  + (l -  c) v n )  = c ■ f (T ,v f ) +  (1 -  c) • f ( T ,v n )  .

Dar ultima relație este proprietatea de definiție a unei funcții semiconvexe față de a 
doua variabilă.

Astfel s-a verificat că energia liberă redusă f (T ,v )  devine o funcție semi-convexă (față de 
volum v) pe mulțimea stărilor de coexistența fazelor.

B. Ecuația C lapeyron - C lausius

Se discută un fluid neutru care poate efectua o tranziție de fază de ordinul 1. în acest 
caz condiția de echilibru a fazelor se exprimă prin egalitatea potențialelor chimice (ale celor 
două faze)

f i i(T ,Ț ie (T)) = / i f f (T,Ve(T)) • (6.15)

Se consideră pe curba de echilibru (coexistența fazelor) 2 stări vecine împreună cu parametrii 
de stare corespunzători:

AB T  , *ȚJ = <pe (Ț)
• A 'B 1 — > T '= T  + 6 T ,  ȚI' = ȚIe (T + 6T) = W + 6ȚÎ

situație ilustrată în figura 6.9.
Se particularizează condiția de echilibru (6.15) pentru cele două perechi de stări precizate 

anterior; atunci se obține sistemul de ecuații:

H i { T ^ T ) )  = m i ( T M T ) ) ,  (6.16a)
^ ( T ' M T 1)) = f u ^ T ' , ^ 1)) . (6.16b)
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Datorită faptului că pentru fluidul neutru cu 1 componentă chimică potențialul chimic 
este egal cu potențialul Gibbs redus, este valabilă forma diferențială

d/t = dg = -  s d T  + v d *țl ,

astfel că pentru variații mici ale variabilelor 6T , 6Ț1 dezvoltarea în serie Taylor poate fi 
aproximată prin termenii de ordinul 1 și se obține:

n țT  + S T W  + Sțp) ^  fi(T,ȚȚ) -  s d T  + v dȚI .

Pe baza aproximației anterioare se poate rescrie condiția de echilibru (6.16b) în forma

M /(T,«pe (T)) - S / 6 T  + V, M  6 T  = ^ / ( T ^ T ) )  + v n  ^  S T  .

Această ultimă formă a relației (6.16b) se simplifică datorită relației (6.16a), astfel că sistemul 
condițiilor de echilibru conduce la relația

-SJ + V/
d«pe ( T ) _
----------  = - S i l  + V/fdT d T

din care rezultă următoarea ecuație: 
dfPeCn = 

dT
si ~ s il _  ^ s ( T ) 
vi — v /i — A v(T) ’

(6.17a)

cunoscută sub numele de ecuația Clapeyron - Clausius.
Asupra ecuației Clapeyron - Clausius trebuie să 

se menționeze următoarele observații.
a) Aceasta este ecuația diferențială a curbei de 

echilibru dintre faze !Pe(T). ,
b) Pentru o tranziție de fază de ordinul 1 salturile 

de entropie și volum specifice sunt nenule: â s  /  0, 
△ v /  0 (pentru că acestea sunt derivate de ordinul 
1 ale potențialului Gibbs redus g).

c) Căldura latentă specifică a tranziției de fază 
este dată de saltul de entropie specifică: A = T △ s , 
astfel că ecuația Clapeyron - Clausius poate fi scrisă 
în următoarea formă echivalentă: ,

qj 4- <s«p

V

T + 6T T

W )  =
dT  T - A v '

(6.17b)

Figura 6.9: Curba de 'echilibru a 
fazelor coexistente.

d) Se consideră tranziția de fază I I  —> I, astfel încât are loc absorbție de căldură: 
X = T  (s/ — s //)  > 0 ; atunci sunt posibile următoarele situații:

• V[ > v i/ ( A V > 0 ), atunci ț l e (T) este funcție crescătoare (cazul normal);

• v/ < v // (Au < 0 ), atunci țJe (T) este funcție descrescătoare (cazul anormal).

e) Din ecuația Clapeyron - Clausius se poate obține expresia căldurii specifice a unei faze 
pe stările de echilibru inter-faze. Se va studia una dintre fazele aflate în coexistență, care va 
avea indicele ” a ”; la echilibrul fazelor presiunea este q3e (T) și în consecință entropia specifică 
a fazei studiate (când se află în coexistență cu cealaltă fază) este S^ \ T ) = s^* (T, *pe (T)) . 
Utilizând definiția generală, căldura specifică a fazei studiate pe stările de echilibru inter-faze
este

c?) = T d s ^ 
d T

derivata entropiei pe stările de coexistență ale fazelor se evaluează cu ajutorul formulei 
de derivare a unei funcții compuse (datorită dependenței funcționale a entropiei specifice 
evidențiată anterior):

( d s ^ X  _  ( d s ^ X  / d s ^ X  d<Pe(T)
U T V U T V \ 3!P/T DT

Derivatele care apar în ultima egalitate se exprimă prin coeficienți termodinamici astfel:
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• se utilizează definiția căldurii specifice isobare

k d T  4 -  CP

se utilizează relația Maxwell pentru potențialul Gibbs specific și definiția coeficientului
de dilatare

d s ^  \ /  d v ^  \
k ^ Z p

-  v (a} a (n) ;

• ultima derivată se transformă cu ajutorul ecuației Clapeyron - Clausius (6.17b).

Prin înlocuirea rezultatelor precedente în definiția căldurii specifice se obține:

Este important de 'remarcat faptul că acest tip de căldură specifică nu este o căldură specifică 
simplă (pentru că procesul ne-isoterm considerat nu este un proces simplu); în consecință, 
este posibil ca să apară situații când căldura specifică pe curba tranziției de fază să fie 
negativă3 .

f) Anterior s-a considerat, pentru a avea o situație concretă, că sistemul studiat este un 
fluid neutru, astfel că singurele grade de libertate termodinamice implicate sunt gradul termic 
și gradul volumic. Se pot repeta raționamentele anterioare pentru un sistem termodinamic 
arbitrar care efectuează o tranziție de fază de ordinul 1 și când alături de gradul de libertate 
termic este interesant un grad de libertate netermic-nechimic indiciat cu ” i ”; atunci, se 
obține ecuația Clapeyron - Clausius generalizată'.

_ d P ț r )  _  S! -  s n  =  ă s (T )
~ —  A ’ (6.19)

dl i u  -  X i l l  )

C. D iagram e de stare la tranziții de fază ale fluidului neutru

Pentru tranziția de fază de tip lichid -  gaz diagramele de stare (graficele curbelor ca
racteristice pentru diferite alegeri ale parametrilor de stare ca funcții și ca variabile) sunt 
foarte diferite în funcție de setul parametrilor de stare aleși ca variabile de reprezentare. In 
figura 6.10 sunt reprezentate aceste diagrame de stare cu seturile de variabile următoare: 
v -  ip, T -  u și T  - !p .

Din setul de diagrame de stare figurate anterior se remarcă unele proprietăți interesante: 
i. Setul stărilor de coexistență isoterm-isobar, în care variază concentrațiile fazelor ga

zoasă cg și lichidă ci, are reprezentări diferite în funcție de diagramele utilizate:
3 Această situație se produce în cazul căldurii specifice a vaporilor saturați de apă cănd aceștia se află la 

temperatura de fierbere a apei și când presiunea este normală.
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Figura 6.11: Diagrame de stare pentru sistemul cu 3 faze posibile.

• se reprezintă pe diagramele v — %J și T — v prin segmente de dreaptă de tipurile LG]

• se reprezintă pe diagrama T  — ȚI prin punctul LG.

i i. Tranziția de fază de tip lichid -  gaz are un punct critic, care corespunde unei stări 
critice având parametrii de stare C(Tc ,v c ,ȚJc ).

Pe lângă setul de diagrame discutate anterior, se prezintă diagramele pentru ansamblul 
stărilor fluidului neutru, care are 3 stări de agregare (gazoasă, lichidă și solidă).

S-au ales pentru aceste diagrame cele două cazuri extreme:
-  variabilele de reprezentare sunt numai parametri de stare intensivi (temperatura T  și 

presiunea ți);
-  variabilele de reprezentare sunt numai parametri de stare extensivi reduși (entropia 

specifică s și volumul specific v).
Din comparația celor două diagrame rezultă următoarele deosebiri:
i. Regiunile de coexistență a 2 faze sunt reprezentate pe diagrama cu variabile intensive 

prin curbe (care se întâlnesc în punctul triplu), iar pe diagrama cu variabile extensive reduse 
prin domenii (un punct al curbei de coexistență a 2 faze din prima diagramă corespunde la 
un segment de dreaptă în a doua diagramă).

ii. Regiunea de coexistență a 3 faze este reprezentată pe diagrama cu variabile intensive 
print-un punct (numit punctul triplu), iar pe diagrama cu variabile extensive reduse printr-un 
domeniu triunghiular.

Astfel, punctul triplu (pe diagrama cu variabile intensive) are coordonatele (T(,?(); 
în același timp, domeniul triunghiular de coexistență a 3 faze, anume: gazoasă ” g ”, lichidă 
” l ” și solidă ” s ” (pe diagrama cu variabile extensive) satisface următoarele relații:

s = ca sg + ct si 4- cs s s

v  =  Cg Vg +  Ci Vi +  c a  v a

U =  Cg U g +  Cl U l +  C„ U S

unde c.g , ci , cs g [ 0,1 ] și satisfac condiția c9 + Q  + cs = 1.

D. P roprietățile  sistem ulu i în  vecinătatea  stării critice

Se studiază numai tranziții de fază ale unui fluid neutru cu 1 specie chimică care sunt 
nedegenerate (adică sunt de tipul tranziției lichid - gaz). în acest caz curba de echilibru între 
faze are un punct terminus, numit punctul critic, care are parametrii de stare (Tc ,v c ,ȚIc ).

Dacă sistemul studiat se află într-o stare supra-critică T  > Tc sau Ți > ȚIC, atunci sistemul 
este omogen și este imposibilă existența unei tranziții de fază.

Dacă sistemul studiat se află într-o stare sub-critică T  < Tc și ȚI < ȚIC, atunci sistemul 
poate avea 2 faze distincte (altfel spus, sistemul poate fi heterogen). Trebuie remarcat că 
tranziția de fază este evidențiabilă numai dacă se traversează curba de echilibru inter-faze, 
așa cum este ilustrat în figura 6.12. Dacă din contră, se efectuează o transformare de stare
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care ocolește punctul critic, se ajunge dintr-o stare a unei faze într-o stare a celeilalte faze
fără să se producă discontinuități, adică fără să se evidențieze tranziția de fază.

Datorită faptului că tranziția de fază este de or
dinul 1 sunt valabile următoarele proprietăți:

-  fazele sunt similare din punct de vedere calitativ, 
adică între faze există numai diferențe cantitative;

-  ecuațiile de stare au aceeași formă analitică în 
ambele faze;

-  potențialul termodinamic natural (determinat 
de tipul de rezervor) este fără singularități pe curba 
de echilibru inter-faze4 .

Există teorii care consideră că punctul critic este un punct de singularitatew esențială a potențialului
termodinamic, analog cu punctele tranziției de fază de ordinul 2.

5 Se discută cazul “normal”, dar este posibil ca seria tayloriană să aibă contribuție nulă în ordinul 4 și 
atunci se face discuția analoagă pentru ordinele superioare.

Atunci, se va considera că ecuația de stare ^ (T , v) 
(necorectată) este valabilă în ambele faze și această 
ecuație devine instabilă în domeniul de coexistență a 
fazelor, astfel că sunt necesare corecții în domeniul de 
instabilitate.

Figura 6.12: Diagrama de stare care 
evidențiază punctul critic.

D .l  C ondițiile  punctu lu i critic: conform discuției făcute în secțiunea anterioară pen
tru tranziția de fază, ecuația de stare ^ ( T ^ )  axe un domeniu de instabilitate și de meta- 
stabilitate (care corespunde tranziției de fază), iar această proprietate este ilustrată în 
figura 6.10 unde pe diagramele de stare v — ȚI î T  -  v palierele isoterme (de tipul LG) 
au lungimi descrescătoare la creștera temperaturii și se reduc la un punct în (Tc ,v c ).

Pe baza rezultatului precedent se poate formula următoarea hipoteză:
Hipoteză: Fluidul neutru cu o singură componentă chimică și care poate avea faze coexistente 
de tip lichid-gaz posedă o isotermă critică (T = Tc ) care are proprietatea

/ =  /  < 0  ’ Pe n t r u  v  ^V c  (6  2 0 j
\ d v  JT  ̂ 1 = 0 , pentru v — vc

Situația este ilustrată în figura 6.13 și are drept consecință următoarea Iernă:

Lem a 6.2 fn punctul critic (Tc , vc ) ecuația de stare a presiunii ȚI(T, v) satisface următoarele 
condiții: ’

ă T  < 0- (6.21b)

Se observă că lema precedentă afirmă că punctul critic este un punct de inflexiune pentru 
isotermă critică (primele două derivate isoterme ale presiunii în raport cu volumul sunt nule). 
Demonstrație:
In Secțiunea A.4 din Anexa A s-au prezentat proprietățile matematice generale ale funcțiilor 
convexe și concave. Pentru problema prezentă este importantă următoarea proprietate a 
funcțiilor convexe dependente de 1 variabilă f(x):

inegalitatea tayloriană (A.35) este în cazul l-dimensional următoarea inegalitate, valabilă 
pentru orice variație 6x:

J  f" (x )  ( iz )2 + -  f" '(x )  (6x)3 + f , v W  (6X y  4- - - - > o .
2 6 24

Pentru realizarea inegalității anterioare, dacă f" (x )  = 0, atunci sunt automat satisfăcute 
condițiile5 :

/  f " &  = 0 , 
l  > o .
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în cazul problemei fizice, se consideră energia liberă redusă f (T ,v )  care este o funcție 
convexă în raport cu variabila v (adică pe o isotermă); pe de altă parte, din forma diferențială 
a acestei energii libere reduse

d /  = - s  d T  -  qj dv ,

rezultă că derivata primă în raport cu variabila de convexitate v este exprimabilă prin pre
siune fp(T,v) = - ( d  f  /  9 V}T  ■

Se adaptează inegalitatea tayloriană a funcțiilor convexe de o variabilă pentru cazul 
energiei libere pe isoterme, obținându-se inegalitatea următoare:

1
2 (v -  v0 )2 + - 0  -  v0 )3 + 7̂ 7

iar în punctul critic (T = Tc ,v  = vc ) inegalitatea anterioară devine:

2 \  d v  J ' '■ " o  + T
T  V' 6 \ o v 2

(v -v o ) 3 +  ^ (v -  u0 )4 +  • • • > 0 .

Datorită hipotezei

rezultă din proprietății le generale de convexitate 
funcției f (T ,v ) \T  următoarele condiții:

care sunt echivalente cu relațiile (6.21).
Conform rezultatelor anterioare, condițiile punctului critic (al unei tranziții de fază de

tip lichid-gaz) sunt următoarele:

(6.22a)

(6.22b)

(6.22c)

Se vor semnala următoarele observații asupra condițiilor (6.22).
i. Condițiile (6.22a) -  (6.22b) constituie un sistem de 2 ecuații care produc soluția (Tc ,v c ) 

(adică temperatura critică și volumul specific critic), iar apoi prin înlocuirea acestei soluții 
în ecuația de stare ț!(T, v) se obține presiunea critică ȚȚ-

ii. Condiția (6.22c) este expresia proprietății de convexitate a energiei libere reduse în 
raport cu volumul / (T ,u ) |r ; datorită faptului că proprietățile de convexitate-concavitate ale 
unui potențial termodinamic redus determină condițiile de stabilitate ale stărilor de echilibru 
(pentru sistemul termodinamic considerat), rezultă că (6.22c) este condiția de stabilitate a 
sistemului în starea critică.

iii. S-a considerat anterior că punctul critic este “normal”, dar în principiu există (pentru 
sisteme termodinamice mai complexe decât un sistem de tip fluid neutru) “puncte critice 
anomale” pentru care se realizează condiția

\  ^V 3 k v ,
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atunci, inegalitatea tayloriană conduce la condițiile

D .2 E cuația de stare în  vecin ătatea  punctulu i critic: se consideră că punctul critic 
al tranziției de fază de tipul lichid -  gaz este “normal”, astfel că sunt satisfăcute condițiie 
(6.22); atunci, pe baza rezultatelor generale ale tranziției de fază de ordinul 1, precum și 
pe baza proprietăților particulare ale punctului critic, se va studia comportarea ecuației de 
stare a presiunii Ți(T, v) în vecinătatea punctului critic ( T  st Tc , v vc ).

Pentru a obține expresia aproximativă a ecuației de stare, se efectuează dezvoltatea for
mală în serie Taylor a funcției fP(T, v) în jurul punctului (Tc , vc ) și se rețin termenii de ordin 
minim nenuli pentru fiecare tip de monom în deviațiile variabilelor (T  — Tc)n  (v — vc )m . 
Datorită condițiilor punctului critic (6.22), este necesar să se efectueze dezvoltatea în serie 
Taylor până în ordinul 3, dar unii dintre termeni vor fi neglijaț, dacă există termeni de același 
tip nenuli de ordin inferior.

Conform discuției anterioare, se consideră dezvoltarea formală tayloriană

<P(7» = « P ^ O  +

,2 A p 2 ^ 
2 \  3 v2 
i /  a 3 < 
2 b r ~ T c f

1
6

Dezvoltarea tayloriană precedentă conține 10 termeni semnificativi de primele 3 ordine; se 
vor analiza pe rând fiecare dintre acești termeni, pentru a stabili termenii dominanți:

1. termenul de ordinul 0 este presiunea critică țp(Tr , vc ) = ț ) c ;

2. primul termen de ordinul 1 este nenul | deci va fi termenul dominant pentru monoamele 
de tipul (T -  T c )n  ], iar pentru simplificarea expresiilor se va utiliza notația

a y )
d T ) c

= D ;

3. al doilea termen de ordinul 1 este nul, datorită condiției (6.22a), care impune ca derivata 
presiunii să fie nulă;

4. primul termen de ordinul 2 este neglijabil, pentru că termenul corespondent de ordinul 
1 este nenul;

5. al doilea termen de ordinul 2 este nul, datorită condiției (6.22b), care impune ca 
derivata presiunii să fie nulă (situația este similară cu cea a celui de al doilea termen 
de ordinul 1);

6. al treilea termen de ordinul 2 este nenul |deci va fi termenul dominant pentru mo
noamele de tipul (T — Tc )n (v -  vc )m ], iar pentru simplificarea expresiilor se va utiliza 
notația

/  ^  \  -  4

\ d T  d v  Je

7. primul termen de ordinul 3 este neglijabil, pentru că termenul corespondent de ordinul 
1 este nenul;
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8. al doilea termen de ordinul 3 este neglijabil, pentru că termenul corespondent de ordimil 
2 este nenul;

9. al treilea termen de ordinul 3 este neglijabil, pentru că termenul corespondent de 
ordinul 2 este nenul (situația este similară cu cea a termenului precedent);

10. ultimul termen de ordinul 3 este nenul |deci va fi termenul dominant pentru monoamele 
de tipul (v — vc )m ], iar pentru simplificarea expresiilor se va utiliza notația

11. termenii de ordine superioare (> 4) sunt neglijabili.

Conform observațiilor precedente, și utilizând notațiile simplificatoare definite anterior, se 
exprimă ecuația de stare a presiunii în vecinătatea punctului critic numai prin termenii 
dominanți (pentru fiecare tip de variații) cu următoarea expresie:

? P (7 »  «  V c + D (T  -  Tc ) -  A (T -  Tc ) (v -  vc ) -  B (v -  vc )3 , (6.23)

care este numită aproximația de tip van der Walls.
Asupra constantelor care apar în ecuația de stare aproximativă precedentă se pot face 

următoarele observații:
i. conform definiției și condiției (6.22c), rezultă că: B > 0;
ii. pe isoterma critică (T = Tc ) ecuația de stare a presiunii !P(T,r) satisface condiția 

(6.20); atunci, pe isocora v = vc și deasupra temperaturii critice ecuația presiunii are pro
prietatea

= funcție descrescătoare (T) , T  G (Tc ,T C + 6T) ,

astfel că din definiția coeficientului A rezultă

iii. se va arăta ulterior că presiunea de echilibru a fazelor țJe (T) este o funcție crescătoare 
în raport cu temperatura, astfel că prin utilizarea definiției se obține că D este pozitiv.

Pe baza observațiilor precedente rezultă că forma aproximată a ecuației de stare (6.23) 
conține 4 constante (A, B, D și țU) care sunt toate pozitive6 .

6Se justifici a posteriori introducerea factorilor negativi de semn la definirea coeficienților A și B.
7Aceasta este o consecință obligatorie a metodei utilizate, de a efectua dezvoltarea în serie Taylor față de 

punctul critic.

Pentru a simplifica expresiile următoare în care vor interveni frecvent deviațiile tempe
raturii, ale volumului specific și ale presiunii față de valorile critice7 se introduc notațiile

T  - T c

v — vc

(6.24a)
(6.24b)
(6.24c)

Cu notațiile anterioare, ecuația presiunii (6.23) și derivata sa isotermă se rescriu în formele 
următoare:

TT(T, P )

- A r - B i/2

(6.25)

(6.26)

Utilizând expresiile simplificate (6.25) -  (6.26) ale ecuației de stare se pot deduce princi
palele proprietăți ale isotermelor în vecinătatea punctului critic.
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Figura 6.14: Comportarea isotermelor sub-critice.

I. Comportarea generală a curbelor isoterme necorectate
• Isotermele supra-critice [ T  > Tc => r  > 0 ]

«  - ( A T  + B  p2 ) < 0 , ( V r  > 0 , V P )

adică, isotermele supra-critice sunt funcții monoton descrescătoare în raport cu volumul 
specific.

• Isoterma critică [ T  = TC => r  =  0 ]

< 0,
=  0,

pentru P /  0
pentru p =  0

- 2 B P =
'>  0,

' = 0 ,
< 0,

pentru P < 0
pentru p = 0
pentru P > 0

adică, isoterma critică este o funcție monoton descrescătoare, iar (r = 0, p =  0) este un 
punct de inflexiune.

• Isotermele sub-critice [ T  < Tc => r  < 0 ]

9 T \
9 "/r

^ A \ r \ - B v 2 pentru vm (r) < P < V M (T )
pentm P < pm (r) și P  > P M (T)

unde Vm(r) și V M (T ) sunt soluțiile ecuației (dir /  d v)r  = 0 . Pe baza formei explicite a 
derivatei (6.26), se obțin soluțiile următoare:

(6.27)

Se observă că în cazul sub-critic există domeniul de instabilitate pm (r) < P < P^ ( T), astfel 
că este necesar să se corecteze ecuația de stare în acest domeniu.

Comportarea calitativă a curbelor isoterme este ilustrată în figura 6.14.

II. Corectarea isotermelor sub-critice (regula Maxwell)
Anterior s-a arătat că porțiunile instabilă și meta-stahilă ale unei isoterme sub-critice se 
corectează prin regula Maxwell: presiunea la echilibrul fazelor are valoarea pentru care aria 
de sub graficul necorectat al isotermei între punctele extreme de intersecție ale unei drepte 
isobare cu isoterma considerată este egală cu aria de sub isobară între aceleași puncte.
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în cazul studiat, o curbă isotermă sub-critică este ilustrată în figura 6.14; notând punctele 
extreme ale palierului tranziției de fază (cărora le corespund volumele specifice vi și vn )  prin 
” L ” și ” G ” , regula Maxwell se exprimă în formele echivalente următoare:

N” [  ' ” du = 0 ,
/ $ (7 , v) du = Spe (vi -  v n )  4=> A  \ d v / T 

J V "  V G = V L = Ve .

Alegând cea de a doua formă a condițiilor Maxwell, se introduc variabilele TT, T și v, conform 
definițiilor (6.24), și se înlocuiește ecuația de stare prin expresia (6.25); datorită faptului că 
se studiază o isotermă sub-critică (T < 0 ), se va scrie r  =  - | r | .  Cu aceste notații condiția 
de presiuni egale pentru cele două extremități ale palierului conduce la ecuația

^(T , VI ) =  ir(î, vn ) = »  A |r | (vi -  vn ) -  — (^? -  v ^ )  =  0 .

Integrala primei condiții se prelucrează similar și se obțin egalitățile

= vc [ ^(r, V I) — 7T(T, vn ) ] + /  v ( A fr\ — B  v2 ) dv

(ultima egalitate s-a obținut făcând apel la egalitatea presiunilor pe palierul de coexistență 
a fazelor).

Reunind transformatele condițiilor Maxwell se obține sistemul de ecuații

\ ( v 2i -  v i i )  [ Ă \T \ -  -^ ( ^  + P// ) ] = 0

[vi -  v n )  [ Ă \T \ -  — ( V 'I + Vff + VI v n  ) j = 0 ,

care are soluția ‘fizică” (care reprezintă deviațiile volumelor specifice față de valoarea critică 
pentru cele două extremități ale palierului coexistenței fazelor)

V I{T ) = - V II(T ) = J 3 — \T \ .  (6.28)

Pe baza soluției (6.28) se obțin următoarele rezultate.
i. Presiunea pe palierul de coexistență a fazelor se obține din ecuația de stare (6.25) 

pentru soluția (6.28):
’fe(î) — it(r ,v i(r)) = —D \T \ ; (6.29)

datorită faptului că țpe (^) < ?«  rezultă 7re ('r) < 0, astfel că se obține D > 0 (rezultat care 
a fost anticipat anterior, iar acum este demonstrat).

ii. Saltul volumului specific la tranziția de fază este

ă v(T ) = vi(T ) -  v n (T ) = V I(T ) -  vn (r)  = 2 G3 — |T | . (6.30)
V

iii. Domeniul de coexistență a fazelor este simetric în planul r  — v, așa cum este ilustrat 
în figura 6.14.

D .3 C om portarea coeficienților term odinam ici și exp on en ți critici: se vor deduce 
expresiile asimptotice (valabile în vecinătate punctului critic) pentru coeficienți termodi
namici simpli importanți ai unui fluid neutru cu o singură specie chimică și pentru a obține 
comportarea acestor coeficienți în punctul critic se vor utiliza deviațiile parametrilor de stare 
față de valorile critice (6.24).
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C oeficientul de com presib ilita te  isoterm  se obține din definiție și din ecuația de stare 
aproximată (6.25)

-1
*T = —v

-1  1 _  -1  1
vc + v vc + v A r  + B v2 '

(6.31a)

se observă că la limita punctului critic (r —> 0, v —> 0) acest coeficient devine divergent.

C oeficientul de d ilatare isobar se obține printr-o metodă similară cazului precedent

1
a = - 

v
-1

vc + v
~  -1  D -  A u 

f d ^ \  ~ v c + v A r  + B v 2 ' 
\ d v ) T

(6.31b)

se observă că la limita punctului critic (r -» 0, p —> 0) acest coeficient devine divergent, 
la fel ca și compresibilitatea isotermă.

Căldura specifică  isocoră se obține utilizând o relație remarcabilă a fluidului neutru prin 
care dependența acestei călduri specifice în raport cu volumul este determinată de 
cunoașterea ecuației de stare a presiunii (6.25)8

8 Relația cerută se deduce utilizând relația Maxwell pentru energia liberă, care are următoarea formă 
diferențială: d / = —s d T  — țJd v ; atunci, utilizând definiția se obțin egalitățile succesive

3 cv \  „  d2 s <3 /  <3 s \  _  /  d2 V \ -----  I — T ---------  =  T ----  I —  ) = T I ---- — I 
dv JT  dv d T  d T  \ d v \ d T 2 J

9 Pentru modelul gazului van der Waals această proprietate este realizată exact și pentru orice stare de 
echilibru, după cum se va arăta în Capitolul 7.

= T / 3 2 y \ 
\ â T 2 Z

= (Tc + r) (  ̂  T
\  9  T 2  /

«  0 , (6.31c)

care arată că cy este independentă de volum (această proprietate este valabilă numai 
în vecinătatea punctului critic)9 , se va arăta că acest coeficient nu devine divergent la 
limita punctului critic.

Căldura specifică  isobară se obține din relația Mayer, urmată de înlocuirea coeficienților 
determinați anterior

cp -  Cv = T  V —  ^ ( T C + T ) ------  ; (6.31d)
X T  A T + B

se observă că la limita punctului critic (r —> 0, P —> 0) acest coeficient devine divergent, 
la fel ca și compresibilitatea isotermă și coeficientul de dilatare.

Căldura specifică  la ten tă  pentru  tranziția  de fază se obține din ecuația Clapeyron - 
Clausius împreună cu expresia (6.29) pentru presiunea de coexistență a fazelor și ex
presia (6.30) pentru saltul de volum specific

A ^ A ^ H ^  + T ) ^ ^ ^ D ( T C + T ) J 1 2 ^ \ , 
a l  a r  V o

(6.31e)

se observă că la limita punctului critic (T —> 0, p —> 0) acest coeficient devine nul.

Din expresiile anterioare se observă că în vecinătatea punctului critic, principalii coefi
cienți termodinamici au o comportare dependentă de direcție pe care se face apropierea de 
punctul critic și pentru majoritatea cazurilor se produc divergențe (deși există coeficienți 
nedivergenți sau coeficienți nuli în punctul critic).

Pentru a caracteriza comportarea critică a diferitelor mărimi termodinamice se definesc 
exponenți critici astfel: '

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



6.2. TRANZIȚII DE FAZĂ 133

i. se consideră un parametru termodinamic care se anulează în starea critică, notat e 
și care va fi numit parametrul critic (în general e este deviația față de valoarea critică a 
temperaturii r  sau saltul de volum specific 6v)-,

ii. se consideră că mărimea fizică interesantă f(e) poate fi aproximată în vecinătatea 
stării critice prin expresia

/W  («  A | e |A [ 1 + B | e ^  4- . . .  ] «  ,4 | e |A , (y > 0) ,

adică, mărimea interesantă are comportarea critică dominantă de forma

f(e )  «  A | p  , E «  0 ; (6.32)

iii. atunci A este exponentul critic al mărimii f{e).
Pentru sistemul studiat (fluidul neutru cu o componentă chimică având o tranziție de 

fază de tip lichid-gaz) se definesc următorii exponenți critici:
1. exponentul critic al căldurii specifice isocore pentru domeniul supra-critic, n o ta t” a ”

c p \ V c - \ T ~ T c \ ~ a  > T \ T C -, (6.33a)

2. exponentul critic al căldurii specifice isocore pentru domeniul sub-critic, notat ”a ”

cp |Vo ~  | T  -  Tf  1"“’ , T  7 T C - (6.33b)

unde ” a ” este indicele fazei alese (adică a = I sau a = II)-,
3. exponentul critic al saltului de volum specific, notat ” fi ”

Av ~  | T - 7 ;  | \  T  S T C - (6.34)

4. exponentul critic al compresibilității isoterme pentru domeniul supra-critic, notat ” 7 ”

x T  |Vc ~  | T - 7 ;  p  , T \ T C -, (6.35a)

5. exponentul critic al compresibilității isoterme pentru domeniul sub-critic, notat ” 7 ”

x r  |Va ~  p - T c p '  , T 7 T C -, (6.35b)

unde ” a ” este indicele fazei alese (adică a — I sau a = II)-,
6. exponentul critic al deviației presiunii de coexistență a fazelor, notat ”6”

qje - V c ~ ( W ,  T S T C - (6.36)

Utilizând exponenții critici, definiți anterior, se vor discuta comportările critice ale prin
cipalilor coeficienți termodinamici.

I. Comportarea căldurii specifice isocore se obține din următoarele considerente:
-  s-a arătat anterior că în regiunea critică ( T  «  Tc ,v ~  vc ) această căldură specifică 

este independentă de volum, adică este o funcție numai de temperatură: cy(T ,v) ~  cy(T) ;
-  în stările termodinamic stabile10 cy este finită și pozitivă (conform condițiilor de stabi

litate termodinamice și a proprietăților generale ale sistemelor omogene, care sunt constituite 
dintr-o singură fază).

Atunci, efectuând apropierea de punctul critic pe isoterma critică T  = Tc (prin trecerea 
la limită a volumului specific v —> vc , așa cum este ilustrat în figura 6.15, primul grafic) 
se obține cy(T c) = finit , adică acest coeficient termodinamic nu este divergent în punctul 
critic.

1 0 Situația aceasta implică (în spațiul parametrilor de stare T  — v) satisfacerea condiției ca presiunea 
isotermă să fie o funcție descrescătoare în raport cu volumul (d ty  /  d v ) r  < 0, astfel încât sistemul să conțină 
numai o singură fază.
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Figura 6.15: Procese pentru deducerea exponenților critici.

I I  . Comportarea coeficienților pe isocora supra-critică: este consecința expresiilor (6.31) 
pentru cazul v = vc și T  \  Tc [sau altfel exprimat (i/ =  0 ,r  \  0)], ceea ce corespunde la 
procesul ilustrat în figura 6.15 (al doilea grafic); atunci, se obțin următoarele rezultate

i. compresibilitatea isotermă

=> X 7 |V, ~ ( T - T. ) - ‘ , (U 7»)

de unde rezultă exponentul critic 7 = 1 ;
ii. coeficientul de dilatare isobară

(6 376)

iii. căldura specifică isobară

c p \v ^ c v i T ^ + T ' - —  = »  cP \v - ( T - T ' ) - '  , (6.37c)

de tmde rezultă exponentul critic a  =  1;
iv. deviația presiunii față de valoarea critică

^ \ V c ^ D r  = ^  Ț Î - Ț i c \v ^ ( T - T c ) .  (6.37d)

III  . Comportarea coeficienților pe isotermă critică: este determinată de expresiile (6.31) 
pentru cazul v fs vc și T  = Tc (sau altfel exprimat (p «  0, r  = 0)], ceea ce corespunde la 
procesul ilustrat în figura 6.15 (al treilea grafic); atunci, se obțin următoarele rezultate

i. compresibilitatea isotermă

Ir * T \T  ~  (v ~ vc ) 2 ; (6.38a)

ii. coeficientul de dilatare isobară

« |T  «  — J—  = >  a  | ~  (v -  v j " 2 ; (6.38b)

iii. căldura specifică isobară 

D2 .
C P \T C ~ C V ^  +  T C '^ Ț 2  = >  cP  |T  ~  (v -  uc )“ 2 ; (6.38c)

iv. deviația presiunii față de valoarea critică

7r|T « - ^ i / 3 ?P -  țJc |T  ~  (v -  vc )3 . (6.38d)

IV . Comportarea sub-critică a coeficienților: este determinată de expresiile (6.31) pentni 
cazul când stările considerate se află figurate pe palierul de coexistență a fazelor, adică
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v 6 [vn(T),vi(T)]  și T  Z  Tc |sau altfel exprimat (y € [V II(T ) ,V I(T )],T Z  0) unde yj^r) și 
V U (T ) corespund extremităților palierului de coexistență a fazelor și au expresiile date de 
relațiile (6.28)], ceea ce implică procesul ilustrat în figura 6.15, ultimul grafic. Se observă că 
pentru y = y/ sau y = y/i se obține pentru mărimea de la numitorii relațiilor (6.31) expresia 
4  |r | +  B Z  = 2 4 |T | ; atunci, se obțin următoarele rezultate

i. compresibilitatea isotermă

1
X Ț  ~  — 

Vc

1 
w î X T ^ \ T - T C \~X , (6.39a)

de unde rezultă exponentul critic 7' = 1;
ii. coeficientul de dilatare isobară

_L D
vc 2A |r |

a  ~ I T - T J ’ 1 ; (6.39b)

iii. căldura specifică isobară

„«ir-TJ-1 , (6.39c)

de unde rezultă exponentul critic a ' = 1;
iv. căldura latentă specifică pentru tranziția de fază

A « D (T C + T) J — |T | = >  A - I T - T J 1^ .
V

(6.39d)

v. saltul de volum specific este dat de relația (6.30)

△ v = AP a A n - I T - T e l 1/ 2 , (6.39e)

de unde rezultă exponentul critic ^ = 1/2;
vi. deviația presiunii de echilibru față de valoarea critică este dată de relația (6.29); 

eliminând temperatura prin saltul de volum specific, conform relației (6.30), se obține

- "  ÎS  <A” ! ț ) , - ț c ~ ( A „ ) 2 , (6.39f)

de unde rezultă exponentul critic <5 = 2.
în concluzie se prezintă comparativ valorile exponenților critici determinate anterior și 

valorile corespondente obținute prin măsurători la tranziția de fază lichid-gaz:

E xponentu l critic Valoare teoretică Valoare experim entală
a 1 1,1
OL 1 1,1
fi 1/2 0,3
7 1 1,3
7' 1 1,2
<5 2 4,1

Rezultatele tabelului arată că teoria de tip van der Waals a punctului critic este corectă 
numai din punct de vedere calitativ (dar nu și cantitativ).

6.2.3 Tranziții de fază de ordinul 2
A. Teoria Landau pentru  tranzițiile  de fază

A .l .  H ipoteze le  teoriei Landau. Conform clasificării propusă de Landau, tranzițiile 
de fază de ordinul 2 implică modificări calitative între faze, astfel încât se produce apariția 
unui parametru de ordine în una dintre faze. Datorită faptului că sistemul are proprietăți
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diferite în cele două faze, curba de echilibru a fazelor împarte spațiul parametrilor de stare 
în 2 regiuni disjuncte (nu există un punct critic, ca la tranzițiile de fază de ordinul 1).

Pe de altă parte, conform clasificării Ehrenfest, la o tranziție de fază de ordinul 2 sunt 
satisfăcute proprietățile:

-  continuitatea derivatelor de ordinul 1 ale potențialului termodinamic natural specific, 
-  discontinuitatea derivatelor de ordinul 2 ale potențialului termodinamic natural specific. 
Pentru a lua în considerare simetria diferită a celor două faze, Landau utilizează urmă

toarele hipoteze:
1. Sistemul este caracterizat de o mărime suplimentară, numită parametrul de ordine $ , 

care este o mărime extensivă.
2. Parametrul de ordine 'I' este nul în faza simetrică (faza dezordonată) și este nenul 

numai în faza nesimetrică (faza ordonată).
3. Parametrul de ordine are o variație continuă la tranziția de fază, ceea ce implică 

anularea acestei mărimi în stările corespunzătoare tranziției de fază

$  | t r  =  0 . (6.40a)

4. Potențialul termodinamic natural al sistemului U este o funcție analitică în raport 
cu parametrul de ordine $  (considerat ca variabilă) în vecinătatea stărilor corespunzătoare 
tranziției de fază.

5. Parametrul de ordine ^  poate fi considerat ca un parametru de stare extensiv care 
este conjugat cu câmpul extern h (considerat ca parametru de stare intensiv), astfel încât 
între acești parametrii este relația de conjugare termodinamică prin potențialul natural al 
sistemului _

• (6.40b)
oh,

6. Pentru un parametru de stare intensiv netermic al sistemului P, derivata parametrului 
de ordine în raport cu acest parametru intensiv d ^ /d P  este discontinuă la tranziția de fază 
(condiția Ehrenfest pentru tranziția de fază de ordinul 2).

7. Mărimea U (... ;$ )  este de fapt o funcțională în raport cu parametrul de ordine 
^ , numită funcționala Landau și notată U; condiția de echilibru se obține prin minimizarea 
funcționalei Landau11: U = min ( $ ) ,  iar acesta este ecuația pentru determinarea parametru
lui de ordine ca funcție de temperatură, de alți parametrii ai reprezentării utilizate, de c^npul 
extern și de numărul de particule $  = ^ ( T , . . . ,  h, N ) . Potențialul termodinamic este atunci 
funcționala Landau pentru parametrul de ordine la echilibru

UIT, . . . , h ,N ) =  U(T, ...,h,N-,<l!)
'i‘ =  't '(T , . . . ,h ,N )

(6-41)

Trebuie să se evidențieze următoarele observații asupra hipotezelor Landau.
i . Anterior s-a introdus în mod formal parametrul de ordine; dacă se consideră în mod 

explicit cazuri particulare, atunci se poate evidenția natura acestei mărimi în fiecare caz. 
Astfel se întâlnesc următoarele situații:

- pentru sisteme magnetice tranzițiile de fază de ordinul 2 sunt tranziția de la faza fero- 
magnetică la faza para-magnetică și tranziția de la faza anti-fero-magnetică la faza 
para-magnetică; în aceste cazuri parametrul de ordine este M s momentul magnetic 
dipolar corespunzător magnetizării spontane, în absența câmpului magnetic extern;

-  pentru sisteme electrice tranziția de fază de ordinul 2 este tranziția de la faza fero- 
electrică la faza para-electrică; în acest caz parametrul de ordine este P a momentul 
electric dipolar corespunzător polarizării electrice spontane, în absența câmpului elec
tric extern;

"Comportarea funcționalei Landau de a avea o valoare minimi in stările de echilibru se motivează pe baza 
condițiilor generale de echilibru exprimate prin teorema de minim a potențialelor termodinamice (energetice) 
|se vedea formula (4.11) din Secțiunea 4.2), considerând valoarea parametrului de ordine ca o variabilă internă 
a sistemului; atunci rezultă că la valori fixate ale parametrilor intensivi (T, P) se determini parametrul de 
ordine ^ (T , P, N) = N r)(T, P) din condiția de minim a potențialului termodinamic natural.
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-  pentru sisteme posibil supra-conductoare, tranziția de fază de ordinul 2 este tranziția 
de la faza normală la faza supra-conductoare; în acest caz parametrul de ordine este 
$  funcția de stare a sistemului de electroni supra-conductori;

-  pentru sisteme posibil supra-fluide, tranziția de fază de ordinul 2 este tranziția de la 
faza normală la faza supra-fluidă; în acest caz parametrul de ordine este ^  funcția de 
stare a sistemului de particule bosonice supra-fluide.

i i. A patra hipoteză Landau nu este riguros corectă, pentru că studii detaliate asupra 
diferitelor tranziții de fază de ordinul 2 au arătat că potențialul termodinamic natural U i^) 
nu este o funcție analitică la tranziția de fază ($  «  0), ci stările corespunzătoare tranziției 
de fază de ordinul 2 sunt analoage stării critice a unei tranziții de fază de ordinul 1 (care 
trebuie să fie considerat un punct singular al potențialului termodinamic natural). De aceea 
teoria Landau trebuie să fie considerată o aproximație care descrie în mod grosier tranziția 
de fază12 .

12 Pentru o descriere mai detaliată a stărilor din vecinătatea tranziției de fază de ordinul 2 este necesar să 
se facă apel la teorii de tip fluctuații pentru fenomene critice, care implică utilizarea explicită a mecanicii 
statistice (Wilson, Kadanoff).

Se va construi teoria Landau pentru o tranziție de fază de ordinul 2 a unui sistem general 
(astfel ca teoria sa poată fi aplicată pentru clasele de fenomene menționate anterior). Ca 
urmare se va considera un sistem termodinamic care are proprietățile:

i. sistemul poate efectua o tranziție de fază de ordinul 2 și este caracterizat de parametrul 
de ordine $ , astfel că la temperaturi ridicate (T > Tc) se obține faza dezordonată (^  = 0), 
iar la temperaturi coborâte (T < Tc ) rezultă faza ordonată ($  ^  0);

ii. sistemul are 3 grade de libertate termodinamice “normale” interesante: gradul termic, 
gradul chimic (care este “înghețat”, adică se consideră sistemul ca fiind închis, astfel încât 
numărul de particule este fixat: N  = const.) și un grad de libertate netermic - nechimic, 
care are parametrul de stare intensiv P (în particular, acesta poate fi gradul de libertate 
volumic și atunci P  este presiunea);

iii. alături de gradele de libertate termodinamice normale (menționate anterior) există 
un grad de libertate termodinamic specific tranziției de fază de ordinul 2 la care parametrii 
de stare sunt ^  (parametrul de ordine) ca parametrul extensiv și h (câmpul extern) ca 
parametru de stare intensiv.

Se va efectua studiul termodinamic al sistemului în vecinătatea tranziției de fază T «  Tc , 
când $  « 0 .  Trebuie să se remarce că teoria Landau (în forma simplă) este adecvată pentru 
descrierea tranzițiilor de fază de tipul fero (antifero) - para. Pentru tranziții de fază mai 
complexe de tip supra - normal este necesară teoria Landau generalizată (teoria Ginzburg - 
Landau).

A .2. Teoria Landau pentru sistem e sim ple în absența câm pului extern: se obține 
considerând cazul când câmpul extern conjugat parametrului de ordine h este nul.

în aceste condiții potențialul termodinamic natural al sistemului este potențialul Gibbs 
generalizat căruia îi corespunde funcționala Landau Q(T, P, N;'!!), unde parametrul de or
dine este o variabilă specială, deoarece acesta la rândul lui este dependent de variabilele 
“normale”: ^(T , P, N).

Datorită proprietății de funcție omogenă de gradul 1 față de variabilele extensive W și $ , 
se poate efectua reducerea funcționalei Landau în raport cu numărul de particule, conform 
relației generale (2.61):

Q {T ,P ,N -^) = N g{T,P,ri) , (6.42)

unde 77 = ty/N  este parametru) de ordine redus.
Pe baza ultimei hipoteze Landau, la echilibru termodinamic funcționala Landau este 

minimă în raport cu parametrul de ordine (sau relația redusă corespondentă pentru g)

^ = m in(^) = >  ^ = min(rj).

I . Dezvoltarea Taylor a potențialului termodinamic se obține pe baza celei de-a patra 
hipoteze Landau, care presupune că g(T, P;r/) este o funcție analitică în raport cu variabila
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g, deci este dezvoltabilă în serie de puteri ale parametrului de ordine redus g:

g(T, P- TI) = g0 (T, P) + a(T, P ) g  + A(T, P ) g 2 + C(T, P ) ■g3 + B(T, P) g4 + ■ ■ ■ (6.43)

Se observă că în vecinătatea tranziției de fază T  & Tc și g st 0, astfel încât este suficientă 
dezvoltarea Taylor de ordinul 4 (ceea ce implică însă o descriere grosieră a tranziției de fază).

Utilizând considerente generale se poate obține o determinare parțială a coeficienților 
dezvoltării Taylor anterioare.

1) Termenul de ordinul zero se poate considera ca fiind egal cu potențialul termodinamic 
specific la valoarea nulă a parametrului de ordine

g0 (T ,P ) = -g(T, P ^ )  ^  ,

adică este potențialul termodinamic (specific) în faza simetrică.
2) Datorită dezvoltării Taylor, condiția de extremum a funcționalei g în raport cu para

metrul de ordine este de forma

dă
d j l Tk(T,P)

a + 2A g + 3C g 2 + 4 B g 3 + ■■■ |^= % (T > P ) = 0 ;

deoarece în faza simetrică parametrul de ordine este nul ge (T, P) =  0, rezultă că din condiția 
precedentă se obține13

1 3Datorită diferenței de simetrie dintre cele două faze, prin utilizarea teoriei grupurilor, se obține direct 
că trebuie să fie identic nul coeficientul de ordinul 1: a(T,P) = 0. în textul principal s-a obținut anularea 
acestui coeficient prin considerente pur tennodinamice.

a(T, P) = 0 .

3) Prin utilizarea rezultatelor anterioare se obține că dez
voltarea Taylor de ordin minim este cea de ordinul 2:

5(T, P- g) -  g0 (T, P) «  A(T, P) g2 + ■ ■ ■

Pe de altă parte, condiția de minim a funcționalei Landau re
duse g =  min(>]), este ecuația pentru determinarea parametru
lui de ordine; deoarece la temperaturi supra-critice (T > Tc ) se 
realizează faza simetrică, minimul funcționalei Landau reduse 
trebuie să corespundă unui parametru de ordine nul (77 =  0), 
iar la temperaturi sub-critice (T < Tc ) se realizează faza or
donată și minimul funcționalei Landau reduse trebuie să co
respundă unui parametru de ordine nenul (q =  ?]0 ^  0). în 
figura 6.16 sunt reprezentate graficele funcționalei Landau re
duse ca funcție de parametrul de ordine (redus) pentru o va
loare pozitivă sau negativă a coeficientului pătratic A; conform

Figura 6.16: Comportarea 
funcționalei Landau în or
dinul minim (la câmp nul).

graficelor rezultă că pentru valori pozitive A > 0 se obține mi
nimul lui g(g) la valoarea 77 =  0, pe când pentru valori negative 4  < 0 aproximația de ordinul 
2 a dezvoltării Taylor are numai un maxim, dar luând în considerare termeni superiori se 
obține un minim la o valoare ge = go 0.
Pe baza argumentelor precedente rezultă următoarea comportare a coeficientului pătratic

f > n T  > T 
: T < T C

și în plus, utilizând proprietatea de continuitate în raport cu temperatura, acest coeficient 
se anulează la temperatura tranziției de fază (adică la T = Tc ): A \ T  = 0 .
Atunci, pentru stări aflate în vecinătatea tranziției de fază se poate exprima coeficientul 
pătratic în forma

A ( T ,P ) ^ a ( P ) [ T - T c (P )] , (6.44)

unde mărimea a(P) este pozitivă.
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4) Se consideră dezvoltarea Taylor (6.43) la temperatura tranziției de fază (T = Tc ): 

g = go + Ă c rj1 + Cc g3 A B c r^ A ■ ■ ■

Datorită faptului că 4  =  0 și că minimul funcționalei Landau se obține la valoarea y — 0, 
rezultă următoarele condiții asupra coeficienților cubic și cuartic

[ Cc = 0 , 
{ Bc > 0 . 

Coeficientul cuartic B(T, P) este pozitiv la T = Tc și se presupune că este o funcție continuă; 
atunci, se poate neglija dependența de temperatură, astfel încât se efectuează aproximația

B (T ,P ) «  B(TC,P ) = b(P) > 0 . (6.45)

5) Anterior s-au obținut 2 condiții ale tranziției de friză exprimate prin anularea unor 
coeficienți din dezvoltarea tayloriană a funcționalei Landau

/  A (T ,P ) = 0 
( C (T ,P ) = 0 .

Asupra coeficientului cubic C(T, P) există două situații distincte, care sunt determinate de 
proprietățile de simetrie ale sistemului:

-  coeficientul cubic este identic nul

C(T, P) = 0; (6.46)

atunci tranziția de fază este determinată numai de ecuația A(T, P) = 0 , care are soluția de 
tipul TC(P) (adică o mulțime continuă de stări), iar această soluție reprezintă curba tranziției 
de fază în planul parametrilor (T, P);

-  coeficientul cubic nu este identic nul

C(T, P) ^  0 ;

atunci tranziția de fază este determinată de ambele ecuații A(T, P) — 0 , C(T, P) = Q care 
are soluția de tipul { (TCi, PCi) },, adică o mulțime de stări izolate ale tranziției de fază.

In continuare se va studia numai prima situație (cazul când există p mulțime continuă de 
puncte ale tranziției de fază), acesta fiind cazul uzual pentru tranzițiile de fază de ordinul 2 
cum sunt cele electrice și magnetice.

In concluzie, din analiza anterioară s-au determinat parțial elementele dezvoltării Taylor a 
funcționalei Landau în raport cu parametrul de ordine; prin înlocuirea coeficienților A(T, P), 
B(T, P), C(T, P) prin expresiile (6.44) -  (6.46) în formula (6.43) se obține

g(T, P; n) «  g0 (T, P) + a(P) [ T  -  TC(P) ] r? + b(P) r,4 . (6.47)

Trebuie să se remarce că funcționala Landau nu este potențialul termodinamic (redus) 
al sistemului, deoarece aceasta depinde în mod suplimentar de parametrul de ordine, care 
la rândul lui este funcție de parametrii de stare intensivi (T ,P ). Numai după determinarea 
expresiei de echilibru a parametrului de ordine t]e (T ,P )  și apoi prin substituirea acestei ex
presii în funcționala Landau se obține potențialul Gibbs, ca potențial termodinamic veritabil, 
g(T, P )= § (T , P - ^ T ,  P)).

II. Ecuația parametrului de ordine rezultă din condiția de minim a funcționalei Landau 
în raport cu parametrul de ordine (care este condiția de echilibru termodinamic; atunci, 
utilizând expresia (6.47) se obține prin derivare ecuația parametrului de ordine

dg 
dy

= 2 a (T  - T c ) rie + 4bi)3 = 0 . 
’)=n«

Ecuația anterioară are 2 soluții

*/e =  0, (6.48a)

(6.48b)
y 2 o
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Se observă că prima soluție (care este nulă) corespunde numai fazei simetrice14 (la T  > Tc ), 
iar a doua soluție (care este nenulă) corespunde numai fazei ordonate15 (la T  < Tc ).

14 Se evidențiază pe figura 6.16 că pentru T  < Tc (faza ordonată) valoarea nulă a parametrului de ordine 
corespunde unui maxim a potențialului Gibbs, astfel că acestă soluție trebuie exclusă pentru faza ordonată.

15Datorită faptului că mărimile a(P) și b{P) sunt pozitive, rezultă că soluția nenulă este reală numai dacă 
paranteza din interiorul radicalului este pozitivă, adică T < Tc .

16 ln cazul cănd gradul de libertate netermic - nechimic este gradul volumic, atunci x = v (adică volumul 
specific) și P = - Ț  (adică presiunea).

Conform observațiilor anterioare, rezultă că parametrul de ordine are expresia (6.48a) la 
T  > Tc și expresia (6.48b) la T  < Tc .

III. Saltul căldurii specifice la tranziția de fază se bazează pe următoarele considerații. 
Prin substituirea soluției (6.48) pentru parametrul de ordine în expresia funcționalei Landau 
(6.47) se obține (după efectuarea unor operații algebrice banale) expresia potențialului Gibbs 
redus

( g0 (T, P) , pentru T  > TC(P) ,
g ( T ,P7) = {p o ^ n - ^ â2 (fPT} r- T ^ P ) ] 2 , pentru T  < TC(P) • (6.49)

Cunoscând dependența de temperatură a potențialului Gibbs, se utilizează forma diferențială 
d j = - s d T  -  x dP  (unde x  = X /N  este parametrul extensiv redus conjugat parametrului 
intensiv P ) 16 și se obține prin derivare entropia

( T ’ P ) ~ \ d T j p ~  | i 0 ( T , P ) - ^ [ T c ( P ) - T ]
pentru T  > TC(P) 

pentru T < T C(P)
(6.50)

unde SQ = — (dgo/dT)p este entropia specifică a fazei simetrice.
Din expresiile precedente aJe entropiei specifice rezultă următoarele observații:
-  entropia specifică în faza nesimetrică (faza ordonată) 

sor(| = s0 -  a2 (Tc — T)/(2b) este mai mică decât entropia 
specifică a fazei simetrice sSjn) = «o (la valori egale ale 
parametrilor intensivi T ,P ), ceea ce sugerează că faza ne
simetrică este mai ordonată decât faza simetrică;

-  dacă se efectuează trecerea la limită T  —> Tc , în expre
siile entropiilor specifice ale celor două faze, se obține că la 
tranziția de fază entropia nu suferă salt

△s l  = 0 A = T A s l  = 0 , 
Itr

rezultat care confirmă că această tranziție de fază nu este de 
ordinul 1.

Din expresiile precedente ale entropiei specifice se deduc, 
prin derivări în raport cu temperatura, expresiile căldurii specifice

Figura 6.17: Comportarea 
căldurii specifice la T c .

cp = T
d s  \
d T J p

Cp ,

C p  +  2 b T '

pentru T  > Tc , 

pentru T  < T C ,
(6.51)

unde Cp = — (dso fdT)p  este căldura specifică a fazei simetrice.
Pe baza rezultatelor anterioare se observă că în vecinătatea stărilor tranziției de fază 

(T «  Tc ) căldura specifică a fazei ordonate este mai mare decât cea a fazei simetrice, iar pe 
mulțimea stărilor tranziției de fază saltul căldurii specifice este finit

A c/> = lim cp — lim cp = ^— T,
Itr T ^ T  T \ T t  2 b

(6.52)

adică tranziția de fază are ordinul 2. în figura 6.17 este ilustrată dependența calitativă a 
căldurii specifice în raport cu temperatura, conform teoriei Landau.

Trebuie să se remarce însă că există tranziții de fază de ordinul 2 în sensul Landau 
(adică fazele au simetrii diferite) la care saltul căldurii specifice este infinit; în aceste cazuri 
aproximația Landau este insuficientă și este necesar să se utilizeze teoria fluctuațiilor.
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A .3. Teoria Landau pentru  sistem e sim p le în  prezența câm pului extern: se con
sideră sistemul studiat anterior, dar în acest caz există câmpul extern conjugat parametrului 
de ordine h.

Conform condiției 4, exprimată matematic prin relația (6.41), parametrul de ordine 
y  = N 1] și câmpul extern h sunt parametrii termodinamici (extensiv și intensiv) conjugați 
energetic, adică lucrul elementar pe gradul de libertate termodinamic respectiv este

aEh = h d ^  = N  h d g  . (6.53)

De exemplu, pentru sisteme magnetizabile parametrul de ordine este momentul dipolar mag
netic ^  = M  = V M  (unde M  este magneți zarea), iar câmpul extern este intensitatea 
inducției magnetice în vid h = Bo = ȚQH ; pentru sisteme electrizabile parametrul de ordine 
este momentul dipolar electric ty = ~P = V P (unde P  este polarizarea), iar câmpul extern 
este intensitatea câmpului electric h = €.

Pentru descrierea stărilor de echilibru ale sistemului termodinamic este convenabilă repre
zentarea care are variabilele (T, P, N, h), iar gradul de libertate chimic este “înghețat” (adică 
N  =  const.). Potențialul Gibbs simplu (generalizat) care a fost utilizat la studiul tranziției 
de fază în absența câmpului extern este transformata Legendre energetică pe gradele de 
libertate termic și netermic-nechimic, adică exprimat prin formula clasică

G (T,P ,N ) = U - T S  -  P X  .

In cazul de față, pentru a utiliza câmpul extern în locul parametrului de ordine se utilizează 
ca potențial termodinamic natural potențialul Gibbs generalizat dublu Q*(T, P,h, N), care 
implică o transformare Legendre suplimentară pe gradul de libertate al parametrului de 
ordine (pentru simplitate se utilizează definiția clasică a transformării Legendre)

G’ (T ,P ,h ,N ) = U  - T S  -  P X  -  <Uh = Q - V h .

Conform definiției, potențialul termodinamic Q" are următoarele proprietăți importante pen
tru problema tranziției de fază:

• forma diferențială

d ^ ^ - S d r - X d P - ^ d / i  + p d W , (6.54)

• formula de reducere
G' (T, P ,h ,N ) = N g '(T , P, h) , (6.55)

• forma diferențială redusă

d j ‘ = — s d T  — x dP — 7] dh , (6.56)

• relația cu potențialul Gibbs redus

g’ = g -  hi) , (6.57)

• ecuția de stare a parametrului de ordine (forma redusă)

g(T,P ,h) = - ( ^ }  . (6.58)
\ /T P

I. Funcționala Landau la câmp extern nenul se poate construi din funcționala Landau, care 
a fost construită aproximativ la câmp extern nul, pe baza relației (6.57). Astfel, pentru 
câmpuri externe slabe se poate utiliza aproximația liniară (Landau):

T  ~  5  + 6gh ,
l/i=O

unde g \ este funcționala Landau la câmp extern nul având expresia (6.47), iar 6gh = —hi] 
1/1=0

este contribuția câmpului extern. Adunând rezultatele se obține funcționala Landau în 
prezența câmpului extern

g \ T ,  P, h; g) «  g0 (T, P) + a(P) [ T  -  TC(P) ] i^  + b(P) g ^ - h g ,  (6.59)
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Figura 6.18: Rezolvarea grafică a ecuației parametrului de ordine.

Este important să se observe că funcționala Landau g*(T, P, h^g) nu este potențialul termo
dinamic g*(T, P, h), pentru că parametrul de ordine la echilibru termodinamic este o funcție 
explicită de temperatură, presiune și câmpul extern g = t]e (T ,P ,h), iar această funcție se 
determină din condiția de minim a funcționalei Landau în raport cu parametrul de ordine. 
Dacă s-a determinat parametrul de ordine la echilibru termodinamic, ca soluție a condiției 
g* — min(ș), atunci prin substituirea acestei soluții în funcționala Landau, se obține po
tențialul termodinamic (situația este analoagă celei studiate anterior, pentru câmp extern 
nul)

g '(T ,P ,h ) = F (T ,P ,h-,g e (T ,P ,h)) . (6.60)

II. Ecuația parametrului de ordine se obține din condiția de minim (adică de extremum) 
a funcționalei Landau în raport cu parametrul de ordine; atunci, prin derivarea expresiei 
(6.60) rezultă ecuația

= 2 a { T - T ' ^  + Â b ^  -  h = 0 . (6.61)
\ /T,P,h

In vederea evidențierii comportării calitative a ecuației (6.61) se examinează funcția auxiliară

f(g ) = 2 a ( T - T c )g  + 4bg 3 , (6.62)

astfel încât ecuația parametrului de ordine devine:

f M  = h . (6.63)

Pentru a determina proprietățile funcției f(i]) se observă că această funcție are coeficienții a 
și b pozitivi, dar cantitatea (T — Tc ) are semnul determinat de faza considerată, fiind astfel 
posibile 2 cazuri T  > Tc (faza care era simetrică în absența câmpului extern) și respectiv 
T  < T C (faza care era ordonată în absența câmpului extern).
în figura 6.18 sunt reprezentate calitativ graficele funcției f(r)) în cele două cazuri și se 
ilustrează metoda grafică utilizată pentru determinarea soluțiilor în ambele cazuri.

Datorită formei diferite a funcției /(g )  trebuie să se discute separat cele două cazuri.
1) Cazul T  > Tc : conform primului grafic din figura 6.18, 

ecuația (6.63) are soluție unică, iar semnul acestei soluții coin
cide cu semnul câmpului extern. Graficul calitativ al soluției 
g(h) este ilustrat în figura 6.19.
în cazul câmpurilor externe foarte mici, parametrul de ordine 
corespunzător este de asemenea foarte mic, astfel că se poate 
aproxima funcția auxiliară numai prin termenul liniar

f ( j f ) ^ 2 a ( T - T c ) g ,  (6.64)

iar ecuația parametrului de ordine (6.63) are soluția

^  ~  o (6.65)Za (1 — l c )

Figura 6.19: Parametrul de 
ordine r)(h) la T  > Tc .
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Se observă că în această aproximație parametrul de ordine este proporțional cu câmpul ex
tern, iar coeficientul de proporționalitate x  s e  numește susceptibilitatea specifică a sistemului.

2) C azul T  < Tc : după cum este ilustrat în al doilea grafic al figurii 6.18, funcția 
/(?/) are un maxim și un minim simetrice corespunzând valorilor câmpului egale cu ±hM i 
iar zerourile nenule ale funcției sunt de asemenea simetrice ±770; prin metode standard ale 
analizei matematice rezultă

4 /a?
3 V o &

'1° = \ / ^ ^ )  • 
V o o

(6.66a)

(6.66b)

Se observă din acest al doilea grafic al figurii 6.18, că ecuația (6.63) are fie 3 soluții (notate 
771 > ^2, %) pentru valori mici (în modul) ale câmpului |/i| < IIM , fie are o soluție unică pentru 
valori mari (în modul) ale câmpului |/i| > HM .

Soluțiile acestei ecuații sunt reprezentate grafic în raport cu 
câmpul extern în figura 6.20. Pentru a obține soluția fizică în 
domeniul soluțiilor triple se aplică considerente de stabilitate: 
dintre cele 3 soluții ale ecuației (6.63), soluția care corespunde 
la valoarea minimă a potențialului termodinamic este soluția 
stabilă (adică se realizează fizic). Din expresia (6.59) rezultă că 
g‘ are minim dacă termenul suplimentar al câmpului —hr] are 
contribuție negativă, de unde rezultă condiția ca parametrul 
de ordine (soluția) să aibă același semn ca și câmpul extern. 
Această condiție arată că stările reprezentate pe grafic prin 
curba (ABOB' A') sunt instabile sau metastabile, iar stările 
fizice (maxim stabile) sunt pe curbele (AD) (pentru /i > 0) și 
respectiv {A' D') (pentru A < 0).
Se observă o particularitate suplimentară a influenței câmpului 
extern: conform rezultatului anterior, la limita câmpului ex-

Figura 6.20: Parametrul de 
ordine f)(h) la T < Tc .

tern nul există 2 soluții pentru parametrul de ordine g = ±  go , care corespund punctelor 
A și A' din figura 6.20, ceea ce implică o coexistență la echilibru a fazelor corespunzătoare 
celor 2 valori ale parametrului de ordine.

III . Termodinamica tranziției de fază în prezența câmpului extern: natura tranziției de fază 
este modificată esențial datorită câmpului extern, pentru că la valori arbitrar de mici (ale 
câmpului extern) se obțin valori nenule ale parametrului de ordine la orice temperatură; 
astfel, câmpul coboară simetria fazei “simetrice” (aceasta nu mai are simetria pe care o 
avusese în absența câmpului extern) și astfel dispare diferența calitativă dintre cele două 
faze. Din această cauză, în prezența câmpului extern tranziția de fază devine de ordinul 1.

Coeficientul termodinamic cel mai interesant datorat influenței câmpului extern este 
susceptibilitatea specifică, definită prin relația

X = lim
A—>0

(6.67)

Pentru a obține expresia susceptibilității (ca funcție de temperatură) se derivează în mod 
formal ecuația parametrului de ordine (6.61) în raport cu câmpul extern; atunci derivata 
parametrului de ordine are expresia

dg 1

~dh “  2 a {T  - T c } + V2bg2 ' (6.68)

Pe de altă parte, după cum s-a determinat anterior, parametrul de ordine în absența câmpului 
extern {h = 0) este nul la temperaturi supracritice (T > Tc ) și are expresia (6.66a) la 
temperaturi subcritice (T < Tc ). Prin înlocuirea acestor soluții în expresia derivatei (6.68) 
se obține expresia susceptibilității specifice
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' 1
2 a \ T - T c \ ’

1
. 4 a \ T - T c \ ’

T > T C ,

T < T C .

In figura 6.21 este ilustrată dependența de temperatură a 
susceptibilității, conform expresiei precedente.

Din rezultatul anterior se obțin următoarele consecințe:
-  susceptibilitatea diverge către temperatura critică având 

exponentul critic 7 =  7' = !, pentru ambele sensuri de 
apropiere;

-  inversul susceptibilității (x - 1 ) are pante diferite pentru 
temperaturi sub-critice (T > Tc ) și pentru temperaturi supra- 
critice (T < Tc );

-  parametrul de ordine la valori mici ale câmpului extern 
se poate exprima cu ajutorul susceptibilității; atunci, rezultă 
următoarele expresii:

• pentru T  > Tc

^ « ^ î . i r ' - r ? ’ (6.70a)

• pentru T  < T C

i )* r i0 + x h =  + 1 h , (6.70b)

Figura 6.21: Reprezentarea 
ca funcție de temperatură a 
susceptibilității.

Se observă că în domeniul subcritic parametrul de ordine la câmp nul are o valoare nenulă.

IV Particularizare pentru tranziția de fază fero-magnetică -  para-magnetică: se vor face par
ticularizările teoriei Landau pentru cazul unui sistem magnetizabibcare efectuează o tranziție 
de fază feromagnetică-paramagnetică; astfel se obțin următoarele rezultate.

1) Parametrul de ordine este momentul dipolar magnetic $  =  Al și în consecință, 
parametrul de ordine redus este magnetizarea per particulă r) = M /N  = m .
Câmpul extern (care este conjugat parametrului de ordine) este intensitatea inducției mag
netice în vid h = BQ = PoR. .
Sistemul este de tipul unui fluid magnetizabil, astfel că singurele grade de libertate ter
modinamice netermice și nechimice sunt gradul magnetic și gradul volumic; în consecință, 
parametrul intensiv P este presiunea ți.

2) Potențialul termodinamic natural al sistemului, pentru reprezentarea ( T ^ / H ,  N), 
este potențialul Gibbs magnetic Q* = Q‘ .
Temperatura critică a tranziției de fază este numită în acest caz temperatura Curie.

3) Dezvoltarea Taylor a potențialului Gibbs magnetic (ca funcțională Landau) este

9' = ^ =  9O(T, $ )  +  a(«P) [T  -  W )  ] m2 + 6(*P) m4 -  Bo  m ;

Trebuie să se observe că în acest caz absența termenilor impari (care sunt proporționali cu 
puteri impare ale magnetizării ~  m, m3 , ...)  este consecința proprietății de isotropie, adică 
direcțiile de magnetizare opuse sunt echivalente.

4) Pentru temperaturi supra-critice (T > Tc ), când sistemul se află în faza para-magnetică 
magnetizarea specifică (per particulă) este determinată de câmpul magnetic extern prin 
relația de proporționalitate simplă exprimată cu ajutorul susceptibilității magnetice x,»

m = X,„ ^  ,
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Figura 6.22: Dependența magnetizării de câmpul magnetic și de temperatură.

unde susceptibilitatea magnetică specifică satisface legea Curie -  Weiss

_  K
X m  ~ T  - T c '

Conform relației de proporționalitate simplă anterioară, magnetizarea spontană (în absența 
câmpului magnetic) este nulă

m  k=o =  0 •

5) Pentru temperaturi sub-critice (T < Tc ), când sistemul se află în faza fero-magnetică 
magnetizarea specifică (per particulă) este determinată atât de către magnetizarea spontană 
m,, cât și de acțiunea câmpului magnetic extern prin relația de proporționalitate exprimată 
cu ajutorul susceptibilității magnetice xîn

m = m« + Xi„ ^  ,

unde __________

m=o y

este magnetizarea spontană, iar susceptibilitatea magnetică are expresia

7̂2

în figura 6.22 este ilustrată dependența de câmpul extern a magnetizării specifice și 
dependența de temperatură a magnetizării spontane.

Conform relației (6.52), în cazul când câmpul magnetic extern este nul, căldura specifică 
are la tranziția de fază saltul

A c p l
Itr 2 0

rezultat ilustrat în figura 6.17
Tranziția de fază în sensul Ehrenfest este o tranziție de fază de ordinul 2 la câmp magnetic 

nul, dar devine o tranziție de fază de ordinul 1 în prezența unui câmp magnetic extern.

B. E cuațiile Ehrenfest

Se va proceda în mod similar cu ecuația Clapeyron - Clausius, care este ecuația analoagă 
pentru tranzițiile de fază de ordinul 1.

Pentru a discuta cazul general, dar în același timp pentru a nu complica problema cu 
detalii irrelevante, se consideră un sistem termodinamic constituit dintr-o singură specie 
chimică și de tip sistem termodinamic simplu (adică sistemul are 2 grade de libertate intere
sante: gradul termic și un grad netermic-nechimic); atunci, parametrii de stare interesanți ai 
sistemului sunt (T ,S) pentru gradul de libertate termic și respectiv (P ,,X i) pentru celălalt 
grad de libertate. Sistemul se află într-o stare de echilibru fiind constituit din 2 faze (tranziția
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de fază corespunzătoare se presupune că este de ordinul 2) și este în contact cu un rezervor, 
care fixează parametrii intensivi nechimici (T, Pi, {P}'):

( 6 ( ' ) U 6 < " ) ) U « W
N

Descrierea stărilor de echilibru în fiecare fază se face utilizând următorii parametri de 
stare (T, P,, {P}', N ^ ,  N^11 )̂ ceea ce implică alegerea potențialului Gibbs generalizat (mul
tiplu)

£• = UT ,P.,{P}' = U - T S - P i X i -  £ P i  Xi , (6.71)
i

drept potențial termodinamic natural.
Se menționează următoarele proprietăți ale potențialului Gibbs definit anterior:

i. Q* este o transformată Legendre maximală, astfel că relația Euler devine în acest caz

Q’ = H N  , (6.72)

(unde /* este potențialul chimic comun al celor două faze).
ii. Q* are forma diferențială

d 5 ' =  - 5 d T - X i d /’i - ^ ' x l dP1 + /id A r. (6.73)

iii. Potențialul Gibbs generalizat redus (la numărul de particule) are forma diferențială

d j” =  -  s d T  -  n  dPi -  ^ ' x t dPt , (6.74)

și este egal cu potențialul chimic

g '(T ,P i,{P } ‘) = ^ T ,P i ,{ P } ')  . (6.75)

Pentru formularea condițiilor tranziției de fază de ordinul 2 în sensul lui Ehrenfest, se 
compară potențialul termodinamic natural redus, precum și derivatele sale (până în ordinul 
2) în cele două faze aflate în stări de coexistență și se obțin următoarele condiții:

1. Potențialul Gibbs redus este continuu la tranziția de fază, proprietate care este pe de 
altă parte condiția de echilibru chimic între faze:

pW  = ^ " ^  . (6.76)

2. Derivatele de ordinul 1 ale potențialului Gibbs redus sunt continue la tranziția de fază; 
utilizând forma diferențială (6.74) se obține continuitatea entropiei specifice și a parametrului 
extensiv redus pe gradul de libertate termodinamic interesant

s ^  = s ( i r > , (6.77a)
x ^  = x ^ ^  , (6.77b)

(restul relațiilor de continuitate, pe celelalte grade de libertate termodinamice, sunt fără 
importanță).
Se remarcă o consecință a relației (6.77a), care este o caracteristică a tranzițiilor de fază de 
ordinul 2, anume absența căldurii latente: A = T(s(n ) — s ^ )  | h  = 0 .

3. Derivatele de ordinul 2 ale potențialului Gibbs redus sunt discontinue la tranziția de 
fază; utilizând forma diferențială (6.74) și definițiile căldurii specifice (3.3) -  (3.4), ale sus
ceptibilității isoterme (3.11a) și ale coeficientului termic pentru parametrul de stare extensiv 
(3.14) al gradului de libertate termodinamic interesant, se obțin relațiile

\ d r 2 J p< - 

=V d P 2 JT  -

^ 2P* \  _

/  ds '

/  dxi

/  d x i'

) = -  —  /  cont. , 
' P, 1

\  (>) .1 = — v x T  cont. , 
'T

j = -  Xi a ^  ^  cont. , 
'Pt

(6.78a)

(6.78b)

d T d P i )  “ [ d T , (6.78c)
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(restul relațiilor de eventuale discontinuități, pe celelalte grade de libertate termodinamice, 
sunt fără importanță).

Datorită faptului că T, v și Xi au valori egale în cele două faze, relațiile de discontinuitate 
anterioare se exprimă în mod echivalent ca ecuații de salt

△ cp. = c ^ ’ - c ^ l  # 0 ,  (6.79a)
* ' lech

△ x ^  = X ^  "  ~ X ^  ' \ # 0 .  (6.79b)
lech

△ c / ’) = # 0 .  (6.79c)
lech

Pentru a deduce ecuațiile diferențiale ale curbei de echilibru Pi e (T) se procedează în mod 
analog deducerii ecuației Clapeyron - Clausius (pentru tranzițiile de fază de ordinul 1).

a) Se consideră setul stărilor de echilibru (coexistență) ale fazelor pentru care parametrii 
intensivi ai gradelor de libertate neintefesante {P}' sunt constanți, astfel încât T  și Pi sunt 
singurele variabile interesante. [Pentru simplificarea notațiilor, se va omite în continuare 
scrierea setului de parametri neinteresanți {P}'].

b) Se consideră pe curba de echilibru (coexistența fazelor) 2 stări vecine împreună cu 
parametrii de stare corespunzători:

AB
A'B'

T  , Pi e  = Pi e (T)
T ' = T + 6 T ,  P^e = Pi e (T + ST) = P i+ SP i

situație ilustrată în figura 6.23.
c) Se particularizează relațiile de continuitate (6.77) pentru cele două perechi de stări 

precizate anterior; atunci se obține sistemul de ecuații:

S (p (T ,P i e (T)) 
X ^ ^ P i ^ T ) ) 

s ^  (T ',P i e (T')) 
x {i } (T ',P ie (T'))

s ^ 1  ̂(T ,P i e (T)) 
x ^  (T ,P i e (T))

s ^ ’^ T ^ P i^ T ') )
x \“ } (T ',P i e (T'))

(6.80a)

(6.80b)

Pentru variații mici ale variabilelor (<5 T, 6Pi) dezvoltarea în serie Taylor poate fi aproxi
mată prin termenii de ordinul 1 și se obține pentru entropia specifică a fiecărei faze expresia

s(T  + 6T ,P i+ 6 P i) « ^ T , P i ) + ( ^ \  ST  + SP,

s{T, Pi) + ^  ST  + n  a ( ,) <5 Pi ;

în mod similar se exprimă parametrul extensiv redus Xi (pentru fiecare fază)

Xi(T + 6T,Pi + 6Pi) ^ T’n + ( £ \ iT + ( l ^
= xĂT, Pi) + xi a (i) ST  + v x r  $ p >

Pe baza aproximației anterioare se pot rescrie condițiile de continuitate (6.80b) în forma

s ^  (T, Pi e (T)) +  ^ S T  + Xi a<‘> 1 ^ ‘̂  ^ T  .

= s ^  (T, Pi e (T)) +  ^ S T  + xi a ^  "  ^ ^  6 T

i ' f ) (7, Pi e (T)) + Xi a ^  1 S T + V X T ' ^ ^  6 T

= x ^  (T, Pi e (T)) + Xi a ^  "  S T + V X T( } "  ^ P  6T ■
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148 CAPITOLUL 6. TRANZIȚII DE FAZĂ

Această ultimă formă a relațiilor (6.80b) se simplifică datorită relațiilor (6.80a), astfel că 
sistemul condițiilor de echilibru conduce la relațiile

sau sistemul de ecuații echivalent (în care se utilizează notații concise pentm salturile 
mărimilor la tranziția de fază):

dPi e (T) _  -1  A c Pi
d T  ~  T u  AaW  ’

d f i e (T) _  _ r ț  A a «
d T  v A^W  ’

(6.81a)

(6.81b)

cunoscut sub numele de ecuațiile Ehrenfest.
Se vor menționa unele observații importante asupra sistemului de ecuații Ehrenfest.
a) Ecuațiile Ehrenfest sunt ecuațiile diferențiale 

ale curbei de echilibru dintre faze Pie (T).
b) Din ecuațiile Ehrenfest rezultă că salturile 

coeficienților termodinamici la tranziția de fază sunt 
corelate prin relația

â  cp, • △ Xr^ ~  ——̂  2 •
V '

c) în cazul particular când fazele sunt de tipul 
fluid neutru, gradul de libertate interesant ” i ” este 
gradul volumic; prin substituirea i ,  =  v și P; =  —ți 
ecuațiile Ehrenfest devin

dq3e (T) =  1 Ă cp
d T T v  & a

Figura 6.23: Curba de echilibru a 
fazelor coexistente.

△ K T  ’

iar între salturile de călcură specifică isobară, de coeficient termic de dilatare volumică și de 
compresibilitate isotermă există relația

△ cp • A >CT = T  v (A  a ) 2 .
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Capitolul 7

Fluidul neutru

Fluidul neutru este o clasă de sisteme termodinamice care au o mare importanță peda
gogică și practică, deoarece pe de o parte este cel mai simplu tip de sistem termodinamic cu 
comportare nepatologică (astfel că este sistemul cel mai convenabil pentru exemplificări ale 
relațiilor termodinamice generale), iar pe de altă parte există sisteme reale importante (de 
exemplu gazele sau lichidele) care sunt descrise satisfăcător prin modelul de fluid neutru.

Se vor prezenta inițial relațiile generale ale unui fluid neutru arbitrar, iar apoi se vor 
prezenta modele particulare de fluide neutre.

Contrar metodei de lucru din partea întâi, când au fost utilizate preferențial reprezentări 
entropice pentru a obține rezultate generale, în acest capitol (și în următoarele) se vor uti
liza preferențial reprezentări energetice, datorită faptului că parametrii de stare energetici 
definesc coeficienții termodinamici importanți.

7.1 Proprietăți generale ale fluidelor neutre

7.1.1 Definiții
Fluidul neutru este prin definiție un sistem termodinamic omogen și care are numai 

următoarele grade de libertate termodinamice:
-  gradul de libertate termic,
-  gradul de libertate volumic,
-  grade de libertate chimice-, numărul de grade de libertate chimice este determinat de 

numărul de specii chimice pe care le conține sistemul.
Relativ la definiția anterioară sunt importante următoarele observații:
-  fluidul neutru nu are grade de libertate “speciale” (cum sunt gradele electric, mag

netic, elastic sau superficial) care ar induce o complexitate apreciabilă pentru proprietățile 
sistemului;

-  fluidul neutru este sistemul termodinamic cu maximă simplitate și nu posedă anomalii 
(cum se întâmplă la radiația termică sau la stratul superficial);

-  se va considera că fluidul neutru este un sistem termodinamic normal, astfel că stările 
de echilibru corespund numai la temperaturi pozitive;

-  în cazul fluidului neutru ca sistem termodinamic închis, gradul de libertate chimic este 
“înghețat” N  = const. (sau respectiv gradele de libertate chimice), astfel încât acest sistem 
termodinamic are numai 2 grade de libertate efective: gradul termic și gradul volumic1 .

In cazul cel mai simplu când există o singură specie chimică fluidul neutru are numai 3 
grade de libertate termodinamice (adică r  = 2): termic (indicele este ”0”), volumic (indicele 
este ”1”) și chimic (indicele este ”2”), iar parametrii energetici de stare corespunzători sunt

( Po = T  ( p  = - V  ( p2 =
( r0 = s  |  y  = v \  y.2 = N 1 ;

1 Un sistem termodinamic care are numai 2 grade de libertate efective (restul eventualelor grade de libertate 
fiind înghețate), anume gradul termic și un grad netermic, este numit sistem termodinamic simplu-, atunci, 
fluidul neutru închis este un sistem termodinamic simplu.
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152 CAPITOLUL 7. FLUIDUL NEUTRU

Pentru a avea o completitudine a expunerii, se va prezenta în continuare deducerea lucru
lui corespunzător gradului de libertate volumic (numit uzual lucru mecanic de compresie), 
din expresia căruia se va obține parametrul de stare intensiv al acestui grad de libertate, 
conform relației generale (2.21 )2 .

Se consideră că fluidul neutru, care ocupă o regiune din 
spațiu cu volumul V, are o presiune țp (constantă spațial) pe 
suprafața frontieră a domeniului spațial E, situație ilustrată în 
figura 7.1. Conform definiției presiunii3 , forța exercitată din 
exterior asupra fluidului pe o porțiune infinitezimală a fron
tierei este normală la porțiunea de suprafață considerată (fiind 
orientată spre interior) și axe mărimea dF  =  $  dA .

Se consideră o deformare mică a suprafeței, astfel încât 
deplasarea unui element de suprafață pe direcția normalei 
este 6 Ini?) (considerat orientat spre exterior la valori pozitive 
și respectiv spre interior pentru valori negative); ca urmare 
suprafața deformată devine S '.

Figura 7.1: Deducerea lu
crului de compresie.

în conformitate cu situația definită anterior, lucrul mecanic efectuat de către sisteme
externe asupra fluidului neutru pe porțiunea de suprafață dA(r) este

d (i£ ) r  = - d F ( r )  -6 ln (r) = - țp  dA(r) -6 ln (r) ,

semnul minus fiind datorat faptului că lucrul este pozitiv la compresia fluidului neutru, când 
6ln  < 0. Lucrul mecanic datorat deplasării tuturor elementelor suprafeței se obține prin 
integrarea pe întreaga suprafață inițială E (care este o suprafață închisă):

6C = jd {6 C ) r  = -  j>W dA(r) -â ln (r) ;

dar presiunea fiind constantă spațial, iese în afara integralei, iar integrala rămasă este variația 
volumului la deformarea frontierei

6V = ^ d A ( r ) - 6 l n (r) .

Conform rezultatelor anterioare se obține pentru lucrul de compresie expresia 6C =  - ț  6V , 
de unde rezultă parametrii de stare ai gradului de libertate volumic.

7.1.2 Reprezentarea termodinamică fundamentală energetică
A. P rop rietăți generale

Ecuația termodinamică fundamentală (energetică) este de forma

U = U(S, V, N) , (7.2)

și se obține în mod univoc din ecuația termodinamică fundamentală entropică datorită fap
tului că fluidul neutru este un sistem termodinamic normal.

Particularizând relațiile generale, care sunt prezentate în Secțiunea 2.1.2 din Capitolul 2, 
se vor semnala următoarele proprietăți generale ale ecuației termodinamice fundamentale 
(energetice).

2 în capitolele următoare se vor deduce parametrii de stare intensivi, din expresiile corespunzătoare ale 
lucrurilor pe gradele de libertate (netermice și nechimice) considerate, în mod analog cu metoda utilizată în 
acest capitol.

3 Presiunea este prin definiție densitatea superficială de forță, adică

țp = iim  ,
U-»o SA

unde SA este aria unei porțiuni mici a unei suprafețe și SFn este componenta nonnală a forței rezultante 
care se exercită pe porțiunea de suprafață considerată.
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A .l .  P roprietăți apriorice (rezultate direct din axiomele neo-gibbsiene), conform cărora 
U(S, V, N )  este:

i. funcție diferențiabilă de ordinul 2 (cel puțin);
ii. funcție omogenă simplă de gradul 1 (în raport cu cele 3 variabile), adică satisface 

proprietatea
U (X S,X V ,X N ) = X U (S ,V ,N ) , V A e R + i

iii. funcție convexă în raport cu cele 3 variabile, adică satisface condiția 

a  U (S ',V , N ') + ( l - a )  U{S", V " ,N ")

4

4 Dacă se exclud tranzițiile de fază, atunci pentru fluidul neutru ca sistem termodinamic închis, 
U(S,V,N) |N este o funcție strict convexă în raport cu variabilele S  și V.

> U (a S ' + ( l - a )  S " ,a  V' + (1 -  a) V ”, a N ' + (1 -  a) N ") , V a  e [ 0,1 ] .

iv. condițiile de sistem termodinamic normal implică următoarele proprietăți, conform 
teoremei 1.3

-  energia internă este o mărime mărginită inferior, dar este nemărginită superior (adică 
Ho < U  < oo), astfel că fluidul neutru poate avea numai stări de echilibru care corespund la 
temperaturi pozitive

( I I )
-  volumul este nemărginit superior Vo < V < oo , astfel că fluidul neutru poate avea 

numai stări de echilibru care corespund la presiuni pozitive

- — =<p>o

[se observă că ecuația termodinamică fundamentală H(S, V, N) este în acest caz o funcție 
monoton crescătoare în raport cu entropia S  și este o funcție monoton descrescătoare în 
raport cu volumul V];

v. sunt satisfăcute următoarele proprietăți asimptotice (la energii mici și mari, pentru 
valori fixate ale volumului V și ale numărului de particule N)

S
U

o
0 , 

Y V  ,N  .
oo

A .2. Form a diferențială term odinam ică fundam entală și ecuații de stare: pentru 
fluidul neutru cu o singură componentă chimică, forma diferențială termodinamică funda
mentală obținută prin particularizarea relației(2.18), este

dW = T d 5 - » p  d V + M d ^  , (7-3)

din care rezultă ecuațiile de stare ale reprezentării termodinamice fundamentale (2.27)

T (S , V, N ) = (7.4a)

-<P(5, V, N) = (7.4b)

n(S, V, N) = (7.4c)

și relațiile Maxwell ale reprezentării termodinamice fundamentale (2.28)

f  Sel
\ d N j s v  \ d V j S N  • 1 ’ J
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A .3. E cuații Euler și G ibbs - D uhem
• Ecuația Euler se obține prin particularizarea relației Euler generale pentru cazul unei 

funcții omogene de gradul 1:

U = ( d l l \ ■S + \ d V ) ^ N
• V +

( d U \
\®N Js y

■ N

și utilizarea ecuațiilor de stare (7.4); atunci rezultă ecuația Euler (2.24)

U = T  S - ^ V  + p N  . (7-6)

Se diferențiază formal ecuția Euler

d U = (T  d S  -  ț!  d V + /i dN) + (5 d T  -  V d*p + N dp)

și se compară cu forma diferențială termodinamică fundamentală (7.3); atunci se obține

5 d T - V d ‘P +  Ad/x =  0 , (7-7)

care este ecuația Gibbs - Duhem (2.25).

A .4. R educerea față de num ărul de particule: se consideră sistemul închis și se 
definesc mărimile extensive reduse în raport cu numărul de particule, care se numesc mărimi 
specifice

U S  V
u = — , s = — . v = — .N  ' N  ' N

Atunci, se efectuează reducerea ecuației termodinamice fundamentele ca funcție omogenă de 
gradul 1, conform relației (2.26)

U ( S  V 
{ S ,V ,N ) = N u ( - , - , l = N u(s, v) , (7-8)

unde u = u(s,v) este numită ecuația termodinamică fundamentală redusă.
Pe baza proprietăților generale, ecuațiile de stare sunt funcții omogene de gradul 0, astfel 

că acestea depind numai de parametrii de stare extensivi reduși, adică entropia specifică s 
și volumul specific v, conform relațiilor (2.30):

T (S ,V ,N )  = T (s,v) , 
V (S ,V ,N )  = q3(s,v), 
p (S ,V ,N ) = p(s,v) .

(7.9a) 
(7.9b)
(7.9c)

Utilizând relațiile de reducere anterioare se pot exprima primele două ecuații de stare prin 
derivatele ecuației termodinamice fundamentale reduse , conform relațiilor (2.33)

T (s,v) =
/ d (N u ) \
\ d ( N s ) ) N v N - [ (7.10a)

( 9 U \ ( 9 ( N u ) \ (  ̂ u \—*țî(s,u) = \ d ( H v ) ) N s  N  - (7.10b)

de unde rezultă forma diferențială termodinamică fundamentală redusă (2.34)

du(s,u) = T{s,v) ds — !p(s,v) du , (7-11)

și relația Maxwell redusă
d T \ 
dv

(7-12)

Prin împărțire cu numărul de particule se obține forma redusă a ecuației Euler

u = T  s — ^  v + p (7-13)
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și a relației Gibbs - Duhem

s d T - v d ! p  + d/( =  O d/z = —s d T  + v d ! p , (7-14)

care poate fi considerată, de asemenea, forma diferențială a potențialului chimic.
Se face mențiunea că se poate efectua reducerea în raport cu volumul V  (se consideră că 

fluidul neutru nu este un sistem termodinamic închis, dar se află într-o incintă rigidă) și în 
acest caz mărimile extensive reduse sunt densități volumice

U S  N
—  , 5 = > n = —

atunci, se obțin relații analoage cazului anterior (când s-a efectuat reducerea față de numărul 
de particule).

B. D educerea ecuație i term odinam ice fundam entale din ecu ațiile  de stare

a) Dacă se cunosc cele 3 ecuații de stare, atunci prin utilizarea relației Euler se obține 
direct ecuația termodinamică fundamentală:

U(S, V ,N ) =  Â  u^ — , —  ̂ =  N  [s - T (s ,v) — v - Țl(s,v) +  /z(.s, v) ]
s= S /N , v =  V /N

; (7.15)

se remarcă faptul că setul celor 3 ecuații de stare constituie o informație termodinamică 
completă, iar determinarea ecuației termodinamice fundamentale din setul ecuațiilor de stare 
este o problemă banală.

b) Dacă se cunosc numai 2 ecuații de stare T (s,v)  și Sp(s,v) (acestea constituie o in
formație termodinamică incompletă asupra sistemului)  atunci se poate determina ecuația 
termodinamică fundamentală numai până la o constantă aditivă, prin 2 metode echivalente.

5

5Trebuie să se observe că cele două ecuații de stare nu sunt arbitrare, pentru că acestea sunt corelate prin 
relația Maxwell (7.12).

6 Se observă că în ecuația termodinamică fundamentală neredusă constanta nedeterminată este multipli
cată cu numărul de particule.

7 Această ecuație va conține constanta aditivă nedeterminată.

1. Se integrează forma diferențială termodinamică fundamentală redusă (7.11) utilizând 
metoda expusă în Anexa A pentru deducerea expresiei (A.9) și se obține

u(s,v) =  U(SQ, VO) + T (S' , VQ) ds' — I fp(s,i>') d u ', (7-16)

adică s-a determinat ecuația termodinamică fundamentală redusă până la o constantă adi
tivă nedeterminată U(SQ, VO). Din rezultatul anterior se obține a tâ t ecuația termodinamică 
fundamentală propriu zisă, utilizând formula de reducere (7.8)®, cât și a treia ecuație de 
stare /i(s,v), utilizând relația Euler redusă (7.13)7 .

2. Se substituie cele 2 ecuații de stare în ecuația Gibbs - Duhem (7.14) și se obține forma 
diferențială a potențialului chimic

d/z(s,v) =  — s dT (s, v) +  v dțJ(s,t)) (7-17)

du ;

prin integrare cu metoda (A.9) se obține ecuația de stare fi(s,v) determinată până la o 
constantă aditivă, iar apoi utilizând relația Euler și formula de reducere se obține ecuația 
termodinamică fundamentală.

7.1.3 Potențiale termodinamice remarcabile
Se vor prezenta principalele proprietăți ale unor potențiale terfnodinamice energetice 

utilizate frecvent, prin particularizarea directă a rezultatelor generale care au fost discutate 
în Secțiunea 2.2.3 pentru un sistem termodinamic arbitrar.
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A. Energia liberă (p oten ția lu l H elm holtz)

a) D efin iție  energia liberă este transformata Legendre a ecuației termodinamice funda
mentale pe gradul de libertate termic [vezi relația (2.69)]

F (T , V, N) = UT (T, V, N ) = inf [ U(S, V , N ) - T S ] ,  (7.18)

sau în formă explicită [conform relațiilor (2.54) -  (2.55)]

F IT, V, N ) = U(S, V , N ) - T  S  |5 = 5 0 ( T V  w )  ,

unde S°(T ,V , N) este o soluție a ecuației

(7.19)

b) Forma d iferenția lă  rezultă prin particularizare expresiei (2.70)

d 7 = - 5 d T  -  «pdV +  MdW , (7.20)

care arată că reprezentarea energiei libere are variabilele (T, V, N).
Se vor lista principalele consecințe ale formei diferențiale:
i. ecuațiile de stare [conform relațiilor (2.71)]

S (T ,V ,N ) = (7.21a)

^ (T ,V ,N )  = (7.21b)

n(T, V, N ) = +  \ d ^ ) T , v  ; (7.21c)

relațiile Maxwell (particularizate din (2.72)]

\ ^ / T , N
(7.22a)

\ d N  ) T y \ d T /V ,N  '
(7.22b)

\ d N  JT  V \ ^ / T , N
(7.22c)

c) P rop rietă țile  de om ogen ita te  sunt datorate faptului că energia liberă este o funcție 
omogenă generalizată de gradul 0 în raport cu temperatura și de gradul 1 în raport cu volumul 
și cu numărul de particule, adică satisface condiția [care este particularizarea condiției (2.73)]

F (T ,X V ,X N ) = X F (T ,V ,N ) , VAG R+ .

Se vor lista principalele consecințe ale proprietăților de omogenitate ale energiei libere 
[obținute prin particularizarea relațiilor (2.74) -  (2.77)|:

i. formula de reducere în raport cu N

F(T, V ,N ) = N  F(T, V /N , 1) = N f (T ,v )  , (7.23)

unde f  = F /N  este energia liberă specifică (per particulă);
ii. ecuațiile de stare sunt funcții omogene simple numai în raport cu volumul și cu 

numărul de particule (considerând temperatura ca un parametru auxiliar), astfel că se obțin 
următoarele formule de reducere

S{T, V ,N ) = N  S (T , V /N, 1) = N s(T ,v) , 
<P(T, V, N) =  «P(T, V/N, 1) =  $ (7 , v) , 
H(T, V, N ) = n(T, V /N , 1) =  n(T, v) ,

(7.24a)
(7.24b)
(7.24c)
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pentru că entropia este funcție omogenă de gradul 1, iar presiunea și potențialul chimic sunt 
funcții omogene de gradul 0;

iii. forma diferențială a energiei libere reduse

d / =  -  s d T  -  țp dv ;

din care rezultă ecuațiile de stare reduse

s(T ,v) = —

$ ( ? > )  = -

și relația Maxwell redusă

d v  \ d T  ) v

iv. relația Euler
f  = - % V  +  p N ,

și respectiv relația Euler redusă
f  = -  Ți v + fi .

(7-25)

(7.26a)

(7.26b)

(7.27)

(7.28)

(7.29)

d) P rop rietă țile  de concavitate - con vex ita te  ale energiei libere F {T ,V ,N )  sunt 
următoarele:

-  este o funcție concavă în raport cu temperatura T,
-  este o funcție convexă în raport cu volumul V  și cu numărul de particule N .

e) E cuația G ibbs - D uhem  pentru energia liberă se obține prin particularizarea ecuației 
generale (2.78)

T{T , V , N ) - T  =  u (T y ,  >

care este o ecuație cu derivate parțiale în care se consideră cunoscută ecuația calorică de 
stare N (T ,V ,N ).

B. E ntalpia (p oten ția lu l C lausius)

a) D efiniție: entalpia este transformata Legendre a ecuației termodinamice fundamentale 
pe gradul de libertate volumic (vezi relația (2.81)]

^ ( S . ț p ^ s Z y - q j^ q i .N ^ i n f t W G S .K A O + î p V ]  , (7.30)

sau în formă explicită [conform relațiilor (2.54) -  (2.55)]

M !P,JV )= W (5,V ,JV )+ !P V |V = , W )  ,

unde V°(5,îp,7V) este o soluție a ecuației

(7.31)

Se observă că fluidul neutru, având un singur grad de libertate netermic-nechimic (anume 
gradul volumic), există o singură entalpie, care este simplă.
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b) Forma diferenția lă  rezultă prin particularizare expresiei (2.82)

d R  =  T d 5  +  V d*P + p d/V , (7.32)

care arată că reprezentarea entalpiei are variabilele (5, țJ, N). 
Se vor lista principalele consecințe ale formei diferențiale: 
i. ecuațiile de stare (conform relațiilor (2.83)]

T { S ^ ,N )  = ( d R 
\ d S

(7.33a)

V(5,<p,W) = ( d R 
\d vp 1 » (7.33b)

^ . ‘P . /v ) ^
( d R
\ d N

(7.33c)

relațiile Maxwell [particularizate din (2.84)]

( d T ' 
\ ^ , 'S,N

( d v y

\ d S , W,N
(7.34a)

( d T ' 
\ d N ,

(  &11

V,N
(7.34b)

(dV_'

'sw

( dp '
'S,N

(7.34c)

c) P roprietățile  de om ogen ita te  sunt datorate faptului că entalpia este o funcție omo
genă generalizată de gradul 0 în raport cu presiunea și de gradul 1 în raport cu entropia și 
cu numărul de particule, adică satisface condiția [care este particularizarea condiției (2.85)]

^ (A S .’P.ATV) =  A 'H to ’P.dV) , V A e R + .

Se vor lista principalele consecințe ale proprietăților de omogenitate ale entalpiei (obținute 
prin particularizarea relațiilor (2.86) -  (2.89)]:

i. formula de reducere în raport cu N

R ( S ,^ ,N )  = N R ^ / N ^ ,  1) = N  h ^ V )  , (7.35)

unde h = R /N  este entalpia specifică (per particulă);
ii. ecuațiile de stare sunt funcții omogene simple numai în raport cu entropia și cu 

numărul de particule (considerând presiunea ca un parametru auxiliar), astfel că se obțin 
următoarele formule de reducere

7 ( 5 ,^ ,  N) = T (S /N , <p, 1) =  T(s, țJ) , (7.36a) 
V(S, !p,iV) =  W V {S/N , *p, 1) = N v(s, «p) , (7.36b) 
/x(5, V, AQ = p(5//V ,‘P, 1) = MM )  , (7-36c)

pentru că volumul este funcție omogenă de gradul 1, iar temperatura și potențialul chimic 
sunt funcții omogene de gradul 0;

iii. forma diferențială a entalpiei reduse

. d / ^ T d s  +  v d ’P ; (7.37)

din care rezultă ecuațiile de stare reduse

(7.38a)

(7.38b)
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și relația Maxwell redusă

iv. relația Euler

și respectiv relația Euler redusă

d T \  _  f d v \

H = T S + n N ,

h = T  s + f i .

(7.39)

(7-40)

(7-41)

d) P rop rietățile  de concavitate - con vexitate  ale entalpiei H^S, Ț , N ) sunt următoa
rele:

-  este o funcție concavă în raport cu presiunea țp,
-  este o funcție convexă în raport cu entropia S  și numărul de particule N .

e) E cuația  G ibbs - D uhem  pentru entalpie se obține prin particularizarea ecuației ge
nerale (2.90)

W ,  qj, N) -  «p ^ ^ ^ 1  = U iS, țp, N ) ,

care este o ecuație cu derivate parțiale în care se consideră cunoscută ecuația energiei interne 
W(S,«P,7V).

C. E ntalp ia liberă (p oten ția lu l G ibbs)

a) D efin iție: potențialul Gibbs este transformata Legendre a ecuației termodinamice fun
damentale pe gradele de libertate termic și volumic [vezi relația (2.93))

Q (T ,V ,N ) =U T ,-V (T ,^ ,N ) = ^ [ N ( S , V , N ) - T S  + Ț1V ] , (7.42)

sau în formă explicită [conform relațiilor (2.54) -  (2.55)]

unde S°(T,!p,lV) și V°(T,Ț1, N) este o soluție a sistemului de ecuații

dU (Ș ,V ,N ) 
d S

dU (S ,V ,N ) _  (
8 V  -

(7.43a)

(7.43b)

Se observă că fluidul neutru, având un singur grad de libertate netermic-nechimic (anume 
gradul volumic), există un singur potențial Gibbs, care este simplu.

b) Forma diferențială rezultă prin particularizare expresiei (2.94)

d g  =  - 5 d T + V d ’P +  M dN , (7.44)

care arată că reprezentarea potențialului Gibbs are variabilele (T, qj, N).
Se vor lista principalele consecințe ale formei diferențiale:
i. ecuațiile de stare [conform relațiilor (2.95)]

S { T ,^ ,N )  = (7.45a)

V(T,Ț1,N) = (d Ș \ (7.45b)

p(T,*p,N) = \ D N ) T ,<P ’ (7.45c)
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ii. relațiile Maxwell [particularizate din (2.96)]

aș) - 
^ ^ /T ,N N

(7.46a)

a s '
^ N , \& T  )<p,N (7.46b)

a v '
ON,'T,V

f  du \ 
w V /T A

(7.46c)

c) Proprietățile de om ogenitate sunt datorate faptului că potențialul Gibbs este o 
funcție omogenă generalizată de gradul 0 în raport cu temperatura și cu presiunea și de 
gradul 1 în raport cu numărul de particule, adică satisface condiția [care este particuarizarea 
condiției (2.97)]

G ( T ,^ ,X N ) = X g [ T ,^ ,N }  , . V A e R + .

Se vor lista principalele consecințe ale proprietăților de omogenitate ale potențialului Gibbs 
[obținute prin particularizarea relațiilor (2.98) -  (2.101)], dar în acest caz apare particulari
tatea remarcabilă că este o transformată Legendre maximală:

i. formula de reducere față de N

G(T,W ,N) = N  g(T,W) , (7.47)

unde g = Q/N  este potențialul Gibbs specific (per particulă);
ii. ecuațiile de stare sunt funcții omogene simple numai în raport cu numărul de particule 

(considerând temperatura și presiunea ca parametri auxiliari), astfel că se obțin următoarele 
formule de reducere

S(T, W ,N ) = N  s(T, qi) , (7.48a)
V(T, W ,N ) = N v(T, qj) , (7.48b)
p .(T ,^ ,N )  = n (T ,V ) , (7.48c)

pentru că entropia și volumul sunt funcții omogene de gradul 1, iar potențialul chimic este 
funcție omogenă de gradul 0 [se remarcă independența potențialului chimic în raport cu 
numărul de particula];

iii. forma diferențială a entalpiei libere reduse

d j  = — s d T +  ti dip ;

din care rezultă ecuațiile de stare reduse

și relația Maxwell redusă
( d s \  f  d v \ 
\ d v ) T  =  ~ \ d r ) v

(7-49)

(7.50a)

(7.50b)

(7.51)

iv. relația Euler are forma particulară corespunzătoare faptului că potențialul Gibbs este 
în acest caz o transformată Legendre maximală .

G = H N ,  (7.52a)

și respectiv relația Euler redusă
g = f l . (7.52b)

care arată că pentru fluidul neutru cu o singură componentă chimică potențialul Gibbs 
specific este egal cu potențialul chimic.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



7.1. PROPRIETĂȚI GENERALE ALE FLUIDELOR NEUTRE 161

d) P roprietățile  de concavitate - con vex ita te  ale potențialului Gibbs Q { T ^ ,N )  sunt 
următoarele:

-  este o funcție concavă în raport cu temperatura T  și cu presiunea Ț ,
-  este o funcție convexă în raport cu numărul de particule N.

e) E cuația G ibbs - D u h em  pentru entalpia liberă se obține prin particularizarea ecuației 
generale (2.102)

m w ) _ T m v  _ „  ̂ w .  = U(T,V, v ,

care este o ecuație cu derivate parțiale în care se consideră cunoscută expresia energiei interne 
U (T ,^ ,N ) .

f) R elația  d intre p o ten ția lu l G ibbs și energia  liberă se obține prin utilizarea defi
nițiilor (7.18) și (7.42):

G(T,ȚI,N) = inf [W (5 ,V ,JV )-7’5 + « p V ]

= inf p n f  [ W ( 5 ,V ,^ ) - T 5 ] + « p V  ]

= inf { F (T, V ,N ) + Ț 1 V }  ,

sau prin explicitarea infimizării

G(T,ȚI,N) = ^ ( T ^ N ) +  ȚIV \ ,
'  ’ ’ '  T  lv=vo(T,«p,N)

unde V°(T,!p,lV) este o soluție a ecuației

d ^ ( T ,V ,N )  _ 
d v  *  ’

Rezultă că potențialul Gibbs este egal cu transformata Legendre a energiei libere pe gradul 
de libertate volumic8 .

8 Rezultatul obținut este identic cu cel pentru un sistem termodinamic arbitrar.

D. P otenția lu l grand-canonic

a) D efiniție: potențialul grand-canonic este transformata Legendre a ecuației termodina
mice fundamentale pe gradele de libertate termic și chimic [vezi relația (2.103)]

D(T,V,p) = U T A T y v ^ )  = i n f ^ U ^ V ,  N) - T S  -  p N ]  , (7.53)

sau în formă explicită [conform relațiilor (2.54) -  (2.55)]

9 (7 , V,p) = U (S ,V ,N ) -  T S  -  f l N S= S°(T ,V ,n ) > 
N = N°(T ,V ,p)

• unde S°(T, V,fi) și N°(T, V, /t) este o soluție a sistemului de ecuații

dU (S ,V ,N ) 
d s  ’

d U (S ,V ,N ) 
dN  ~

(7.54a)

(7.54b)
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b) Form a d iferențială rezultă prin particularizare expresiei (2.104)

dO =  - S d T -  țp d V -T V d p , (7.55)

care arată că reprezentarea potențialului grand-canonic are variabilele (T, V, /x).
Se vor lista principalele consecințe ale formei diferențiale:
i. ecuațiile de stare [conform relațiilor (2.105)]

S ( T ,V ,^  = - \ d T ) V l i  ’ (7.56a)

^ T ,V , i î }  = -
/  3 O \ (7.56b)

N (T ,W ,n ) = - \  dp ) T ,V
(7.56c)

relațiile Maxwell [particularizate din (2.106)]

7 9 S \  1f d ^ \
<d T k »  ’ (7.57a)

\  ^P JT ,V
^dNX (7.57b)

/ Ș ^ \  -  /
\  ®P /T ,v

^ d N \
^ V JT ,» ’ (7.57c)

c) P roprietățile  de om ogen ita te  sunt datorate faptului că potențialul grand-canonic 
este o funcție omogenă generalizată de gradul 0 în raport cu temperatura și cu potențialul 
chimic și de gradul 1 în raport cu volumul, adică satisface condiția [care este particuarizarea 
condiției (2.107)]

D (T,XV ,n) X O (T,V ,ft) , V A e R + .
Se vor lista principalele consecințe ale proprietăților de omogenitate ale potențialului grand- 
canonic [obținute prin particularizarea relațiilor (2.108) -  (2.111)], dar în acest caz apare 
particularitatea remarcabilă că este o transformată Legendre maximală:

i. formula de reducere față de V  (nu mai este posibilă reducerea față de numărul de 
particule): •

0 (7 , V, M) = -  V u(T, n) , (7.58)
unde ai = Ll/V este densitatea volumică de potențial grand-canonic;

ii. ecuațiile de stare sunt funcții omogene simple numai în raport cu volumul (considerând 
temperatura și potențialul chimic ca parametri auxiliari), astfel că se obțin următoarele 
formule de reducere

S (T ,V ,n ) = V s(T ,n) , (7.59a)
« P ^ / x ) ^ ? » ,  (7.59b)
N (T ,V ,n ) = V n(T,n) , (7.59c)

unde s = S /V  este densitatea volumică de entropie și n = N /V  este densitatea volumică 
de particule; relațiile (7.59) sunt bazate faptul că entropia și numărul de particule sunt 
funcții omogene de gradul 1, iar presiunea este funcție omogenă de gradul 0 |se remarcă 
independența presiunii în raport cu volumul];

iii. forma diferențială a densității de potențial grand-canonic

dw  =  — s d T  — n d/x ,

din care rezultă ecuațiile de stare reduse

s ( T ,^  =

n ( T ,^  =

d w \ 
d T j

(7.60)

(7.61a)

(7.61b)
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și relația Maxwell redusă
; ( 7 6 2 )

iv. relația Euler are forma particulară corespunzătoare faptului că potențialul grand- 
canonic este în acest caz o transformată Legendre maximală

n  =  -  «p V , (7.63a)

și respectiv relația Euler redusă
w = -  «p . (7.63b)

care arată că pentru fluidul neutru cu o singură componentă chimică densitatea volumică a 
potențialul grand-canonic este egală cu opusul presiunii.

d) P rop rietă țile  de concavitate - con vex ita te  ale potențialului grand-canonic sunt 
următoarele:

-  este o funcție concavă în raport cu temperatura T  și cu potențialul chimic n,
-  este o funcție convexă în raport cu volumul V.

e) E cuația G ibbs - D uhem  pentru potențialul grand-canonic se obține prin particu
larizarea ecuației generale (2.112)

care este o ecuație cu derivate parțiale în care se consideră cunoscută expresia energiei interne 
U (T,V ,n).

f) R e la ția  d intre p oten ția lu l grand-canonic și energia liberă se obține prin uti
lizarea definițiilor (7.18) și (7.53):

D(T,V,n) = ir f[ U (S ,V ,N )  -  T  S  -  p, N ]

= inf { inf [ U(S, V ,N ) - T S ] -  n N }

= inf |  T \T , V , N ) - n N }  , 

sau prin explicitarea infimizării

D(T,V,p.) = F (T ,V ,N ) -  f iN  \ ,

unde N °(T, V, fi) este o soluție a ecuației

dF (T , V ,N ) 
dN ~ ’

Rezultă că potențialul grand-canonic este egal cu transformata Legendre a energiei libere pe 
gradul de libertate chimic.

7.1.4 Coeficienți termodinamici
Se vor utiliza definițiile generale ale coeficienților termodinamici și relațiile generale dintre 

acești coeficienți care au fost prezentate în Capitolul 3 pentru a obține prin particularizare 
coeficienții cei mai importanți ai fluidului neutru. Apoi se vor deduce principalele relații 
dintre acești coeficienți, reluându-se demonstrațiile generale în cazul simplificat al fluidului 
neutru.
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A. D efin iții

Se vor relua definițiile generale ale principalilor coeficienți termodinamici, prin particu
larizare la fluidul neutru. Deoarece toți coeficienții importanți ai fluidului neutru implică 
sistemul termodinamic închis, se va efectua în mod sistematic reducerea în raport cu numărul 
de particule. Din punct de vedere matematic operația de reducere sistematică a tuturor 
mărimilor față de numărul de particule oferă avantajul formal foarte important că trans
formă o problemă cu 3 variabile într-o problemă cu 2 variabile.

C apacități calorice (sensib ile) se obțin prin particularizarea relațiilor (3.4); pentru 
fluidul neutru sunt importante următoarele capacități calorice simple

• capacitatea calorică isocoră

Cv,N = T

C<ptN = T

(7.64a)

• capacitatea calorică isobară

(7.64b)

Datorită faptului că aceste capacități calorice sunt mărimi extensive, iar pentru fluidul neutru 
variabila de reducere naturală este numărul de particule, se utilizează căldurile specifice:

• căldura specifică isocoră

CV,N = T (7.65a)

• căldura specifică isobară

cp C<P,N 
N

(7.65b)

C oeficienți term ici se obțin prin particularizarea relațiilor (3.14) și (3.15); pentru fluidul 
neutru sunt importanți următorii coeficienți termici simpli

• coeficientul de dilatare isobar

1 7 d V \  _  1 7 d v \ (7.66a)

• coeficientul termic isocor al presiunii

-  £ 
dT Jv .N  "  V

(7.66b)

C oeficienți de com presib ilita te  se obțin prin particularizarea relațiilor (3.11); pentru 
fluidul neutru sunt importanți următorii coeficienți de compresibilitate simpli

• coeficientul de compresibilitate isoterm

-1
X T  =  V ^ ^ /T ,N

-1  7 d v \ 
v \ d ^ ) T

(7.67a)

• coeficientul de compresibilitate adiabatic

-1 d V \
& V/S,N

-1
V

(7.67b)
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B. Rela(ii între coeficienți

Se vor prezenta deducerile pentru 3 relații importante dintre coeficienții termodinamici 
simpli ai fluidului neutru. Deși în Capitolul 3 au fost prezentate demonstrațiile relațiilor în 
cazul general, se vor relua aceste relații, pentru că în cazul prezent acestea sunt simplificate, 
astfel încât sunt mai facile.

Relația dintre coeficienții term ici 
isocor al presiunii)

(coeficientul de dilatare isobară și coeficientul termic

(7.68)

care este particularizarea relației (3.24).
Demonstrație: Se utilizează definiția (7.66b) a coeficientului termic isocor al presiunii, 

apoi se transformă derivata isocoră a presiunii în derivate ale volumului specific prin utilizarea 
formulei (A.21) a funcțiilor implicite, iar în final derivatele volumului specific sunt exprimate 
prin coeficientul de dilatare isobar și prin coeficientul de compresibilitate isoterm, conform 
definițiilor (7.66a) și (7.67a); atunci, rezultă egalitățile succesive:

1 — — 1 v97’Ă _ - 1 v a

\ d T j v -  sp ( d v \  ~  '

în ultimul termen, după simplificări banale, se obține relația (7.68).

Relația Reech raportul coeficienților de compresibilitate adiabatic și isoterm este egal cu 
raportul căldurilor specifice isocoră și isobară

* s  _  c y
* T  Cp ’

(7.69)

care este particularizarea relației (3.26).
Demonstrație: Se utilizează definiția coeficientului de compresibilitate adiabatic (7.67b) 

și se transformă derivata parțială Intr-un jacobian, conform relației (A.15), pentru a facilita 
schimbările de variabile; apoi se efectuează, cu formula (A. 17), schimbarea de variabile care 
să producă coeficientul de compresibilitate isoterm, astfel că rezultă egalitățile următoare:

7 d v \  _  -1  d (v ,s )  -1  d (v ,s )  d (v ,T )  d (ȚȚT) 
~ v v d (Ț I ,s )~  v d (v ,T )  d(^p ,T) 5(<p,s) '

în ultimul termen se transformă jacobienii în derivate parțiale și se utilizează formula (A.20) 
a funcțiilor implicite; in final se utilizeză definițiile (7.65) și (7.67a) ale căldurilor specifice 
isocoră și isobară, respectiv a coeficientului de compresibilitate isoterm, astfel că rezultă

7 &s \
_ —1 7 d s \ 7 d v \ 7 d T \  —1 7 dv  \  \ d T J v cy

\ o r ) v )T \ ă 7 = ~  ( d s \  =  * T c ^ ’

care este echivalentă cu relația (7.69). □ •

Relația Mayer pentru căldurile specifice

Cp ~  Cy =  T v  -----  ,
* T

(7.70)

care este particularizarea relației (3.28).
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Demonstrație: Se utilizează definiția căldurii specifice isobare (7.65b) și se transformă 
derivata parțială într-un jacobian, conform relației (A.15), pentru a facilita schimbările de 
variabile; apoi se efectuează, cu formula (A.17), schimbarea de variabile (T,!P) —> (T,v) 
care să conducă la căldura specifică isocoră, astfel că rezultă egalitățile următoare:

=  =  T
\ d T ) v  d ( T , t y

3 M )  d ( 7 » 
d (T ,v )  d [ T , ^  ’

în ultimul termen, primul jacobian se exprimă ca un determinant de ordinul 2, iar al doilea 
se reduce la o simplă derivată parțială; după efectuarea operațiilor algebrice standard se 
obține

Primul termen al ultimei egalități se reduce la căldura specifică isocoră, datorită faptului că 
ultimele 2 derivate parțiale se anihilează reciproc, conform formulei (A.20), iar prima parte 
este membrul drept al definiției (7.65a)

3 s \  Z 5 v \  — T  (  ^  S \  —
d T ) v  “  \ 9 T ) V “  CV

Al doilea termen al aceleiași egalități se transformă utilizând relația Maxwell a energiei libere 
reduse (7.27) pentru derivata parțială a entropiei, apoi se substituie derivatele parțiale rămase 
prin coeficienții termodinamici P și XT, conform definițiilor (7.66b) și respectiv (7.67a), iar în 
final se elimină coeficientul P cu ajutorul relației (7.68); atunci rezultă egalitățile următoare:

T[WP]2( - VX T )

T

în final, efectuând simplificările banale și adunând ultimele rezultate în egalitatea inițială se 
obține

Q 2
Cp =  Cy +  1 V --  ,

care este echivalentă cu relația (7.70).

7.1.5 Proprietăți specifice ale reprezentării energiei libere pentru 
fluidul neutru ca sistem închis

Se consideră că stările de echilibru ale fluidului neutru sunt descrise prin variabilele 
(T,V, N), iar sistemul este închis (N  =  constant), astfel încât sunt active numai gradele de 
libertate termic și volumic.

In cazul aceastei reprezentări termodinamice, potențialul termodinamic natural este ener
gia liberă F (T ,V , N), definit prin relația (7.18). Datorită faptului că sistemul este închis, 
este convenabil să se efectueze reducerea energiei libere în raport cu numărul de particule, 
conform relației (7.23), iar forma diferențială redusă este (7.25). Se vor prezenta principalele 
rezultate obținute asupra fluidului neutru utilizând reprezentarea redusă (T,v).

A. E cuația  calorică de s ta re  a fost definită prin relația (2.35), U = U (T,V,N ') și are 
următoarele proprietăți importante.
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a) Utilizând definiția (2.35) împreună cu formulele de reducere (7.23) și (7.24a) se efec
tuează reducerea ecuației calorice de stare

U(T, V, N) = F(T, V ,N )+ T  S (T , V ,N ) = N  [ f(T ,v )+  T  s(T, v ) ] = N  u(T, v) ,

unde ecuația calorică de stare redusă este

u(T, v) = f (T , v) + T  s(T, v) . (7-71)

b) Derivatele ecuației calorice de stare reduse se exprimă cu ajutorul căldurii specifice 
isocore și a ecuației de stare a presiunii:

d u
cv , (7.72)

(7.73)

Demonstrație:
Se efectuează derivarea formală a definiției (7.71)

=\ d T )
 (?L\ +s + T ( ^ \

v \ d T ) v \ d T ) v

primii doi termeni se reduc, conform ecuației de stare reduse (7.26a), iar ultimul termen este 
cy, conform definiției (7.65a), astfel că se obține relația (7.72).
Pentru a doua derivată se procedează analog și prin derivarea formală a definiției (7.71) se 
obține

3 u \  (  d f \  m ( ds—  = - i  + T l  —
dv J T  \ d v  JT  \ d v ) T

primul termen se reduce la presiune, conform ecuației de stare reduse (7.26b), iar al doilea 
termen se transformă în derivata presiunii prin utilizarea relației Maxwell (7.27), astfel că
rezultă relația (7.73).

Pe baza relațiilor precedente se obțin următoarele proprietăți:
• forma diferențială a ecuației calorice de stare este complet determinată de cunoașterea 

căldurii specifice isocore cy(T ,v) și a ecuației de stare a presiunii ȚÎ(T,v)

du = cv d T  + du ,
\ d T Jv J

care prin integrare, prin metoda utilizată pentru deducerea expresiei (A.9), conduce la 
obținerea ecuației calorice de stare reduse u(T, v) până la o constantă aditivă;

• ecuația de stare a presiunii Țl(T,v) permite determinarea dependenței în raport cu 
volumul specific v a căldurii specifice isocore

d v  JT  [ d T 2 Jv
(7-74)

Demonstrație: Se vor prezenta 2 variante:

1. Se transformă derivata căldurii specifice în derivata mixtă a energiei interne, conform 
relației (7.72), se inversează ordinea de derivare și apoi se utilizează relația (7.73), 
rezultând setul de egalități

d c y \  _  d 2u _  d / 3 u \  _ 
d v  ) T  d v  d T  d T  \ d v  JT  d T k^T2 /

2. Se utilizează definiția căldurii specifice isocoră (7.65a), apoi se inversează ordinea de 
derivare a entropiei specifice și în final se utilizează relația Maxwell (7.27), rezultând 
egalitățile

\ d v ) T  d v d T  d T \ d v ) T  \ d T 2 1

adică s-a obținut relația (7.74)9 .
9 Se observă că a doua variantă de demonstrație este mai directă și nu face apel la relațiile (7.72) -  (7.73).
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B . C oeficien ții term od inam ici sim pli X T, a  și fi se obțin numai din cunoașterea 
ecuației de stare a presiunii *P(T, v), prin transformarea derivatelor din definiții conform 
formulelor (A.20) -  (A.21), sau utilizând direct definiția (în cazul coeficientului fi):

— 1 7 d v \  _ —1 1
v \d ^ I J T  v 7 d tp\

\ d v  JT

v \ d T J v  v f® V \

\ d v  ) T

V  \ d T ) v ■

Trebuie să se observe că dacă se cunosc coeficienții cv, a  și X Ț , atunci utilizând relația (7.68) 
se determină fi, utilizând relația Mayer (7.70) se determină cp și în final utilizând relația 
Reech (7.69) se determină x$.

C. D eterm inarea  ecuație i de stare a presiunii S-a arătat anterior că ecuația de stare 
a presiunii ^ (T , v) permite calcularea coeficienților termodinamici a și XT  prin operații de 
derivare. Problema se poate inversa, adică se consideră cunoscute expresiile coeficienților de 
compresibilitate isotermă X T(T, V) și de dilatare isobar a(T, v); atunci, din relațiile anterioare 
se pot exprima derivatele presiunii prin coeficienții precedenți

-1
V XT

7 d ^ \  a
- v  I "ă-  Q =  —\O V  JT  XT

astfel încât forma diferențială a presiunii (în raport cu variabilele T  și v) este

d ț  = —  d T --------- dv . 
XT  v XT

(7-75)

Prin integrarea formei diferențiale precedente, utilizând metoda care a produs expresia (A.9), 
se obține expresia ecuației de stare țp(T, v) care conține o constantă aditivă arbitrară; această 
constantă se poate determina dacă se cunoaște o condiție suplimentară satisfăcută de pre
siune.

D. D eterm inarea term odinam icii d in inform ația m inim ală Conform proprietăților 
prezentate anterior, informația minimală pentru a deduce termodinamica fluidului neutru ca 
sistem închis este cunoașterea dependenței de temperatură a căldurii specifice isocore cy(T, v) 
și a cunoașterii totale a ecuației de stare a presiunii ^ (T , v).

Atunci, se obțin succesiv următoarele rezultate.
• Dependența de volum a căldurii specifice isocore este determinată de ecuația de stare 

a presiunii, conform relației (7.74), astfel încât prin integrare în raport cu volumul se obține 
până la o constantă aditivă această căldură specifică (pentru determinarea constantei este 
necesar să se cunoască o condiție suplimentară satisfăcută de căldura specifică).

• Derivatele entropiei în raport cu temperatura și cu volumul specific se determină uti
lizând definiția căldurii specifice isocore (considerată cunoscută) (7.65a) și relația Maxwell 
redusă (7.27)

/  3 s  \ 
\ d T ) ,

cy
T

\ 3 T  J,
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de unde rezultă forma diferențială a entropiei în reprezentarea (T, v ):

(7.76)

Prin integrarea formei diferențiale precedente, utilizând metoda care a produs expresia (A.9), 
se obține expresia celei de-a doua ecuații de stare s{T,v) care conține o constantă aditivă 
arbitrară; această constantă se poate determina dacă se cunoaște o condiție suplimentară 
satisfăcută de presiune.

• Cunoscând cele 2 ecuații de stare s(T, v) și Ț1(T, v) se obține forma diferențială a energiei 
libere reduse (7.25); atunci, prin integrare cu metoda utilizată la deducerea expresiei (A.9), 
se obține energia liberă redusă f (T , v) până la o constantă aditivă. Energia liberă totală 
se obține cu relația (7.23), astfel încât constanta aditivă este multiplicată cu numărul de 
particule ^ {T , V ,N) = N [  f(T , V /N ) + C ] .

Trebuie observat că atâta timp cât se consideră fluidul neutru ca sistem termodinamic 
închis, constanta aditivă a energiei libere reduse este fără importanță, deoarece singura 
mărime fizică observabilă dependentă de această constantă este potențialul chimic care are 
importanță numai când sistemul are frontiera permeabilă la particule.

7.1.6 Proprietăți specifice ale reprezentării entalpiei libere pentru
fluidul neutru ca sistem  închis

Se consideră că stările de echilibru ale fluidului neutru sunt descrise prin variabilele 
(T,Ț},N), iar sistemul este închis (N  =  constant), astfel încât sunt active numai gradele de 
libertate termic și volumic.

In cazul aceastei reprezentări termodinamice, potențialul termodinamic natural este en- 
talpia liberă (potențialul Gibbs) ^(T, îp, N), definit prin relația (7.42). Datorită faptului că 
sistemul este închis, este convenabil să se efectueze reducerea entalpiei libere în raport cu 
numărul de particule, conform relației (7.47), iar forma diferențială redusă este (7.49).

Se vor prezenta principalele rezultate obținute asupra fluidului neutru utilizând repre
zentarea redusă (T, *P)1 0 .

10Prezentarea din această secțiune este similară cu cea din secțiunea precedentă.

A . E cu a ția  ca lorică  g en era liza tă  d e sta re  a fost definită în Secțiunea 3.2.2 pentru 
un sistem termodinamic arbitrar; pentru fluidul neutru există o singură ecuație calorică 
generalizată de stare, aceasta fiind entalpia exprimată prin temperatură, presiune și număr 
de particule R  = R(T,Ț1, N). în continuare se vor evidenția cele mai importante proprietăți 
ale acestei ecuații calorice de stare (pentru discuția prezentă).

a) Prin utilizarea definiției, împreună cu formulele de reducere (7.47) și (7.48a), se efec
tuează reducerea ecuației calorice generalizate de stare

R (T , *p, N) = Q(T, Ț Ț N )+ T  S(T , Ț1,N) = N  [ g(T, ȚI)+ T  s(T,ȚI)] = N h(T, <P) ,
unde ecuația calorică generalizată de stare redusă este 

h(T,Țl) = g(T,ȚS) + T s ( T ,V )  . (7.77)

b) Derivatele ecuației calorice generalizate de stare reduse se exprimă cu ajutorul căldurii 
specifice isobare și a ecuației de stare a volumului:

Demonstrație:
Se efectuează derivarea formală a definiției (7.77)

3s\

drJv
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primii doi termeni se anihilează, conform ecuației de stare reduse (7.50a), iar ultimul termen 
este cp, conform definiției (7.65b), astfel că se obține relația (7.78).
Pentru a doua derivată se procedează analog și prin derivarea formală a definiției (7.77) se 
obține

d h \  D 9 \  + T ( — \ 
a y  JT  \ d ^ ) T  \ d v ) T

primul termen este volumul specific, conform ecuației de stare reduse (7.50b), iar al doilea 
termen se transformă în derivata volumului prin utilizarea relației Maxwell (7.51), astfel că
rezultă relația (7.79).

Pe baza relațiilor precedente se obțin următoarele proprietăți:
• forma diferențială a ecuației calorice generalizate de stare este complet determinată 

de cunoașterea căldurii specifice isobare cp(T,9p) și a ecuației de stare a volumului specific
4 ^ 5 1 )

/ o  \
dh = cP d T  + V - T  d<p,

O T J V

iar apoi prin integrare, prin metoda utilizată pentru deducerea expresiei (A.9), se poate 
obține ecuația calorică generalizată de stare redusă /i(T ,țl), până la o constantă aditivă;

• ecuația de stare a volumului v(T, ți)  permite determinarea dependenței în raport cu 
presiunea țp a căldurii specifice isobare

Demonstrație: Se vor prezenta 2 variante:

1. Se transformă derivata căldurii specifice în derivata mixtă a entalpiei, conform relației 
(7.78), se inversează ordinea de derivare și apoi se utilizează relația (7.79), rezultând 
setul de egalități

d c p d^h d f  dh
d ^  JT  d ^ d T  d T \ d ^ J T  d T \ d T 2 ) v

2. Se utilizează definiția căldurii specifice isobară (7.65b), apoi se inversează ordinea de 
derivare a entropiei specifice și în final se utilizează relația Maxwell (7.51), rezultând 
egalitățile

d c p \  d2 s d 7 d s \  =  _ T ( a ^ \ 
a y  JT  d ^ d T  d T \ d y ) T  \ d T 2 Jv

adică s-a obținut relația (7.80)1 1 .

11 Se observă că a doua variantă de demonstrație este mai directă și nu face apel la relațiile (7.78) -  (7.79).

B. Coeficienții te rm od inam ic i sim pli xp și o se obțin mimai din cunoașterea ecuației 
de stare a volumului v(T, țj) , prin aplicarea directă a definițiilor (7.66a) și (7.67a)

— 1 7 dv
v \  d *p ) T

1 7 d v \
v \dT)<p

Trebuie să se observe că dacă se cunosc coeficienții cp, a  și X T , atunci utilizând relația (7.68) 
se determină fi, utilizând relația Mayer (7.70) se determină cy și în final utilizând relația 
Reech (7.69) se determină x^.
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C. D eterm inarea ecuației de stare a volum ului S-a arătat anterior că ecuația de stare 
a volumului v(T, ^3) permite calcularea coeficienților termodinamici a  și X T  prin operații de 
derivare. Problema se poate inversa, adică se consideră cunoscute expresiile coeficienților 
de compresibilitate isotermă x r ( T ,^ )  și de dilatare isobar o(T, ți); atunci, din relațiile 
anterioare se pot exprima derivatele logaritmului volumului prin coeficienții precedenți

Q (T,«p) = — 
V

/  d IntA

X T (T,ȚT) = — 
V

f  d v \
\ d T ) v

9 In v \

astfel încât forma diferențială a volumului specific (în raport cu variabilele T  și ț j)  este

d Inu =  a  dT  -  X Ț  d 1?  . (7-81)

Prin integrarea formei diferențiale precedente, utilizând metoda care a produs expresia (A.9), 
se obține expresia logaritmului ecuației de stare v(T,ȚI) care conține o constantă aditivă 
arbitrară; această constantă se poate determina dacă se cunoaște o condiție suplimentară 
satisfăcută de volumul specific.

D. D eterm inarea term odinam icii d in inform ația m inim ală Conform proprietăților 
prezentate anterior, informația minimală pentru a deduce termodinamica fluidului neutru 
ca sistem închis este cunoașterea dependenței de temperatură a căldurii specifice isobare 
c p ț^ fp )  și a cunoașterii totale a ecuației de stare a volumului v(T, țp).

Atunci, se obțin succesiv următoarele rezultate.
• Dependența de presiune a căldurii specifice isobare este determinată de ecuația de stare 

a volumului, conform relației (7.80), astfel încât prin integrare în raport cu presiunea se obține 
până la o constantă aditivă această căldură specifică (pentru determinarea constantei este 
necesar să se cunoască o condiție suplimentară satisfăcută de căldura specifică).

• Derivatele entropiei în raport cu temperatura și cu presiunea se determină utilizând 
definiția căldurii specifice isobare (considerată cunoscută) (7.65b) și relația Maxwell redusă 
(7-51)

de unde rezultă forma diferențială a entropiei în reprezentarea (T, ți):

dv.T  \ O T ) V
(7.82)

Prin integrarea formei diferențiale precedente, utilizând metoda care a produs expresia (A.9), 
se obține expresia celei de-a doua ecuații de stare s(T, țj) care conține o constantă aditivă 
arbitrară; această constantă se poate determina dacă se cunoaște o condiție suplimentară 
satisfăcută de presiune.

• Cunoscând cele 2 ecuații de stare s(T, țl) și v(T,țJ) se obține forma diferențială a 
entalpiei libere reduse (7.49); atunci, prin integrare cu metoda utilizată la deducerea expresiei 
(A.9), se obține entalpia liberă redusă y(7,fp) până la o constantă aditivă. Entalpia liberă 
totală (potențialul Gibbs) se obține cu relația (7.47), astfel încât constanta aditivă este 
multiplicată cu numărul de particule Q (T ,^ , N) = N  [ g(T,ȚS) + C] .

Trebuie observat că atâta timp cât se consideră fluidul neutru ca sistem termodinamic 
închis, constanta aditivă a entalpiei libere reduse este fără importanță, deoarece singura 
mărime fizică observabilă dependentă de această constantă este potențialul chimic care are 
importanță numai când sistemul are frontiera permeabilă la particule.
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7.1.7 Procese termodinamice cuasi-statice
Se vor prezenta principalele procese termodinamice cuasi-statice ale unui fluid neutru ca 

sistem închis:
-  procesele simple -  isoterm, izentrop (adiabatic), isocor și isobar;
-  procesele speciale -  iso-capacitate calorică (politrop), isoenergetic (Joule -  Gay-Lussac) 

și isoentalpic (Joule -  Thomson).
Pentru fiecare dintre aceste procese se vor deduce mărimile caracteristice, care se vor 

exprima cu ajutorul coeficienților termodinamici simpli.
Pentru cele 4 procese termodinamice simple se vor deduce expresiile lucrului de com

presie și ale cantității de căldură utilizând ca variabile diferiți parametri de stare; datorită 
faptului că pentru procesele simple unul dintre cei 4 parametri de stare (intensiv și extensiv) 
ale gradelor de libertate termodinamice active (adică gradul termic și gradul volumic) este 
constant rezultă că se pot utiliza cel mult 3 reprezentări termodinamice pentru descrierea 
fiecărui proces simplu: parametrul constant și unul dintre ceilalți 3 parametri de stare. De 
fapt, cu excepția procesului adiabatic, se preferă să se evite utilizarea entropiei ca variabilă, 
deoarece această mărime nu este direct observabilă; ca urmare, rămân numai 2 alegeri.

Conform formelor diferențiale generale (2.20) -  (2.21) cantitatea de căldură și lucrul de 
compresie au următoarele expresii pentru procese cuasi-statice finite (între stările inițială 
”Î ” și finală ”/ ”)

Q ^  = ,

^  = -  f y v dV v .

unde atât integranzii T ,̂ și respectiv țî^ , cât și elementele diferențiale d ^ ,  respectiv dV^, 
au expresii dependente de proces și de variabila utilizată.

A. P rocesu l isoterm

Procesul isoterm este procesul cuasi-static al fluidului neutru în care sistemul este închis 
și temperatura este constantă

T  = constant ,
N  = constant .

Conform discuției anterioare, alături de variabilele constante (T ,N ), a treia variabilă va 
fi unul dintre parametrii de stare ai gradului volumic, sau volumul (adică se lucrează în 
reprezentarea energiei libere {T, V, N}), sau presiunea (adică se lucrează în reprezentarea 
potențialului Gibbs {T, ți , N }); în primul caz ecuația procesului este ^ (T , V, N) = ^PT ,N (V), 
iar în al doilea caz ecuația procesului este V { T ,^ , N) = VT .N OP) •

A .l .  C an tita tea  de căldură isoterm ă se va exprima pentru ambele alegeri ale variabilei 
de lucru -  volumul sau presiunea.

i. Dacă se alege ca variabilă volumul, atunci variația infinitezimală de entropie se exprimă 
prin diferențiala formală

utilizând una dintre relațile Maxwell ale energiei libere (7.22a) și definiția coeficientului 
termic al presiunii (7.66b) derivata din diferențiala anterioară devine

® V / T , N  \ ^ ^ / V , N = WP,

astfel că diferențiala isotermă a entropiei ca funcție de volum este

d 5 T  =  <p ^  d V .
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Atunci, variația de entropie și cantitatea de căldură corespunzătoare pentru procesului 
isoterm în care volumul variază de la Vi la Vf sunt

r v, ।
= Ț  0 d V , (7.83a)

1  JVi ^T ,V ,N }

Q ^  = T  k S ^  . (7.83b)

ii. Dacă se alege ca variabilă presiunea, atunci variația infinitezimală de entropie se 
exprimă prin diferențiala formală

d ț P ;

utilizând una dintre relațile Maxwell ale potențialului Gibbs (7.46a) și definiția coeficientului 
de dilatare isobară (7.66a) derivata din diferențiala anterioară devine

{d * p )T i N ~ \ d T , N ) v ~

astfel că diferențiala isotermă a entropiei ca funcție de presiune este

dS T  =  -  V a d » p .

Atunci, variația de entropie și cantitatea de căldură corespunzătoare pentru procesului 
isoterm în care presiunea variază de la ț i ,  la Ț /  sunt

= -  f ^ ' v  a l  d ț l ,  (7.84a)

Q ^ } = T  A. S ^  . (7.84b)

A .2. L ucrul d e  co m p resie  iso te r m  se va exprima în mod similar cu exprimările can
tității de căldură isotermă pentru ambele alegeri ale variabilei de lucru -  volumul sau pre
siunea. .

i. Dacă se alege ca variabilă volumul, atunci lucrul de compresie isoterm în care volumul 
variază Je la V, la Vf se scrie direct din definiție

-  q3(T, V, N) d V . (7.85a)

ii. Dacă se alege ca variabilă presiunea, atunci variația infinitezimală de volum se exprimă 
prin diferențiala formală

d V î 7 d V \ ^ =  t  d ț P ;

utilizând definiția (7.67a) a coeficientului de compresibilitate isotermă * T  expresia anterioară 
devine

d VT OP) = - V x T d ’P , 

astfel încât lucrul de compresie isoterm în care presiunea variază de la ^pi la *£/ se scrie în 
forma

= f  ' ȚI - V  x T \ d«p . (7.85b)

B . P r o c e su l ad ia b a tic  (izen tro p )

Procesul adiabatic (sau altfel numit izentrop) este procesul cuasi-static al fluidului neutru 
în care sistemul este închis și entropia este constantă

{ S  = constant, 
N  = constant.
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Conform discuției anterioare, alături de variabilele constante (S ,N ), a treia variabilă va 
fi unul dintre parametrii de stare ai gradului volumic, sau volumul (adică se lucrează în 
reprezentarea termodinamică fundamentală {«S, V, N }), sau presiunea (adică se lucrează în 
reprezentarea entalpiei {5,ț!,W }); de fapt, este utilizată în mod suplimentar și a treia 
reprezentare care are variabilele (V, fp, N), dar aceasta nu este o reprezentare standard (pen
tru că nu utilizează nici un parametru de stare termic, dar sunt prezenți ambii parametrii 
de stare volumici).

în funcție de reprezentarea utilizată ecuația procesului adiabatic se exprimă în următoa
rele forme

i. S(T, V, N) =  constant, de unde rezultă f i(T ,V )  = constant;
ii. <S(T,țj, N ) =  constant, de unde rezultă f2(T,^p) = constant;
iii. din ecuația procesului adiabatic S (T ,V ,N )  =  constant și cu ajutorul ecuației de 

stare fp =  țl(T , V, N) se elimină temperatura astfel încât rezultă pentru ecuația procesului 
adiabatic o relație de forma /3(V ,țl) =  constant.

B .l .  C an tita tea  de căldură adiabatică este nulă pentru oricare dintre cele 3 alegeri 
ale variabilei de lucru -  volumul, presiunea, sau temperatura. Această proprietate este 
consecința directă a definiției procesului ca izentrop S  =  constant, de unde rezultă d 5  = 0 , 
astfel că variația de entropie în procesul finit este nulă

△ 5 ^ ’ = 0 . (7.86)

Conform definiției (2.20), căldura infinitezimală este J Q  =  T d S  = 0 , astfel că pentru 
procesul adiabatic finit se obține

Q ^  =  0 . (7.87)

B .2. Lucrul de com presie adiabatic se va exprima analog lucrului de compresie 
isoterm, dar pentru toate cele 3 alegeri ale variabilei de lucru -  volumul, presiunea sau 
temperatura.

i. Dacă se alege ca variabilă volumul, atunci lucrul de compresie adiabatic în care volumul 
variază de la Vi la Vf se scrie direct din definiție

= -  ^ ( 5 , V ,N )d V  . (7.88a)

ii. Dacă se alege ca variabilă presiunea, atunci variația infinitezimală de volum se exprimă 
prin diferențiala formală

7 d V \

utilizând definiția (7.67b) a coeficientului de compresibilitate adiabatică x ș  expresia ante
rioară devine

dV5 (V) =  -  V xs d<p ,

astfel încât lucrul de compresie adiabatic în care presiunea variază de la țp, l a ț ! /  se scrie în 
forma

£()d> = f  '  ̂ V  x s \ d ^ .  (7.88b)

iii. Dacă se alege ca variabilă temperatura, atunci variația infinitezimală de volum se 
exprimă prin diferențiala formală

d V ^ = \ l ^ )  d Î !
1 /S,N

dar derivata parțială adiabatică precedentă se transformă cu ajutorul formulei (A.21) a 
funcțiilor implicite în raportul derivatelor entropiei, iar derivata de la numărător se exprimă 
prin capacitatea calorică isocoră, conform definiției (7.64a) și derivata de la numitor se
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transformă cu ajutorul relației Maxwell a energiei libere (7.22a), iar apoi se face apel la 
definiția (7.66b) a coeficientului termic al presiunii, obținându-se egalitățile

CV,N /T  _  -  C y ^

< d T /V ,N

Atunci, lucrul de compresie adiabatic în care temperatura variază de la Ti la T/ se scrie în 
forma

f d T  ■ (7.88c)
' f  h  T Ș  (S ,T ,N )

C. P rocesu l isocor

Procesul isocor este procesul cuasi-static al fluidului neutru în care sistemul este închis 
și volumul este constant

V  = constant
N  =  constant

Conform discuției da la începutul acestei secțiuni, alături de variabilele constante (V,N), 
a treia variabilă va fi sau temperatura [adică se lucrează în reprezentarea energiei libere 
{T, V, /V}|, sau presiunea [adică se lucrează în reprezentarea hibridă (care nu corespunde 
unui potențial termodinamic standard) {ți, V, 7V}[; ecuația procesului este în primul caz de 
forma ^ (T , V, N) = țJy,jv(T) , iar în al doilea caz este T(*P, V, N) = TV.N W ) •

C .l .  C an titatea  de căldură isocoră se va exprima pentru ambele alegeri aJe variabilei 
de lucru -  temperatura sau presiunea, în mod asemănător proceselor anterioare.

i. Dacă se alege ca variabilă temperatura, atunci variația infinitezimală de entropie se 
exprimă prin diferențiala formală, iar apoi derivata parțială se exprimă prin capacitatea 
calorică isocoră, conform definiției (7.64a)

d S v ( î ) = ®  d7 , = ^ d î ’ .
n  1 \ 9 T j V N  T

Atunci, variația de entropie și cantitatea de căldură corespuhzătoare pentru procesului isocor 
în care temperatura variază de la T, la Ty sunt

^ S ^  = f  d T ,  (7.89a)
JTi * (T,V,N)

Q ^  = j  T d S v {T) = j  Cv ,N ( T ,V ,N ) d T  . (7.89b)

ii. Dacă se alege ca variabilă presiunea, atunci variația infinitezimală de entropie se 
exprimă prin diferențiala formală

Derivata parțială isocoră a entropiei în raport cu presiunea nu este un coeficient termodi
namic simplu, deoarece implică o reprezentare termodinamică hibridă; atunci, se va efectua 
schimbarea de variabile (Ț, V, N) -> (T, V, N) cu ajutorul jacobienilor [vezi formulele (A.15) 
-  (A. 18)] iar ultimele derivate parțiale se exprimă prin capacitatea calorică isocoră și respec
tiv prin coeficientul termic isocor al presiunii, conform definițiilor (7.64a), respectiv (7.66b), 
și rezultă

( 9 S \  _  9 ( 3 ,V ,N ) _ 9 ( S ,V ,N )  d (T ,V ,N )  _  \ 9 T ) V ,N  CV ,N /T
\ d y ) V N ~ d ( W ,V ,N )~  d (T ,V ,N )  d (% ,V ,N ) ~  7 d y \  _  ’
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astfel că diferențiala isocoră a entropiei ca funcție de presiune este

Atunci, variația de entropie și cantitatea de căldură corespunzătoare pentm procesului isocor 
în care presiunea variază de la țp, la țJy sunt

V f  Cy,N
3i T W 0

d < p , 
(V.KN)

^ -rTi^ r ĉ
CP. KW)

d«p .

(7.90a)

(7.90b)

C .2. Lucrul de com presie isocor este nul pentru oricare dintre cele 2 alegeri ale vari
abilei de lucru -  presiunea, sau temperatura. Această proprietate este consecința directă a 
definiției procesului ca isocor V = constant, de unde rezultă d V = 0 .

Conform definiției (2.21), lucrul de compresie infinitezimal este ă C y = — țJ d V = 0 , 
astfel că pentru procesul isocor finit se obține

£ ^  =  0 . (7.91)

D. P rocesu l isobar

Procesul isobar este procesul cuasi-static al fluidului neutru în care sistemul este închis 
și presiunea este constantă

f V  = constant,
[ /V = constant.

Conform discuției da la începutul acestei secțiuni, alături de variabilele constante (^,W ), 
a treia variabilă va fi sau temperatura [adică se lucrează în reprezentarea entalpiei libere 
{T, ț), N}], sau volumul [adică se lucrează în reprezentarea hibridă (care nu corespunde unui 
potențial termodinamic standard) {V,țl, 7V}|; ecuația procesului este în primul caz de forma 
V(T,ț!,iV) = Vț./vtT) , iar în al doilea caz este T(V,fp,N) = T q j^ V ) .

D .l .  C antitatea  de căldură isobară se va exprima pentru ambele alegeri ale variabilei 
de lucru -  temperatura sau volumul, în mod analog cazurilor anterioare.

i. Dacă se alege ca variabilă temperatura, atunci variația infinitezimală de entropie se 
exprimă prin diferențiala formală, iar apoi derivata parțială se exprimă prin capacitatea 
calorică isobară, conform definiției (7.64b)

d î = ^ d 7 .

Atunci, variația de entropie și cantitatea de căldură corespunzătoare pentru procesului isobar 
în care temperatura variază de la T, \a.Tf sunt

* S W = [ T ' ^  A T ,  (7.92a)

= J  T d S v (T) = J  Cv ,N ( T ,W ,N ) d T . (7.92b)

ii. Dacă se alege ca variabilă volumul, atunci variația infinitezimală de entropie se exprimă 
prin diferențiala formală

d V -

Derivata parțială isobară a entropiei în raport cu volumul nu este un coeficient termodinamic 
simplu, deoarece implică o reprezentare termodinamică hibridă; atunci, se va efectua schim
barea de variabile (V,țl,W ) —> (T,îp,AQ cu ajutorul jacobienilor [vezi formulele (A.15) -
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(A.18)] iar ultimele derivate parțiale se exprimă prin capacitatea calorică isobară și respectiv 
prin coeficientul de dilatare isobar, conform definițiilor (7.64b), respectiv (7.66a), adică se 
va proceda analog cazului isocor și rezultă

9 S 
d V

7 d Ș \
d (5, <p, N ) _  d t S ^ Ț N )  d ^ I Ț ^ N )  _  \ d T ) V t N  _  CV IN /T
9(V ,Ț ),N ) d (T ,W ,N ) d(V ,Ț3,N ) 7 d V \ V a

astfel că diferențiala isobară a entropiei ca funcție de volum este

d's” ( v ) = ^ dv

Atunci, variația de entropie și cantitatea de căldură corespunzătoare pentru procesului isobar 
în care volumul variază de la Vi la Vf sunt

(V.V.N)

D .2. Lucrul de com presie isobar se va exprima, în mod similar cazului isoterm, pentru 
ambele alegeri ale variabilei de lucru -  temperatura sau volumul.

i. Dacă se alege ca variabilă volumul, atunci lucrul de compresie isoterm în care volumul 
variază de la Vi la Vf se scrie direct din definiție

V (T, V ) d V  = -  ȚI (V f  - V )  . (7.94a)

ii. Dacă se alege ca variabilă temperatura, atunci variația infinitezimală de volum se 
exprimă prin diferențiala formală

L d V \
dW = h r  d T ’

utilizând definiția (7.66a) a coeficientului de dilatare isobară a  expresia anterioară devine 

dV<p(T) = V a d T ,

astfel încât lucrul de compresie isobar în care temperatura variază de la Ti \&Tf se scrie în 
forma

(7.94b)

E. P rocesu l politrop

Procesul politrop este procesul cuasi-static al fluidului neutru în care sistemul este închis 
și capacitatea calorică sensibilă este constantă

C^ = constant, 
N = constan t.

TYebuie remarcat că, în general, un fluid neutru are mai multe procese care sunt caracterizate 
prin capacitate calorică sensibilă constantă (aceste procese nu sunt în mod necesar procese 
termodinamice simple) astfel încât politropa este o clasă de procese. De fapt, orice fluid 
neutru are cel puțin 2 procese politrope limită: procesul adiabatic (care are Ca(t = 0) și
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procesul isoterm (care are CT =  oo)1 2 ; în afară de procesele adiabatic și isoterm, sunt 
posibile procese politrope cu capacitate calorică sensibilă finită și nenulă13 . Se observă, de 
asemenea, că procesele isobar și isocor sunt procese politrope numai dacă C y tN și respectiv 
CytN sunt constante.

1 2 Capacitățile calorice ale proceselor adiabatic și isoterm se obțin prin explicitarea definiției generale (3.1):

Pentru procesul adiabatic Q^ = 0 și AT ^  0, iar pentru procesul isoterm Q ,̂ ^  0 și AT = 0.
1 3 Datorită faptului că procesul politrop nu este în mod necesar un proces simplu, este posibil ca să existe 

capacități calorice negative.
1 4 S-a ales exprimarea prin variabilele reprezentării energiei libere (T,u), dar se poate face în mod analog 

tratarea cu variabilele reprezentării entalpiei libere (T, fp).
1 5 Se va arăta în continuare că această ecuație necesită cunoașterea căldurii specifice isocore (sau a ecuației 

calorice de stare) și a ecuației de stare pentru gradul volumic fp(T, u).

E .l .  C an tita tea  de căldură și variația de entropie po litrop e se obțin din definiția 
generală (3.1) a capacităților calorice sensibile. Astfel, utilizând temperatura ca variabilă 
se obțin pentru cantitatea de căldură și pentru variația de entropie implicate în procesul 
politrop <p următoarele expresii

iQ * 
d T

E.2. Lucrul de com presie p olitrop  se poate calcula utilizând expresia generală

C^  = ~ ̂ ^

numai dacă s-a determinat în prealabil ecuația procesului politrop ^ ^ (T jv ) , v ^ T , ^ ) ,  sau 
T ^ v ,^ ) .  Datorită faptului că procesul politrop nu este în general un proces simplu (mai 
mult, în acest caz există o clasă de procese) nu se pot scrie expresii generale ale lucrului de 
compresie utilizând diferite variabile (V, ț î  sau T) și exprimând integrandul prin coeficienți 
termodinamici simpli.

E.3. E cuația  d iferenția lă  a procesulu i politrop  se deduce mai simplu luând în consi
derare faptul că fluidul neutru este în acest caz un sistem termodinamic închis (N  = const.); 
atunci, se efectuează reducerea mărimilor extensive în raport cu numărul de particule (pentru 
ecuația procesului politrop este necesar numai volumul specific v = V /N ), astfel că una din 
formele posibile ale ecuației procesului politrop este14

^(T^ v) = constant = 0 (7.97)

de unde, prin explicitare în raport cu volumul se obține v = v^^T ,^) .
Deși ecuația procesului politrop este dependentă de caracteristicile fluidului neutru1 5 , 

totuși se poate deduce ecuația diferențială a procesului politrop, care este valabilă pentru 
un fluid neutru arbitrar, în forma

Demonstrație: Se utilizează expresia de definiție (3.2) a căldurii specifice (care pentru proce
sul politrop este, prin definiție, o constantă cunoscută) și forma generală a ecuației procesului 
politrop (7.97). Pentru a facilita exprimare căldurii specifice politrope cv  cu ajutorul căldurii 
specifice isocore cy, a ecuației de stare ^ (T , v) și a ecuației procesului politrop v^(T) se pro
cedează analog demonstrației pentru relația Mayer (7.70): se transformă derivata parțială
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într-un jacobian, conform relației (A.15), pentru a facilita schimbările de variabile; apoi 
se efectuează, cu formula (A.17), schimbarea formală de variabile (T,q>) —> (T,v) care să 
conducă la căldura specifică isocoră, astfel că rezultă egalitățile următoare:

(  d s \  =  T  0 ( 8 ^  =  â ^ p )  d (T , v)
\ d T ) ^  d { T , ^  d ( T , v ) d ( T , ^ -

în ultimul termen, primul jacobian se exprimă ca un determinant de ordinul 2, iar al doilea 
se reduce la o simplă derivată parțială; după efectuarea operațiilor algebrice standard se 
obține

Primul termen cil ultimei egalități se reduce la căldura specifică isocoră, datorită faptului 
că ultimele 2 derivate parțiale se simplifică reciproc, iar prima parte este membrul drept al 
definiției (7.65a)

/ 9 s \  /5 y A  1 _  Z 9 s \  _
\ d T / v \ d v ) T  f9 ip \  \ 9 T ) v  V

\ d v ) T

Al doilea termen al aceleiași egalități se transformă utilizând relația Maxwell a energiei libere 
reduse (7.27) pentru derivata parțială a entropiei, iar ultimele două derivate se combină 
conform formulei funcțiilor implicite (A.21) astfel că se obțin egalitățile următoare

7 9<p\

\ d v ) T  / 9 y \  y d T J v X d T j ^ 

\ d v  JT

Atunci, adunând ultimele rezultate în egalitatea inițială se obține

cv  = cv + T /  d v \ 
\ d r )

care este echivalentă cu relația (7.98). □
Din forma ecuației diferențiale (7.98), rezultă că prin cunoașterea caracteristicilor funda

mentale ale fluidului neutru |adică informația termodinamică minimală, conform discuției de 
la pagina (168)] cy{T,v) și Țl(T,v) determinarea ecuației proceselor politrope ale fluidului 
neutru considerat se reduce la integrarea acestei ecuații diferențiale; soluția ecuației dife
rențiale (7.98) este de forma v^,(T; c ,̂, d>), fiind dependentă parametric de căldura specifică 
politropă c^ și de constanta de integrare ”0”.

F. D estinderea  liberă în vid (procesul Jou le  — G ay-Lussac)

F .l .  D efin iția  procesului: destinderea liberă în vid a unui fluid neutru este procesul 
definit în figura 7.2:

-  se consideră incinta cu frontiere rigide și adiabatice care are 2 compartimente, iar cele 
2 compartimente sunt separate printr-o frontieră internă rigidă și adiabatică, dar care are un 
dispozitiv de tip “robinet ideal” (dispozitivul permite cu un consum neglijabil de energie să se 
obțină fie poziția închis, când frontiera internă este total impermeabilă, fie poziția deschis, 
când frontiera internă este total permeabilă);
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-  inițial frontiera internă este total impermeabilă (robinetul ideal este închis) și unul
dintre compartimente este vidat, iar celălalt compartiment conține fluidul neutru într-o stare
de echilibru termodinamic (stare de echilibru înpiedicat);

-  dacă la un moment dat se comută robinetul ideal pe poziția deschis, atunci frontiera 
internă devine total permeabilă și fluidul neutru efectuează un proces de destindere liberă 
în vid ajungând în final să ocupe ambele compartimente ale incintei în mod uniform (starea 
finală fiind de asemenea o stare de echilibru termodinamic).

Trebuie remarcat că că procesul real de destindere liberă în 
vid al unui fluid neutru (procesul Joule -  Gay-Lussac), descris 
anterior, este un proces termodinamic nestatic (și irreversibil); 
atunci, pentru a utiliza formalismul termodinamicii proceselor 
de echilibru, se va considera procesul Joule -  Gay-Lussac cuasi- 
static echivalent procesului anterior, care este un proces ide
alizat, obținut printr-o succesiune de procese infinitezimale de 
destindere liberă în vid.
Practic acest proces se realizează aproximativ considerând că 
în compartimentul care era inițial vidat se află un număr mare 
de frontiere interne foarte apropiate, având grosimi neglijabile 
(sau compensate printr-o ajustare corespunzătoare a spațiului 
acestui compartiment astfel încât să se obțină același volum

Figura 7.2: Destinderea li
beră în vid (nestatică).

total al incintei vidate ca și în cazul destinderii libere nestatice) și fiecare frontieră internă
este prevăzută cu câte un “robinet ideal”.

In starea inițială toate robinetele sunt închise (frontierele interne sunt total imperme
abile), iar fluidul se află într-o stare de echilibru termodinamic ocupând compartimentul 
fără frontiere interne al incintei; apoi se deschid în mod succesiv robinetele, astfel că fluidul 
neutru efectuează destinderi libere în vid cu creșteri infinitezimale ale volumului care pot fi 
considerate procese termodinamice cuasi-statice, iar în final fluidul neutru ocupă întreaga 
incintă și se află într-o stare de echilibru termodinamic.

F.2. C onstanta procesulu i: datorită condițiilor de defini
ție prezentate anterior, în orice etapă infinitezimală a procesu
lui Joule -  Gay-Lussac cuasi-static sunt realizate următoarele 
proprietăți:

• cantitatea de căldură (schimbată cu exteriorul) este nulă, 
pentru că frontiera externă este adiabatică

J Q  = 0 .

• lucrul de compresie (efectuat în exterior) este nul, pentru 
că fluidul se destinde liber în vid

ar = o.

Figura 7.3: Procesul Joule 
-  Gay-Lussac cuasi-static.

Pe baza proprietăților precedente și utilizând forma diferențială a Principiului I al termodi
namicii [adică relația (2.18), împreună cu relațiile (2.20) -  (2.21)] rezultă că energia internă 
are variație nulă în cursul procesului

dW = J Q + i î £  =  0 = >  U =  constant ,

adică, procesul Joule -  Gay-Lussac cuasi-static este procesul isoenergetic1 6 .

1 6 Se poate arăta că destinderea liberă în vid este un proces isoenergetic și în cazul nestatic.

F.3. C oeficien tu l caracteristic al procesului: pentru procesul Joule -  Gay-Lussac 
cuasi-static mărimea caracteristică este temperatura iar variabila naturală este volumul, 
astfel că se alege drept coeficient caracteristic al acestui proces viteza de variație isoenergetică 
a temperaturii în raport cu volumul (d T /d V } u  N  .
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Utilizând rezultatele generale ale termodinamicii fluidului neutru se poate arăta că acest 
coeficient se exprimă prin coeficienți termodinamici simpli în forma

\dv)u>N
( i ~ 0 T ) .

^ V ,N
(7.99)

Demonstrație: Se vor prezenta 2 demonstrații, prima este de tipul demonstrației relației 
Mayer (7.70), iar a doua este bazată pe proprietatea (7.73) a ecuației calorice de stare.

1) Se se transformă derivata parțială într-un jacobian, conform relației (A.15), pentru 
a facilita schimbările de variabile; apoi se efectuează, cu formula (A.17), schimbarea de 
variabile iy,U ) -> (V,S) care să conducă la reprezentarea termodinamică naturală pentru 
energia internă U ca potențial termodinamic (de fapt, este reprezentarea termodinamică 
fundamentală energetică), astfel că rezultă egalitățile următoare:

d Ț \  _  d (T ,U ,N ) _  d (T ,U ,N ) d (V ,S ,N ) 
d V j U N  ” d (V ,U ,N )  “  5(V,5,N) d fV J Ț N )  '

în ultimul termen, primul jacobian se exprimă ca un determinant de ordinul 2, iar al doilea 
se reduce la o simplă derivată parțială; după efectuarea operațiilor algebrice standard se 
obține

\ ^ ^ / S ,N  W ^ / v . / v  7 d S \

( < W \  / 9 5 \  ( — \  1

W ^ / V , N  \ ® U / V , N  W ^ / S , N
\ d S / v , N

Primul termen al ultimei egalități se reduce la prima derivată parțială, datorită faptului că 
ultimele 2 derivate parțiale se anihilează reciproc, conform formulei (A.20), iar această primă 
derivată se transformă cu formula funcțiilor implicite (A.21). Apoi numărătorul se trans
formă cu relația Maxwell a energiei libere (7.22a) iar rezultatul se exprimă prin coeficientul 
termic isocor al presiunii, conform definiției (7.66b); numitorul se exprimă prin capacitatea 
calorică isocoră, conform definiției (7.64a), astfel că se obțin egalitățile următoare:

( d T \

\ ® V J s , N

d U \
® S /V ,N

\ d u ) v , N

7 d S \  ( ^ \

l  d S \

_  T W 

C v ,N

Al doilea termen al aceleiași egalități se transformă astfel: prima și a treia derivată parțială 
definesc presiunea și respectiv temperatura, conform relațiilor (7.4b) -  (7.4a), iar a doua 
derivată parțială se exprimă prin capacitatea calorică isocoră, conform definiției (7.64a); 
atunci rezultă egalitățile următoare:

f 1 _ _ T 1 - J L 
\^/s,/v W '- V V.N  ( & U \  • C y ,N  T  C y ,N

în final, adunând ultimele rezultate în egalitatea inițială se obține

/U ,N  C v ,N  C y ,N  '

care este echivalentă cu relația (7.99). □
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2) Pentru a simplifica notația se utilizează mărimi extensive reduse la numărul de par
ticule, apoi se transformă derivata parțială isoenergetică în derivate parțiale cu variabilele 
reprezentării energiei libere utilizând formula funcțiilor implicite (A.21):

f  9 u \

\ d V ) U N  N  \ d v ) u  N  f ^ u \

Numărătorul fracției anterioare se transformă utilizând relația (7.73) și apoi definiția coefi
cientului 0  (7.66b) *

= T ®  -V0 = T V 0 0 .
\ d v ) T  \ d T ) v *  w  r

Numitorul aceleiași fracții se exprimă prin căldura specifică isocoră, conform relației (7.72)

(  &u \ 
\ d T j ,

= cv  •

Cu cele două rezultate anterioare coeficientul caracteristic al procesului Joule -  Gay-Lussac 
devine

( d T \  _  - T ^ 0  + V
\ d v )u,N N  c v ’

care este echivalentă cu relația cerută. □
Observații:
i. Utilizând expresia (7.99) se obține variația de temperatură într-o etapă infinitezimală 

a procesului Joule -  Gay-Lussac (în care volumul crește cu 5 V > 0)

6TU = ) u ,N  C v ,N ( 1 - 0 T )  6V  ;

datorită faptului că îp, C V,N  și 6V  sunt mărimi pozitive sensul variației de temperatură este 
determinat de mărimea 0 T : dacă 0 T  > 1 atunci fluidul neutru se răcește (adică 6Tu < 0), 
iar în caz contrar acesta se încălzește.

Pentru procesul total de destindere liberă cuasi-statică în vid V, — > Vf variația de 
temperatură sa obține prin integrarea relației precedente

( 1 - ^ T )  d V .
(K ,V,N)

ii. Variația de entropie într-o etapă infinitezimală a procesului (când volumul crește cu 
6V) este

^ S u  =
/U ,N

unde derivata isoenergetică a entropiei în raport cu volumul se exprimă prin raportul dintre 
presiune și temperatură, conform formei diferențiale termodinamice entropice a fluidului 
neutru

d 5  = i  d i/  + Ș  dV -  d ^  .
T  T  T

Se observă că toate mărimile din expresia variației de entropie sunt pozitive, astfel încât 
entropia fluidului neutru în procesul Joule -  Gay-Lussac crește.

G. P rocesu l Jou le  — T hom son

G .l .  D efin iția  procesulu i: procesul Joule -  Thomson se realizează prin transportul 
cuasi-static și în condiții de izolare adiabatică a unui fluid neutru la o presiune mai mică, 
fiind ilustrat în figura 7.4:
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-  se consideră un cilindru având frontiera izola
toare adiabatică, în interior un perete slab permeabil 
(pentru a realiza transportul foarte lent al fluidului 
prin acest perete, astfel încât să se obțină cuasi- 
staticitatea procesului) și două pistoane etanșe și izo
latoare adiabatic care se pot deplasa fără frecări cu 
suprafața cilindrului de o parte și de alta a peretelui 
slab permeabil (determinând astfel două comparti
mente separate prin peretele slab permeabil);

-  inițial pistonul drept se află lipit de peretele me
dian (deci volumul inițial al compartimentului drept 
este nul), iar pistonul stâng are o poziție corespunză
toare volumului V{ în compartimentul stâng aflându- 
se fluidul neutru într-o stare de echilibru termodi
namic cu presiunea $ ,;

-  se deplasează ambele pistoane în mod concertat

® ?zzzzzzzz^zzzzzzzzzzzzzzzz

2fe2ZZZZ22ZZffîZZZZZZZZZZZZZZZZZ

z z z z z z z z ^ ^ ^ z z z z s z z z z z z z z

ZZZZZZZZZZZZ2ZZZ22Z2Z2ZZZZZZZZZZ

zzzzzzzzzzzz zzzzzzzzzzzzzzzz 

^ V f  5
ZZZZZZZZZZZZZZ2222Z2Z2ZZZZm

Figura 7.4: Definirea experimentală 
a procesului Joule Thomson.

și foarte lent spre dreapta astfel încât să se transfere particule ale fluidului neutru prin 
peretele median menținându-se presiunea în compartimentul stâng ț ,  Și în compartimentul 
drept !Py (cele 2 presiuni rămân constante, iar $ /  < ț i  -  pentru a obține cuasi-staticitatea 
procesului de transfer al fluidului neutru prin peretele median);

-  în starea finală pistonul stâng ajunge la peretele median, astfel că s-a transferat în mod 
cuasi-static întregul fluid neutru la o presiune puțin mai mică decât valoarea inițială.

G.2. Constanta procesului: datorită condițiilor de definiție prezentate anterior, în orice 
etapă infinitezimală a procesului Joule -  Thomson cuasi-static sunt realizate următoarele 
proprietăți ale fluidului neutru aflat parțial în compartimentul stâng (V] , ț i  = ț , )  și parțial 
în compartimentul drept ( V ) ,^  = ț / ) :

1. Cantitatea de căldură (schimbată cu exteriorul) este nulă, pentru că frontiera externă 
(cilindrul și cele două pistoane) este adiabatică

f Q  = 0 .

2. Lucrul de compresie (efectuat în exterior prin cele două pistoane) este constituit din 
2 contribuții isobare: *

J £ = - ț i dV1 - ț / dV2 =  - d ( ț ,  V ! ) - d ( ț 2 V2) = -  d ( ț ,  V] + ț 2 V2 ) .

3. Energia internă a fluidului neutru este o mărime aditivă pe subsisteme

IA — lAy + IA? .

Pe baza proprietăților precedente și utilizând forma diferențială a Principiului I al ter
modinamicii [adică relația (2.18), împreună cu relațiile (2.20) -  (2.21)] rezultă că variația de 
energia internă este egală cu lucrul de compresie

d « = (rQ + < r£  = >  d(W] +W2) = - d ( ț ,  Vi + ț 2 V2 ) ;

Atunci, trecând toate mărimile în membrul stâng și utilizând definiția entalpiei (7.30), care 
este de asemenea o mărime aditivă pe subsisteme, se obține

d(W, + ț j  V, +  W2 + ț 2 V2 ) =  d(H , + R2) = dW = 0 ,

de unde rezultă
R  = constant,

adică, procesul Joule -  Thomson pentru fluidul neutru este un proces isoentalpic.
De remarcat că în cazul studiat sistemul este închis (N = constant), astfel că entalpia 

specifică este de asemenea constantă: h = constant.
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G .3. C oeficientu l caracteristic al procesului: pentru procesul Joule -  Thomson cuasi- 
static mărimea caracteristică este temperatura iar variabila naturală este presiunea, astfel 
că se alege drept coeficient caracteristic al acestui proces viteza de variație isoentalpică a 
temperaturii în raport cu presiunea ( d T / d ^ ^  N  .

Utilizând rezultatele generale ale termodinamicii fluidului neutru se poate arăta că acest 
coeficient se exprimă prin coeficienți termodinamici simpli în forma

^^P/7/,/V
= - ( a T - l ) . 

ev
(7.100)

Demonstrație: Se vor prezenta 2 demonstrații care sunt similare cu cele pentru coeficientul 
caracteristic al procesului Joule -  Gay-Lussac, prima este de tipul demonstrației relației 
Mayer (7.70), iar a doua este bazată pe proprietatea (7.78) -  (7.79) a ecuației calorice 
generalizate de stare.

1) Se se transformă derivata parțială într-un jacobian, conform relației (A.15), pentru 
a facilita schimbările de variabile; apoi se efectuează, cu formula (A.17), schimbarea de 
variabile (țp,7f) —> (ț),S ) care să conducă la reprezentarea termodinamică naturală pentru 
entalpia R  ca potențial termodinamic, astfel că rezultă egalitățile următoare:

3 T \  _  d { T ,R ,N )  _  d ( T , R , N )  d ( $ , S , N )
d ^ )-H ,N  ~  d ( W , K N )  “  9(*P,5,W) a(qj,-H,W) '

în ultimul termen, primul jacobian se exprimă ca un determinant de ordinul 2, iar al doilea 
se reduce la o simplă derivată parțială; după efectuarea operațiilor algebrice standard se 
obține

“  ( d R \  ( d R A  ‘ \ d R ) ^ N 

\ ^ V / S , N  \ ^ / < p , N

-  f —  } f —  } ( —  \ 1
w T /S .JV  \^ /< p ,J V  W ^ / ț l . N  \ ^ / S , N  \ ^ / ț ) , N  / d R \

\  ^*^/<p,/v

Primul termen al ultimei egalități se reduce la prima derivată parțială, datorită faptului că 
ultimele 2 derivate parțiale se anihilează reciproc, conform formulei (A.20), iar această primă 
derivată se transformă cu formula funcțiilor implicite (A.21). Apoi numărătorul se trans
formă cu relația Maxwell a entalpiei libere (7.46a) iar rezultatul se exprimă prin coeficientul 
de dilatare isobar, conform definiției (7.66a); numitorul se exprimă prin capacitatea calorică 
isobară, conform definiției (7.64b), astfel că se obțin egalitățile următoare:

d T \
^ ^ / S , N

d S 
d R V,w

d T \
d V / s ,N

T V a

\W /T ,M
7 d V \

C<ptN 
T

Al doilea termen al aceleiași egalități se transformă astfel: prima și a treia derivată parțială 
definesc volumul și respectiv temperatura, conform relațiilor (7.33b) -  (7.33a), iar a doua 
derivată parțială se exprimă prin capacitatea calorică isobară, conform definiției (7.64b); 
atunci rezultă egalitățile următoare:

1 _ v T 1 V 
C y,N

\ ^ / ț , N
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în final, adunând ultimele rezultate în egalitatea inițială se obține

185

d T \ T V a  _ V
C<Ș'N C y tN

care este echivalentă cu relația (7.100).

2) Pentru a simplifica notația se utilizează mărimi extensive reduse la numărul de par
ticule, apoi se transformă derivata parțială isoenergetică în derivate parțiale cu variabilele 
reprezentării energiei libere utilizând formula funcțiilor implicite (A.21):

7 d h \
( 0 T \  -  ( d T \  -  \ d ^ / T

\ d T j v

Numărătorul fracției anterioare se transformă utilizând relația (7.79) și apoi definiția coefi
cientului a  (7.66a)

= v - T 7 d v \
\ d r ) v

= v — T  v a  .

Numitorul aceleiași fracții se exprimă prin căldura specifică isocoră, conform relației (7.78)

\ d r ) v  ~ c p  •

Cu cele două rezultate anterioare coeficientul caracteristic al procesului Joule -  Thomson 
devine

7 d T \  _  —v + T  v a
\ ® t$ / 'H ,N  C p

care este echivalentă cu relația cerută. □
Observații:
1) Utilizând expresia (7.100) se obține variația de temperatură într-o etapă infinitezimală 

a procesului Joule - Thomson (în care presiunea scade cu <5Sp < 0)

datorită faptului că v și cp sunt mărimi pozitive, iar i  !p < 0 sensul variației de temperatură 
este determinat de mărimea a  T :

• dacă a T  > 1 atunci fluidul neutru se răcește (adică 6TH  < 0),
• dacă a T  < 1 atunci fluidul neutru se încălzește (adică 6T-H < 0),
• dacă a T  =  1 atunci fluidul neutru are efect Joule -  Thomson nul (adică 6T-H = 0).
2) în cazul general coeficientul de dilatare isobar al

unui fluid neutru este dependent de temperatură și de 
presiune a  = a(T,*P), astfel că există o mulțime de stări 
corespunzătoare unui efect Joule -  Thomson nul, acestea 
fiind numite stări de inversie și sunt definite prin condiția

= 0 .
înv

Din relația (7.100) se obține temperatura de inversie în 
funcție de presiune TiIlv(țl) ca soluție a ecuației

Figura 7.5: Curba de inversie.
Ti„v • a(T i l lv ,<P) = 1 ,

iar figurarea stărilor de inversie în planul (țJ,T) este nu
mită curba de inversie.
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în figura 7.5 sunt ilustrate curba de inversie și o familie de stări isoentalpice pentru un 
fluid neutru real; se observă următoarele caracteristici:

-  temperatura de inversie are valori cuprinse în intervalul (T^Ti), iar valorile extreme 
sunt numite temperatura de inversie inferioară T-, și respectiv temperatura de inversie supe
rioară T  ij

-  curba de inversie împarte planul (fp,T) al stărilor de echilibru ale fluidului neutru în 
două regiuni distincte: interiorul curbei de inversie (unde procesul Joule -  Thomson produce 
răcirea fluidului neutru) și exteriorul curbei de inversie (unde procesul Joule -  Thomson 
produce încălzirea fluidului neutru).

Ulterior, la studiul gazului van der Waals (care este un fluid neutru nebanal) se va 
determina în mod explicit curba de inversie.

7.2 Gazul ideal clasic
7.2.1 Informații empirice și rezultate fundamentale
G azul ideal clasic (definiție termodinamică): este sistemul termodinamic de tip fluid 
neutru care satisface ecuația Clapeyron - Mendeleev

«P V = N k B T  , (7.101a)

unde k B  este constanta Boltzmann.
Se vor particulariza rezultatele generale ale fluidului neutru (prezentate în secțiunea 

precedentă) pentru cazul gazului ideal. Este convenabil să se evidențieze în primul rând 
proprietățile gazului ideal clasic ca sistem termodinamic închis (N = const.) și să se uti
lizeze parametrii de stare extensivi reduși la numărul de particule (v, s, u); reprezentarea 
termodinamică cea mai comodă este reprezentarea energiei libere, în care ecuația Clapeyron 
- Mendeleev are forma

A B̂TV o ,v )  = ------ (7.101b)

iar forma diferențială a energiei libere reduse este dată de relația (7.25).
A. Dependența căldurii specifice isocore în raport cu volumul se obține cu ajutorul relației 

(7.74),Tare în cazul ecuației Clapeyron - Mendeleev devine

rezultatul anterior arată că în cazul gazului ideal clasic căldura specifică isocoră este inde
pendentă de volum, putând fi cel mult o funcție de temperatură

cy(T ,v) = independent(v) cy = cy(T) .

B. Informația termodinamică minimală, conform discuției din subsecțiunea 7.1.5, este 
conținută în ecuația Clapeyron - Mendeleev (7.101b) și căldura specifică isocoră ca funcție 
explicită de temperatură c.v(T).

C. Conform relațiilor generale (7.72) -  (7.73) și utilizând particularitățile gazului ideal 
clasic, derivatele ecuației calorice de stare sunt

iar ultima relație arată că gazul ideal clasic are proprietatea Joule

u(T,v) =  independent(r) .
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Din relațiile precedente, considerând cy(T) o funcție cunoscută, se obține forma diferențială 
a energiei interne specifice, iar apoi prin integrare se obține ecuația calorică de stare deter
minată până la o constantă aditivă «o

du(T) = cv (T) d T  = >  u(T) = j c v t T )  d T  + u0 . (7.103)

Constanta aditivă u0 a energiei interne se poate fixa printr-o alegere a valorii energiei 
interne minime Uo(V, N).

D. Derivatele entropiei se obțin prin particularizarea relației (7.76)

de unde rezultă forma diferențială a entropiei în reprezentarea (T,v):

ds = ^ d T +  —  d v .
T  v

Se observă că funcția coeficient a diferențialei temperaturii cy {T )/T  este independentă de 
volumul specific, iar funcția coeficient a diferențialei volumului specific k s /v  este indepen
dentă de temperatură; atunci, prin integrare, conform relației (A. 10) se obține entropia 
specifică s(T, v) determinată până la o constantă aditivă so

s ( 7 »  =  j  ^ d T  +  j ^ d v  + so

= J ^ ^ d T  + k B  lnv + s0 , (7.104)

unde integrala în raport cu temperatura se poate efectua dacă se precizează funcția cv(T).
Entropia totală se obține utilizând relația (7.24a); se observă că la limita temperaturilor 

nule (T  —> 0) entropia poate deveni divergentă, sau în cel mai fericit caz (când cy(T) este 
astfel încât integrala după temperatură este finită) această entropie tinde către o valoare de
pendentă de volum, rezultat care este în contradicție cu Principiul Planck (5.10). Rezultatul 
anterior semnifică proprietatea generală: un fluid neutru care satisface ecuația Clapeyron - 
Mendeleev este un model valabil numai ca o aproximație pentru temperaturi mari, dar este 
în contradicție cu principiile termodinamicii în domeniul asimptotic al temperaturilor mici.

E. Pe baza rezultatelor anterioare și utilizând relația (7.21), se obține energia liberă 
specifică

f(T ,v )  = u(T,v) - T  s(T ,v)

= y  cy(T) d T  + u o - T ^  ^ ^  d T - k B T  l n v - 5 0 T  , (7.105a)

iar apoi cu relația (7.23) se determină potențialul energia liberă al gazului ideal clasic

F (T ,V ,N ) = N  f(T ,v )
=  N  { / c v ^ d T  ~ T f  ^ p ^ - ^ î l n ^ - s o T  + u o l • (7.105b)

Trebuie remarcat că energia liberă F (T ,V ,N )  ca potențial termodinamic conține toată 
informația termodinamică asupra sistemului considerat, astfel că expresia (7.105b) arată 
că prin precizarea căldurii specifice isocore și utilizând ecuația Clapeyron - Mendeleev se 
obțin toate caracteristicile termodinamice ale gazului ideal clasic1 7 .

I 7 Constantele de integrare UQ și *o se pot determina pentru un fluid neutru, în principiu, dacă se utilizează 
condițiile asimptotice generale ale sistemelor termodinamice; așa cum s-a arătat anterior, în cazul studiat 
nu se pot utiliza condițiile asimptotice (la limita temperaturilor nule), pentru că modelul de gaz ideal clasic 
nu este corect din punct de vedere al principiilor termodinamicii în acest domeniu asimptotic, dar pe de 
altă parte aceste constante au o importanță practică redusă în domeniul temperaturilor ridicate deoarece 
coeficienții termodinamici uzuali, care se obțin prin derivări de ordinul 2 ale energiei libere în condiția de 
sistem închis, sunt independenți de aceste constante, iar potențialul chimic (care depinde de aceste constante) 
este neinteresant pentru un sistem termodinamic închis.
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Deși rezultatele precedente oferă o descriere termodinamică completă a gazului ideal 
clasic, în cazul general când căldura specifică isocoră cy(T") este o funcție arbitrară de tem
peratură, se obțin dependențe complicate în raport cu temperatura ale ecuației calorice de 
stare, ale entropiei și ale energiei libere. Pentru a simplifica discuția se va discuta în contin
uare cazul cel mai simplu (din punct de vedere formal) când căldura specifică isocoră este 
constantă18

cy(T) =  constant =  b fcs ,

unde b este o constantă numerică, deoarece cy are dimensionalitate fizică identică cu con
stanta Boltzmann.

7.2.2 Gazul ideal clasic cu capacitate calorică isocoră constantă
Se vor particulariza rezultatele generale precedente ale gazului ideal clasic (7.101) - 

(7.105), precum și celelalte rezultate ale fluidelor neutre în cazul particular cel mai sim
plu când se consideră căldura specifică isocoră constantă cy = b kg.

A. P oten ția le  term od inam ice

A .l .  E nergia liberă se obține direct prin particularizarea relațiilor anterioare (7.103) - 
(7.105).

Conform relației (7.103), energia internă specifică este

u (7) = I cv(T) d T  + UQ = b k g T  +  uo

datorită faptului că valoarea etalon a energiei interne este fixată prin convenție, se poate alege 
constanta aditivă ca fiind nulă UQ =  0, astfel că ecuația calorică redusă de stare (energia 
internă specifică) devine

u(T) = b k g T .  (7.106)

Conform relației (7.104), entropia specifică este

s(T ,v) = /  ^ ~   ̂ d T  + kg  In v + SQ =  b £B \n T  + kg In v + «o > (7.107a)

iar entropia totală este

S(T, V ,N ) = N  S ( T , ^  =  (V bkg InT + kg In — + s0 (7.107b)

Asupra relațiilor (7.107) trebuie făcute următoarele observații:
i. la limita temperaturilor nule entropia este divergentă

lim S (T ,V ,N ) = -oo  ,

rezultat care arată în mod direct că modelul gazului ideal clasic nu este corect la temperaturi 
joase;

ii. datorită faptului că entropia are dimensionalitate fizică identică cu constanta Boltz
mann, se va nota constanta entropică în forma SQ = cr kg , unde a este o constantă numerică 
adimensională; atunci, expresia (7.107a) a entropiei specifice se rescrie în următoarea formă 
condensată

s(T ,v) = k g \n ( e a T b v) . (7.107c)

Utilizând rezultatele anterioare, se obține pentru energia liberă specifică expresia con
densată

f (T ,v )  = u(T,v) - T s ( T ,v )  = - k g T  In ( e ' - b T b v) , (7.108a)

” Considerarea unei capacități calorice simple constante (deci în particular a căldurii specifice isocore) 
este în contradicție cu Principiul III al termodinamicii, conform condiției asimptotice (5.12), dar s-a arătat 
anterior că modelul gazului ideal clasic este în general eronat pentru domeniul temperaturilor mici; atunci, 
trebuie să se interpreteze fizic acest model numai ca o aproximație a unui gaz real (fizic) care se poate 
considera pentru stări corespunzătoare valorilor mari ale temperaturii.
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iar energia liberă totală devine

/ V \
F (T ,V ,N ) = N  f \ T , - j  =

’ y
- N  kB T  In e ‘, ~b T b — (7.108b)

A .2. P oten ția lu l G ibbs se obține exprimând volumul ca funcție de presiune cu ajutorul 
ecuației Clapeyron - Mendeleev

N
^  = kB T -

V k B T
N  «p

iar apoi efectuând transformarea Legendre a energiei libere pe gradul de libertate volumic

’ y  b+1
* r t m  ■ ■ zr _  h= - N k B T  In k B  e " ’ ”- 1 (7.109)

A .3. P oten ția lu l grand-canonic se determină cel mai simplu utilizând rezultatele prece
dente; datorită relației (7.52) se obține pentru potențialul chimic expresia

V(T,W) = a — b — 1
Ț  b+l '

iar prin inversare rezultă ecuația de stare grand-canonică a presiunii

* 2 ( 7 »  =  kB  e a - b~ 1 T b + ' e ^ ^  .

Atunci, pe baza relației (7.56) se obține potențialul grand-canonic

D(T,V,n) = - W T , n ) V
= - k B  e a - b - 1  T b+1 e l , / Vt B T '> V . (7.110)

A .4. Energia internă (ecuația  term odinam ică  fundam entală) se obține exprimând 
temperatura ca ecuație de stare a reprezentării termodinamice fundamentale prin inversarea 
relației (7.107c)

T(s,v} = e~a /b  e ’Kb k B > v~ x /b

urmată de utilizarea relației (7.106), prin care rezultă ecuația termodinamică fundamentală 
redusă (la numărul de particule)

u(s,v) = b k B  e~a / b e ’A h ^ lv - '/h  ;

atunci, ecuația termodinamică fundamentală se obține din rezultatul precedent cu ajutorul 
formulei de reducere (7.8)

U(S, V, N) = N u ( ^ -  , = N b k B  exp exp (7.111)
\  b /  \ b k B N  J /

A .5. Entalpia este legată de energia internă prin relația de transformare Legendre pe 
gradul de libertate volumic (7.30) ?/(<S,’P,/V) = L( E ^ V  ; dar prin combinarea ecuației 
calorice de stare (7.106) cu ecuația Clapeyron - Mendeleev (7.101) se obține relația

U =  b<ț)V ,

astfel că expresia anterioară a entalpiei se poate scrie numai cu ajutorul energiei interne (dar 
exprimată prin variabilele entalpiei)

b +  1TUS, 93, N) = —^— U(S, $ ,  W) ;
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pe de altă parte, relația anterioară dintre W și țp -  V permite eliminarea volumului, astfel 
că ecuația termodinamică fundamentală (7.111) devine

U = N b k B  exp e x P ( H /  M )
\  b /  \ b k B N /  \  U J 

și rezolvând ecuația algebrică în raport cu energia internă se obține

în final, prin înlocuirea expresiei precedente în relația R  - U rezultă

' W W N )  = (b +  1) ^ / ( b + 1 )  exp ( ^ Ț ^ )  <p i/(»+D N  . (7.112)

B. D educerea ecuație i term od inam ice fundam entale

Gazul ideal clasic cu căldură specifică isocoră constantă are proprietatea particulară 
remarcabilă că ecuația de stare Clapeyron - Mendeleev (7.101) și ecuația calorică de stare 
(7.106) pot fi considerate ca ecuații de stare reduse ale reprezentării termodinamice entropice 
fundamentale

, b k B- ( u ,v )  = -----
T  u

—V  ,( u,v)i  = —kB   . 
T  v

Astfel, conform discuției generale pentru deducerea expresiilor ecuației termodinamice fun
damentale energetice a unui fluid neutru [vezi relațiile (7.16) și (7.17)], se poate utiliza aceeași 
metodă în varianta entropică, astfel că apar ca posibile 2 metode:

-  integrarea directă a formei diferențiale termodinamice fundamentale entropice reduse, 
-  integrarea ecuației Gibbs - Duhem entropice.

1. Integrarea d irectă  a form ei d iferenția le term odinam ice fundam entale en tropi
ce reduse se obține prin particularizarea expresiei generale (2.14) la cazul unui fluid neutru 
urmată de substituirea celor 2 ecuații de stare entropice care au fost evidențiate anterior:

ds(u, v) = du + dv = +1 T  u v

Datorită faptului că în acest caz forma diferențială totală exactă precedentă are funcțiile 
coeficienți dependente fiecare numai de variabila conjugată19 rezultă că se poate integra 
această formă diferențială prin simple primitivări, conform relației (A.10):

f  du , f  dv , s(u,v) = b k B  —  + kB  — + s Q

= b k B  inu + kB  Înv + k B  cr' 
= k B  In [ea u bv) .

Atunci, prin inversarea ecuației termodinamice fundamentale entropice reduse în raport cu 
energia internă (redusă) se obține ecuația termodinamică fundamentală energetică redusă, 
iar apoi prin utilizarea inversă a formulei de reducere (7.8) se obține ecuația termodinamică 
fundamentală energetică propriu zisă:

U(S, V, N) = N u ( -  , - )  =  exp ( -  - )  exp (t —S  )\  - N i +  l / b
. (7.113)

10 Adică, în cazul studiat ecuația de stare a gradului de libertate termic depinde numai de energia internă 
și este independentă de volum (1/T)(u,v) = (1/T)(u), iar ecuația de stare a gradului de libertate volumic 
depinde numai de volum dar este independentă de energia internă (îp/T)(u, v) = (!P/T)(v).
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Se observă că expresia (7.113) este echivalentă cu (7.111), singura diferență formală fiind a 
altă notație pentru constanta de integrare (care este nedeterminată).
2. Integrarea ecuației G ibbs - D uhem  entropice se obține prin particularizarea ecuației 
generale (2.5) la cazul fluidului neutru

W d -  + V d | - W d ^  =  0 ,
T  T  T

urmată de reducerea mărimilor extensive prin numărul de particule și apoi de exprimarea 
acestei relații ca formă diferențială a potențialului chimic entropie (exprimată prin variabilele 
reduse ale reprezentării termodinamice fundamentale entropice)

el =  u d -—- + v d —- .T  T  T
Dacă se substituie în diferențialele formei precedente ecuațiile de stare entropice ale gazului 
ideal clasic se obține

d —  = -  b k g ------ kg —  ;
T  u v

forma diferențială precedentă se integrează prin simple primitivări, conform relației (A.10) 
și rezultă

u. f  du , f  dv , , , b i—  = — o kg I ------ kg I ----- 1- constant = — «B In (u v) + constant
T  J u J v

Se observă că s-a obținut cea de-a treia ecuație de stare a reprezentării termodinamice funda
mentale n /T (u ,v )  (cu o constantă aditivă nedeterminată), astfel că utilizând ecuația Euler 
entropică (2.5), adaptată la cazul studiat, se obține ecuația termodinamică fundamentală 
entropică

1 ® u bkg kg , , . b .s = — u + — v ----- = -------u -I------ v + kg In (u v) — constant
T  T  T  u v

care este evident echivalentă cu rezultatul obținut anterior prin prima metodă.

C. C oeficien ți term odinam ici

S-a arătat anterior că pentru fluidul neutru ecuația de stare a presiunii țp(T, v) determină 
coeficienții termodinamici simpli20 a , 0 și x-p- Atunci, prin particularizarea rezultatelor 
pentru cazul ecuației de stare Clapeyron - Mendeleev [adică utilizarea definițiilor (7.66a) 
pentru coeficientul de dilatare isobar a , (7.66b) pentru coeficientul termic isocor al presiunii 
0 și respectiv (7.67a) pentru coeficientul de compresibilitate isotermă XT] se obține2 1 :

2 0 Vezi discuția de la pagina 168.
21 Se observă că rezultatele sunt independente de expresia căldurii specifice isocore, fiind determinate numai 

de ecuația de stare Clapeyron - Mendeleev.

1 1 
a  =  —  1 

v ’
( d v \  —

V

kg _  1 (7.114a)

\ d T j v -
1 k ș  =  ± _ 

' v T  ' (7.114b)

-1 7 dv \ -1 - k g T  1
X T  =  -- V W r = V ? 2 ’  ?  ’

(7.114c)

Pe de altă parte, cunoscând căldura specifică isocoră cy = b kg, prin utilizarea rezultatelor 
precedente și a relațiilor Mayer (7.70), respectiv Reech (7.69), se obțin căldura specifică 
isobară cp și coeficientul de compresibilitate adiabatic xs'.

a 2 1IT 1
cp = cv  + T v  —  = b kg + T  v = (b + 1) £B ,

XT
Cy b 1

= XT —  = ---  —  .cp b + 1 țp

(7.114d)

(7.114e)

Se observă că gazul ideal clasic cu capacitate calorică isocoră constantă are, de asemenea, 
capacitatea calorică isobară constantă.
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D . P r o c e se  te r m o d in a m ic e

Se vor particulariza rezultatele obținute anterior pentru un fluid neutru arbitrar în cazul 
gazului clasic ideal, definit prin ecuația de stare Clapeyron - Mendeleev; conform relației 
(7.102), ecuația Clapeyron - Mendeleev impune o căldură specifică isocoră dependentă numai 
de temperatură cy(T ) și independentă de volum, în particular putându-se considera cazul 
cy =  const..

Ecuațiile și mărimile caracteristice proceselor simple (isoterm, adiabatic, isocor și isobar) 
rezultă prin particularizări banale ale rezultatelor generale, astfel că vor fi omise și se vor 
discuta explicit numai procesele politrop, Joule -  Gay-Lussac și Joule -  Thomson.
D . l .  P ro cesu l p o litr o p  are ecuația diferențială dată în general de relația (7.98); atunci, 
în cazul studiat această ecuație devine

/  5v \
\dr)

c — cy(T ,v) c - c v i T )
T ^

și se observă că este o ecuație diferențială ordinară cu variabile separabile, având soluția 
generală de forma

f  c -  cy(T) f  dv
— ;— d T = / -----1- constant

J kB T  J v
sau exprimată echivalent în următoarea formă compactă

v ■ exp
cy(T) -  c 

k B T
d T = constant. (7.115a)

Trebuie să se remarce două cazuri particulare ale proceselor politrope (determinate de va
loarea căldurii specifice c, conform discuției generale de la pagina 178):

i. procesul adiabatic care are căldura specifică nulă c^i = 0; în acest caz ecuația procesului
adiabatic este

v ■ exp cv(T) 
k B T d T = constant,

iar rezultatul precedent este echivalent cu cel obținut din condiția s(T, v) =  constant, unde 
se utilizează expresia generală (7.104) pentru entropia gazului ideal;

ii. procesul isoterm care are căldura specifică infinită CT =  oo, caz în care nu se mai 
poate utiliza direct ecuația (7.115a), dar din ecuația de stare Clapeyron - Mendeleev rezultă

ț i  v =  constant ;

iii. celelalte 2 procese simple (isocor și isobar) nu sunt cazuri particulare de politrope 
dacă se consideră o căldură specifică isocoră dependentă de temperatură.

Situația se simplifică dacă se consideră cazul particular al unui gaz ideal cu căldură 
specifică isocoră constantă. Atunci, integrala în raport cu temperatura din ecuația (7.115a) 
se poate efectua în mod explicit și după transformări algebrice banale se obține ecuația 
proceselor politrope în forma următoare

T  v kB /(cv c) _  c o n s t a n t (7.115b)

Ecuația precedentă se poate scrie cu variabilele volum specific v și presiune *p eliminând 
temperatura cu ajutorul ecuației Clapeyron - Mendeleev; atunci, se obține ecuația proceselor 

. politrope în forma
ț J v K = constant (7.115c)

unde K  este numit exponent politrop și se exprimă prin căldurile specifice cu expresiile 
următoare:

(7.116) 
Cy — C Cy — C

(ultima expresie s-a obținut prin utilizarea relației Mayer).
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Se poate utiliza în mod repetat ecuația Clapeyron - Mendeleev pentru a exprima ecuația 
proceselor politrope prin seturile de variabile (T ,v) sau (T, *P); atunci se obțin relațiile

T  v K 1 = constant ^ Ț K /U «) =  constant

Cele 3 forme ale ecuației proceselor politrope se pot particulariza pentru următoarele 
cazuri simple:

P rocesu l C ăldura specifică E xpon en tu l politrop E cuația  procesulu i
adiabatic Cad ~  0 «ad =  C p / c V  =  7 cp v^ = constant
isoterm CT  =  oc K T  =  l ț i  v =  constant
isocor CV Ky =  OO ^p/T = constant
isobar Cp K p  =  0 v /T  = constant

D .2. P rocesu l Jou le — G ay-Lussac are coeficientul caracteristic (pentru un fluid neutru 
arbitrar) dat de relația (7.99); particularizând rezultatul pentru cazul gazului ideal, când 
coeficientul termic isocor al presiunii 0 are expresia (7.114b) se obține

= - ( 1 - ^ )  =  o > (7 1 1 7 )
\  dv Ju  cv

altfel spus, gazul ideal ane efect Joule -  Gay-Lussac nul: T  = constant (la destinderea 
adiabatică și cuasi-statică în vid temperatura rămâne constantă).

Trebuie să se observe că acest rezultat este datorat faptului că gazul ideal are proprietatea 
Joule

U(T, V ,N ) = N u(T) , (indepent de V)

Atunci, în condițiile când U și N  sunt constante, iar V  crește, rezultă că temperatura rămâne 
constantă.
D .3. P rocesu l Jou le — T hom son are coeficientul caracteristic (pentru un fluid neutru 
arbitrar) dat de relația (7.100); particularizând rezultatul pentru cazul gazului ideal, când 
coeficientul termic de dilatare isobar a are expresia (7.114a) se obține

(7.118)

altfel spus, gazul ideal are efect Joule -  Thomson nul: T  =  constant (la transportul adia- 
batic, isoentalpic și cuasi-static al gazului temperatura rămâne constantă).

Trebuie să se observe că acest rezultat este consecința faptului că gazul ideal, având 
proprietatea Joule, se obține pentru entalpie

R (T, ty, N) = U + VpV = N  u(T) + N  kB T  , (independent de ți)  ;

atunci, în condițiile când R  și N  sunt constante, iar *p scade, rezultă că temperatura rămâne 
constantă.

7.3 Gazul van der Waals
Anterior s-a prezentat cel mai simplu model de fluid neutru, care este numit gazul ideal 

clasic, dar rezultatele obținute cu acest model sunt în multe situații nesatisfăcătoare pentru 
comparația cu rezultatele analoage corespunzătoare unor gaze “fizice”.

Datorită acestor neconcordanțe s-au propus multe modele care să descrie comportarea 
gazelor fizice, iar unul dintre cele mai utilizate modele este cel propus de J. D. van der Waals.

7.3.1 Ecuația de stare van der Waals
Modelul numit gazul (slab - neideal) van der Waals este sistemul termodinamic de tip 

fluid neutru care satisface ecuația de stare a presiunii numită ecuația de stare van der Waals

0? + ̂ )  (V -  N  b) = N kB T  , (7.119a)
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unde kg  este constanta Boltzmann, iar a și 6 sunt constantele van der Waals fiind dependente 
de natura gazului.

Ecuația anterioară axe un rol similar cu ecuația de stare Clapeyron - Mendeleev22 astfel 
că se vor prezenta proprietățile modelului în mod analog cu cele ale gazului ideal clasic.

22 De fapt, se poate arăta că ecuația de stare van der Waals este o generalizare a ecuației de stare Clapeyron - 
Mendeleev, fiind dedusă cu ajutorul metodelor mecanicii statistice pe baza unui model în care particulele com
ponente se comportă analog particulelor modelului care conduce la ecuația de stare Clapeyron - Mendeleev 
(pentru acest model particulele gazului nu au interacții mutuale), dar se iau in considerare interacții mutuale 
slabe între particule și volumul propriu al particulelor.

Este convenabil să se evidențieze în primul rând proprietățile gazului van der Waals ca 
sistem termodinamic închis (N  =  const.) și să se utilizeze parametrii de stare extensivi 
reduși la numărul de particule (v, s, u)', reprezentarea termodinamică cea mai comodă este 
reprezentarea energiei libere, în care ecuația van der Waals are forma

Â k g T 
^ ( 7 »  = “— 7

a
v2 ’

(7.119b)

Discuția curbelor isoterm e Isotermele corespunzătoare ecuației de stare van der Waals 
sunt reprezentate în figura 7.6 și evidențiază 2 tipuri de curbe:

-  isoterme supra-critice, la temperaturi mari, care sunt curbe monoton descrescătoare (în 
raport cu volumul);

-  isoterme sub-critice, la temperaturi mici, care sunt curbe monoton descrescătoare la 
valori mari și mici ale volumului, iar la valori intermediare (ale volumului) există o porțiune 
crescătoare.

Datorită faptului că la creșterea temperaturii porți
unea crescătoare a unei isotenne sub-critice scade, în vir
tutea continuității, trebuie admisă existența unei isoterme 
limită, numită isoterma critică, pentru care porțiunea 
crescătoare se reduce la un punct, acesta se numește punc
tul critic și este un punct de inflexiune al isotermei critice.

Vom nota parametrii de stare ai punctului critic prin 
vc (volumul specific critic), fpc (presiunea critică) și Tc 
(temperatura critică); atunci, condițiile punctului critic, 
ca punct de inflexiune al isotermei critice, sunt

Figura 7.6: Cele 3 tipuri de 
isoterme van der Waals (supra- 
critică, sub-critică și critică).

Substituind ecuația van der Waals (7.119b) în condițiile precedente și efectuând operații 
standard, se obțin expresiile parametrilor de stare ai punctului critic ca funcții de constantele 
van der Waals ale gazului studiat:

vc = 3 b , T  -  —  a 
c 27 k g b '

1 a
27 b2 ’

(7.120)

Utilizând valorile parametrilor critici ca valori etalon pentru volume specifice, presiuni și 
temperaturi se introduc rapoartele parametrilor de stare ai gazului față de parametrii critici 
(aceste mărimi sunt evident adimensionale)

v
LJ = --

vc

Ț_.
T^ ’

atunci, substituind parametrii de stare din ecuația van der Waals prin mărimile adimensio- 
nale corespunzătoare și apoi efectuând operații algebrice banale se obține forma adimensio- 
nalizată a ecuației de stare van der Waals:

(3w — 1) = 8 r  , (7.121)
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care este denumită legea stărilor corespondente pentru 
ecuația van der Waals. Proprietatea remarcabilă a legii 
stărilor corespondente este că noile unități de măsură ale 
parametrilor de stare “absorb” complet toate constantele 
specifice, astfel încât ecuația adimensională are numai 
coeficienți numerici universali (adică independenți de con
stante particulare ale gazului studiat)2 3 .

23 Această proprietate de a fi posibilă o formă de tipul lege a stărilor corespondente pentru ecuația de stare 
a presiunii este o proprietate comună a modelelor de “gaze neideale”, definite în mod similar modelului van 
der Waals (cu două constante specifice).

TYebuie făcută observația că porțiunea crescătoare a unei 
isoterme critice corespunde unor stări virtuale ale sistemu
lui termodinamic care reprezintă o stare instabilă, con
form rezultatelor din Capitolul 4, Secțiunea 4.3. De fapt, 
așa cum se discutată în Secțiunea 6.2 din Capitolul 6, 
porțiunile de instabilitate ale isotermelor sub-critice cores
pund unei tranziții de fază de tip lichid - gaz, iar în acest 
caz trebuie efectuată o corecție a fiecărei isoterme critice: 
porțiunea instabilă și porțiunile meta-stabile (determinate 
prin regula Maxwell) se înlocuiesc prin palierul tranziției 
de fază, așa cum este ilustrat în figura 7.7.

Figura 7.7: Corectarea isoter
melor sub-critice: porțiunea in
stabilă este ilustrată prin curba 
punctată, iar porțiunile meta- 
stabile sunt figurate prin linii 
întrerupte.

Condițiile de slabă neidealitate Datorită faptului că ecuația de stare van der Waals 
poate fi considerată ca o generalizare a ecuație de stare Clapeyron - Mendeleev (numită 
ecuația de stare a gazului ideal), se va transforma această ecuație de stare, astfel încât să 
devină asimptotic ecuația de stare Clapeyron - Mendeleev și se vor determina condițiile 
asimptotice necesare (exprimate prin expresii ale parametrilor de stare).

Atunci, se efectuează următoarele transformări ale ecuației (7.119b):

v a  / I  a \
W v = k B T ----- - -  = kB Tv — b v W —b/v kB T v /

și se impune condiția
^ v ^ k B T-,

se observă că expresia van der Waals se poate aproxima cu expresia Clapeyron - Mendeleev 
dacă sunt satisfăcute următoarele condiții

-  «  1 , «  1 , (7-122)v kB l  v

numite condiții de slabă neidealitate.
Dacă se utilizează expresiile parametrilor critici (7.120), condițiile de slabă neidealitate 

se pot exprima în forma

v ^> vc , v T  ^  vc Tc => T  £ T C ,

ceea ce semnifică stări cu volume specifice mari față de volumul critic (sistem foarte diluat) 
și temperaturi nu foarte mici față de temperatura critică.

7.3.2 Potențiale termodinamice
A. Informația termodinamică minimală, conform discuției din subsecțiunea 7.1.5, este 

conținută în ecuația van der Waals (7.119b) și în expresia căldurii specifice isocore ca funcție 
explicită de temperatură c v (T ,...) . Se observă că această informație minimală implică 
utilizarea reprezentării energiei libere (adică se utilizează variabilele T , V și N)-, de fapt se 
va discuta numai cazul când gazul este un sistem termodinamic închis, astfel că se vor utiliza 
numai parametrii extensivi reduși, iar forma diferențială a energiei libere reduse este dată 
de relația (7.25).
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B. Dependența căldurii specifice isocore în raport cu volumul se obține cu ajutorul relației 
(7.74), care în cazul ecuației van der Waals devine

d c y \  = T  d  k B

d v  ) T  \ d T 2 Jv d T v - b (7.123)

rezultatul anterior arată că în cazul gazului van der Waals căldura specifică isocoră este 
independentă de volum, putând fi cel mult o funcție de temperatură

cv(T ,v) = independent(v) = >  cv = cy(T) .

C. Conform relațiilor generale (7.72) -  (7.73) și utilizând particularitățile gazului van der 
Waals, derivatele ecuației calorice de stare sunt

f\  O9 uT )\ V ~ CV ^ ’

( 9 u \  k B  k ș T  \ a a
\ d v  ) T  \ d T ) v v — b v — b v2 v2 ’

iar ultima relație arată că gazul van der Waals nu are proprietatea Joule, adică energia 
internă este dependentă nu numai de temperatură, dar și de volum. Din relațiile prece
dente, considerând cv(T) o funcție cunoscută, se obține forma diferențială a energiei interne 
specifice, iar apoi prin integrare se obține ecuația calorică de stare determinată până la o 
constantă aditivă uo

du(T) = cv (T) d T +  4  du = >  u(T ,v) = [ cv (T) d T  -  -  + u0 . (7.124)
J V

Constanta aditivă UQ a energiei interne se poate fixa printr-o alegere a valorii energiei interne 
minime UQ{V, N).

D. Derivatele entropiei se obțin prin particularizarea relației (7.76)

(d s \  cv 
d r ) v =  ~r ’

\ 9 v ) T  \ 9 T ) v  v -  b ’

de unde rezultă forma diferențială a entropiei în reprezentarea (T,v):

ds =  4  d T + - ^ -  dv .
T  v - b

Se observă că funcția coeficient a diferențialei temperaturii cv (T )/T  este independentă de 
volumul specific, iar funcția coeficient a diferențialei volumului specific k s l(v  — b) este inde
pendentă de temperatură; atunci, prin integrare, conform relației (A.10) se obține entropia 
specifică s(T, v) determinată până la o constantă aditivă so

s(T ,v) = (  d T +  4  dv + «o
J I J V — o

= ^  ^ ^ d T  + kB  \ n ( v - b )  + s0 , (7.125)

unde integrala în raport cu temperatura se poate efectua dacă se precizează funcția cv(T).
Entropia totală se obține utilizând relația (7.24a); se observă că la limita temperaturilor 

nule (T  4  0) entropia poate deveni divergentă, sau în cel mai fericit caz (când cv(T)  este 
astfel încât integrala după temperatură este finită) această entropie tinde către o valoare de
pendentă de volum, rezultat care este în contradicție cu Principiul Planck (5.10). Rezultatul 
anterior arată că un fluid neutru care satisface ecuația van der Waals este un model vala
bil numai ca o aproximație pentru temperaturi mari, dar este în contradicție cu principiile 
termodinamicii în domeniul asimptotic al temperaturilor mici2 4 .

2 4 Rezultatul este similar cu cel corespunzător gazului clasic ideal, fiind o consecință a dependenței liniare 
a presiunii în raport cu temperatura.
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E. Pe baza rezultatelor anterioare și utilizând relația (7.21), se obține energia liberă
specifică

f (T , v) = u(T, v) — T  s(T, v)

= [ c v ( T ) â T - - + u 0 ^ ^ - d T + k B  l n ( v - b )  + s0 , (7.126a)

iar apoi cu relația (7.23) se determină potențialul energia liberă al gazului ideal clasic

^ (T , V ,N ) = N  f(T , V /N ) . (7.126b)

F. Trebuie făcută aceeași remarcă ca și la gazul ideal: energia liberă F (T ,V ,N )  ca 
potențial termodinamic conține toată informația termodinamică asupra sistemului conside
rat, astfel că expresia (7.126b) arată că prin precizarea căldurii specifice isocore și utilizând 
ecuația van der Waals se obțin toate caracteristicile termodinamice ale gazului neideal co
respunzător2 5 .

25Constantele de integrare UQ și so se pot determina pentru un fluid neutru, în principiu, dacă se utilizează 
condițiile asimptotice generale ale sistemelor termodinamice; așa cum s-a arătat anterior, în cazul studiat 
nu se pot utiliza condițiile asimptotice (la limita temperaturilor nule), pentru că modelul de gaz van der 
Waals nu este corect din punct de vedere al principiilor termodinamicii în acest domeniu asimptotic, dar pe 
de altă parte aceste constante au o importanță practică redusă în domeniul temperaturilor ridicate deoarece 
coeficienții termodinamici uzuali, care se obțin prin derivări de ordinul 2 ale energiei libere în condiția 
de sistem închis, sunt independenți de aceste constante, iar potențiualul chimic (care depinde de aceste 
constante) este neinteresant pentru un sistem termodinamic închis.

2 6Considerarea unei capacități calorice simple constante (deci în particular a căldurii specifice isocore) 
este în contradicție cu Principiul III al termodinamicii, conform condiției asimptotice (5.12), dar s-a arătat 
anterior că modelul gazului van der Waals este în general eronat pentru domeniul temperaturilor mici; 
atunci, trebuie să se interpreteze fizic acest model numai ca o aproximație a unui gaz real (fizic) care se 
poate considera pentru stări corespunzătoare valorilor mari ale temperaturii.

Potențialul chimic (exprimat cu variabilele energiei libere) se poate obține utilizând rezul
tatele precedente și consecința ecuației Euler (7.29)

n(T,v) =  / ( 7 »  +  v « P (7 »  ,

fiind dependent de constanta entropică SQ-
Expresia anterioară a energiei libere (7.126) este valabilă numai în domeniul de sta

bilitate în care sistemul se comportă ca o singură fază; conform discuției din Capitolul 6 
Secțiunea 6.2, în domeniul stărilor corespunzătoare coexistenței fazelor (lichidă și gazoasă) 
expresia potențialului energie liberă trebuie corectată prin anvelopa convexă a expresiei 
inițiale.

G. Deși rezultatele precedente oferă o descriere termodinamică completă a gazului van 
der Waals, în cazul general când căldura specifică isocoră cy(T )  este o funcție arbitrară de 
temperatură, se obțin dependențe complicate în raport cu temperatura ale ecuației calorice 
de stare, ale entropiei și ale energiei libere.

Trebuie remarcat că în cazul unei dependențe arbitrare cy(T) nu este posibil să se obțină 
expresii analitice pentru celelalte potențiale termodinamice ale gazului van der Waals.

Pentru a simplifica discuția se va considera în continuare cazul cel mai simplu (din punct 
de vedere formal) când căldura specifică isocoră este constantă26

cy(T) = constant = b k B  ,

unde b este o constantă numerică, deoarece cy are dimensionalitate fizică identică cu con
stanta Boltzmann.

în cazul cel mai simplu, când gazul van der Waals are căldura specifică isocoră constantă, 
energia internă (ca ecuație calorică de stare) și entropia exprimate prin relațiile (7.124) și 
respectiv (7.125) se pot explicita efectuând integralele în raport cu temperatura și rezultă

u(T, v) — cy T  — — + U Q ,

s(T, v) = cy In T + kB  In (v — b) + S Q ■

(7.127)

(7.128)
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Atunci, potențialul energie liberă are următoarea expresie:

F (T ,V ,N ) = N  cv T -  —  + u o - c v T \ n T - k B T \ n l  — - b \ - 3 o T  . (7.129)

Din rezultatele precedente se obțin următoarele consecințe:
i. Se inversează relația (7.127) în raport cu temperatura și se substituie expresia obținută 

în relația (7.28)

T  = —  + -  — UQ) => s(u,v) = cy In U a ^V— — + k B  In (v — b) + 3 Q . (7.130)
Cy \ V / Cy

Ecuația termodinamică fundamentală entropică se obține cu ajutorul formulei de reducere 
S(U, V ,N ) = N  s ^ / N  , V /N ) .

ii. Se inversează relația (7.128) în raport cu temperatura și se substituie expresia obținută 
în relația (7.27)

, / O (S~ SQ) / CV n
T  = e x p [ ( s - s 0 ) /c y ] ( v - b ) ~ k B / c v  = ^ u ( s , v ) = c y - -----  , +  -  +  uo ■ (7.131)

(v — b)KB' c v  v

Ecuația termodinamică fundamentală energetică se obține cu ajutorul formulei de reducere 
U(S, V ,N ) = N  u (S /N , V /N ) .

iii. Potențialul Gibbs Q (T ,^ , N) se obține (în principiu) din energia liberă prin efectu
area unei transformări Legendre pe gradul de libertate volumic, ceea ce implică explicitarea 
volumului ca funcție de presiune și temperatură din ecuația de stare van der Waals; datorită 
faptului că ecuația de stare van der Waals este o ecuație algebrică de gradul 3 în raport 
cu volumul, chiar dacă există în principiu formulele de rezolvare ale lui Cardano, totuși 
aceste formule introduc o complexitate excesivă a soluțiilor, astfel încât nu se poate obține 
o expresie analitică a potențialului Gibbs2 7 .

iv. Potențialul Clausius (entalpia) 71(6 ,^ , N} se obține (în principiu) din energia internă 
(ca ecuație termodinamică fundamentală) prin efectuarea unei transformări Legendre pe 
gradul de libertate volumic, ceea ce implică explicitarea volumului ca funcție de presiune 
și temperatură din ecuația de stare van der Waals, urmată de eliminarea temperaturii prin 
entropie. Așa cum s-a arătat anterior, expresia v(T, țj)  nu se poate obține într-o formă 
utilizabilă pentru operații analitice, astfel că nici acest potențial termodinamic nu poate fi 
utilizat în cazul gazului van der Waals.

v. Potențialul grand-canonic D(T,V,p.) se obține (în principiu) din energia liberă prin 
efectuarea unei transformări Legendre pe gradul de libertate chimic, ceea ce implică expli
citarea numărului de particule ca funcție de potențialul chimic, volum și temperatură din 
expresia ̂ (T , V, N)-, datorită faptului că potențialul chimic are o dependență transcendentă în 
raport cu numărul de particule, rezultă că nu este posibilă inversarea prin expresii analitice 
a numărului de particule ca funcție de potențialul chimic. în consecință, pentru gazul van 
der Waals nu se poate obține o expresie analitică explicită a potențialului grand-canonic.

28

2 7 Principala dificultate apărută la manipularea soluțiilor Cardano pentru ecuația algebrică de gradul 3 
este datorată faptului că aceste soluții au expresii analitice esențial diferite in funcție de valorile parametrilor 
ecuației; datorită faptului că sunt necesare soluțiile pentru valori arbitrare ale acestor coeficienți, rezultă 
expresii excesiv de complicate, astfel că reprezentarea potențialului Gibbs nu poate fi utilizată efectiv.

2 8 Această inversare este posibilă numai prin analiză numerică, dar această metodă nu poate conduce la 
expresia potențialului grand-canonic.

29 A se vedea discuția generală, prezentată la pagina 168. TYebuie să se observe că situația este este similară 
cu cea a gazului ideal.

In concluzie, pentru gazul van der Waals (în cazul cel mai simplu, când capacitatea 
calorică isocoră are o expresie suficient de simplă ca funcție de temperatiră) nu se pot obține 
expresii concrete ale potențialelor termodinamice energetice decât pentru energia liberă și 
pentru energia internă (ca ecuație termodinamică fundamentală).

7.3.3 Coeficienți termodinamici

S-a arătat anterior că pentru fluidul neutru ecuația de stare a presiunii ^ (T jv )  deter
mină următorii coeficienți termodinamici simpli29 a , /? și x^. Atunci, prin particularizarea
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rezultatelor pentru cazul ecuației de stare van der Waals [adică utilizarea definițiilor (7.66a) 
pentru coeficientul de dilatare isobar a, (7.66b) pentru coeficientul termic isocor al presiunii 
0 și respectiv (7.67a) pentru coeficientul de compresibilitate isotermă xp] se obțin expresiile 
coeficienților menționați3 0 . în cazul gazului van der Waals este convenabil să se prelucreze 
expresiile obținute astfel încât să se utilizeze constantele van der Waals (a și b) numai prin 
cantitățile care apar în criteriile de slabă neidealitate31 (7.22); atunci, se obțin următoarele 
expresii ale coeficienților a , p, xp:

3 0Se observă că rezultatele sunt independente de expresia căldurii specifice isocore, fiind determinate numai 
de ecuația de stare van der Waals.

31 Principalele motive pentru utilizarea exprimării prin cantitățile criteriilor slab neideale sunt următoarele: 
- mărimile respective sunt adimensionale și expresiile rezultante sunt mai ușor manipulabile;
-  se poate efectua direct aproximarea de slabă neidealitate in orice ordin.
32Altfel spus, modelul gazului van der Waals nu este compatibil cu o căldură specifică isobară constantă, 

dar admite o căldură specifică isocoră constantă.

b
1 = - 1 =  1  1 ~ V
v \ d T J v  V / m  T  2a  7 b ^ '

\  d v  JT  kgT  v \
1 p ^ A  _  1 1

$  \ ^ T ) V ~  T  a 7 b \ '
kg T  v \  v j

— 1 1  v \
T v /â * p \  kgT  2 a 7 b \2

\ d v ) T  k g T v  \  v j

(7.132a)

(7.132b)

(7.132c)

Pe de altă parte, cunoscând căldura specifică isocoră cy(T), prin utilizarea rezultatelor 
precedente și a relației Mayer (7.70) se obțin căldura specifică isobară cp

cP (T,v) = cv  + Tv —  = cv (T) + --------------- -------— 2
X T  2a f b\

kg 1 v \  v )

(7.132d)

Se observă că, spre deosebire de gazul ideal clasic cu căldura specifică isocoră constantă 
(care are, de asemenea, căldura specifică isobară constantă), la gazul van der Waals căldura 
specifică isobară este dependentă de temperatură și de volum, chiar dacă se consideră căldura 
specifică isocoră constantă3 2 .
,  Se vor prezenta expresiile aproximative ale coeficienților a , xp  și cp în limita de slabă 
neidealitate, când se pot efectua dezvoltările în serie Taylor în ordinul 1 pentru expresiile 
(7.132) utilizând condițiile (7.122):

a «

xp  RS

Cp «

1 /  b 2a \
T  \  ~ v +  k g T v  )  ’ 

v 7 2b 2o \ 
kg T  \  v +  k g T v  )

CV (T) + kg (  l °  Y 
\  k g T  V J

(7.133a)

(7.133b)

(7.133c)

7.3.4 Procese termodinamice
Se vor particulariza rezultatele obținute anterior pentru un fluid neutru arbitrar în cazul 

gazului van der Waals, utilizând o metodă similară cu cea utilizată pentru procesele ter
modinamice cuasi-statice remarcabile ale gazului ideal; conform relației (7.123), ecuația van 
der Waals impune o căldură specifică isocoră dependentă numai de temperatură cy(T) și 
independentă de volum, în particular putându-se considera cazul cv =  constant.
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1. E cuațiile  proceselor sim p le (isoterm , isocor și isobar) rezultă direct din ecuația
de stare a presiunii:

i. ecuația procesului isoterm

ii. ecuația procesului isocor

iii. ecuația procesului isobar

( f t j )  !’ -») =
m ----k-B- T=  constant

v — b

constant

kB T  a  * *
--- ----- T = constant. 
v — b

2. E cuația  procesulu i adiabatic se obține (în cazul general) din expresia (7.125) a en- 
topiei pentru cazul s(T ,v)  =  constant; efectuând condensarea expresiei entropiei și eliminând 
termenii constanți, se obține:

( v - 6 ) . e x p [ f ^ Ș d r =  constant. (7.134)

în cazul particular când se consideră căldura specifică isocoră constantă se poate efectua 
integrala din ecuația anterioară și rezultă

(v -  b) T c v ^kB  = constant,

sau eliminând temperatura cu ajutorul ecuației de stare van der Waals ecuația adiabatei 
devine

^Ț +  ^  (v — b)"1 = constan t, (7.135a)

unde 7 este exponentul adiabatic având expresia

7 =  —  + 1 . (7.135b)
cv

Se observă că, spre deosebire de gazul ideal, exponentul adiabatic nu este egal cu raportul 
căldurilor specifice 7 ^  cp /cy , datorită faptului că la gazul van der Waals nu este valabilă 
relația cp — cy = kB .

3. P rocesu l p olitrop  are ecuația diferențială dată în general de relația (7.98); atunci, în 
cazul studiat această ecuație devine

f  d v \ 
\ 9 T )

C — Cy{T, v) C~Cy{T)

v — b

și se observă că este o ecuație diferențială ordinară cu variabile separabile, având soluția 
generală de forma

f  c — cy(T) , f  dv
— ;— ——  ̂ d T  = ----- - + constantJ kB T  J v - b

sau exprimată echivalent în următoarea formă compactă

{v — b) ■ exp [  cy(T ) -  c
J kB T

= constant (7.136a)

Trebuie să se remarce două cazuri particulare ale proceselor politrope (determinate de va
loarea căldurii specifice c, conform discuției generale de la pagina 178):

i. procesul adiabatic care are căldura specifică nulă c ^  =  0; în acest caz ecuația procesului 
adiabatic este identică cu ecuația (7.134);

ii. procesul isoterm care are căldura specifică infinită CT = 00, caz în care nu se mai 
poate utiliza direct ecuația (7.136a), dar din ecuația de stare van der Waals rezultă

( ?  +  4 )  (v -  b) = constant
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7.3. GAZUL VAN DER WAALS 201

iii. celelalte 2 procese simple (isocor și isobar) nu sunt cazuri particulare de politrope 
dacă se consideră o căldură specifică isocoră dependentă de temperatură.

Situația se simplifică dacă se consideră cazul particular al unui gaz van der Waals cu 
căldură specifică isocoră constantă. Atunci, integrala în raport cu temperatura din ecuația 
(7.136a) se poate efectua în mod explicit și după transformări algebrice banale se obține 
ecuația proceselor politrope în forma următoare

T ( v -  b)k B ^ C v~c  ̂ = constant . (7.136b)

Ecuația precedentă se poate scrie cu variabilele volum specific v și presiune ț i  eliminând 
temperatura cu ajutorul ecuației van der Waals; atunci, se obține ecuația proceselor politrope 
în forma

^  + -Ț  ̂ (v — b)* =  constant, (7.136c)

unde n este numit exponent politrop și se exprimă prin căldurile specifice cu expresiile 
următoare:

K =  1 +  - ^ — . (7.137)
ev — c

Ecuația proceselor politrope (7.136c) se poate particulariza pentru următoarele cazuri 
simple: _____________________________________________________

P r o c e su l C ăld u ra  sp ec ifică  E x p o n e n tu l p o litr o p
adiabatic 0 ^ = 0  «ad 7
isoterm CT — 00 KT = 1
isocor cv KV = 00

Trebuie să se observe că deși există similitudini formale între ecuațiile politropelor și între 
valorile exponenților politropi ale unor politrope particulare pentru gazul ideal și pentru gazul 
van der Waals, totuși în cazul procesului isobar apar deosebiri: isobara gazului van der Waals 
nu este o politropă particulară datorită faptului că nu se poate considera cp =  constant3 3 .

3 3 Dacă se face analogia cu gazul ideal fpentru gazul ideal isobara este o politropă particulară corespunzând 
unui exponent politrop nul) atunci pentru gazul van der Waals există politropă cu K  = 0, care corespunde la 
o căldură specifică c = Cv + kg, dar în acest caz ecuația procesului obținută prin particularizarea ecuației 
(7.136c) este ț) + a/v2 = constant, care nu este ecuația isobarei.

4. P r o c e su l J o u le  — G ay-L u ssac  are coeficientul caracteristic (pentru un fluid neutru 
arbitrar) dat de relația (7.99); particularizând rezultatul pentru cazul gazului van der Waals, 
când coeficientul termic isocor al presiunii 0 are expresia (7.132b) se obține

( 0 T \ 
\ d v  )^ =  ± - ( 1 - ^ 7 )  =  -  ? - T 

c v Cv l \ d l  Jv

a
cv v2

(7.138)

Datorită faptului că (d T /d v ) u < 0, rezultă că la destindere (6V  > 0 )  gazul van der Waals 
se răcește 6 T  — (d T /d v ) u  bv > 0 .

5. P r o c e su l J o u le  — T h o m so n  are coeficientul caracteristic (pentru un fluid neutru 
arbitrar) dat de relația (7.100); rezultatul se poate particulariza pentru cazul gazului van 
der Waals, când coeficientul termic de dilatare isobar a  are expresia (7.132a), iar căldura 
specifică isobară are expresia (7.132d), dar se obține o expresie foarte complicată și fără 
relevanță.

In cazul de slabă neidealitate coeficientul de dilatare isobar are expresia simplificată 
(7.133a), astfel că se obține rezultatul aproximativ

1
cp

Expresia aproximativă anterioară conduce la o temperatură de inversie unică (rezultată din 
condiția (d T /d ty )h  = 0)

„  2a 4
' kB b 27 c
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Se observă că aproximația de slabă neidealitate conduce la o curbă de inversie care este o 
dreaptă orizontală

7 d T \  — /  > 0  pentru T  < Ti
y d ^ ) ^  |  < 0  pentru T  > Ti ,

astfel că aproximația utilizată este nesatisfăcătoare pentru deducerea curbei de inversie.
Dacă se utilizează expresia exactă (conform modelu

lui van der Waals) pentru coeficientul de dilatare isobar 
(7.132a), atunci se obține pentru coeficientul caracteristic 
al procesului Joule -  Thomson expresia

2a /  6 \ 2

7 d T \  _  b k B T v  V  v /  1 
\ d ^ ) h ~ cP (T,v) 2 a  /  b \ 2

1 kB  T  v \  v )

(7.139)

unde cp(T,v) are expresia (7.132d). Deși expresia prece
dentă pentru coeficientul caracteristic al efectului Joule - 
Thomson este complicată, totuși se poate determina curba 
de inversie, datorită faptului că această curbă se obține ca 
mulțimea punctelor unde se anulează coeficientul caracte-

Figura 7.8: Curba de inversie.

ristic.
Pe baza condițiilor de stabilitate (4.17) -  (4.18) rezultă că cp > 0 și de asemenea numi

torul fracției este pozitiv (datorită faptului că x r  > 0, iar acest coeficient termodinamic are 
expresia (7.132c) în care apar numai mărimi pozitive alături de mărimea discutată); atunci 
anularea coeficientului efectului Joule -  Thomson se poate obține numai prin anularea nu
mitorului expresiei (7.139), adică rezultă condiția

Vi

bkB T 
2a

care reprezintă ecuația curbei de inversie în variabilele (v,T ). Substituind rezultatul anterior 
în ecuația van der Waals se obține curba de inversie în variabilele (T, țl):

ViCO = k B T  a a
Vi(T) -  b “ v?(T) “ & (7.140)

Este convenabil să se exprime curba de inversie în formă adimensională utilizând expresiile 
parametrilor critici (7.120) și adimensionalizând parametrii de stare în raport cu parametrii 
critici; atunci se obține

Din rezultatul precedent, la limita presiunilor nule (țj; = 0) se obțin temperaturile de 
inversie inferioară (Ti) și superioară (T2):

2a 27 _  _  2a  3 m—  = — Tc , T2 = ——  = - T (bkB  4 § b k B  4

iar curba de inversie este ilustrată în figura 7.8. Se remarcă, de asemenea, că din expresia 
(7.139) rezultă prin trecere la Ifmită o valoare negativă a coeficientului

Ș Ț \
< 0 , pentru v și T  mari ;

atunci rezultă prin continuitate că în interiorul curbei de inversie coeficientul efectului Joule 
-  Thomson este pozitiv și deci gazul van der Waals se răcește.
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Capitolul 8

Radiația termică

8.1 Noțiuni fundamentale
Radiația termică este câmpul electro-magnetic prezent într-o incintă cu pereți termosta- 

tați și aflat în condiții de echilibru termodinamic cu pereții incintei.
Pentru a defini radiația termică se consideră o in

cintă vidată (pentru simplitate)1 care are volumul V și 
cu pereții aflați la temperatura T ; situația aste ilustrată 
în figura 8.1.

In situația de echilibru există procese de emisie și 
absorbție a radiației electro-magnetice de către atomii 
care sunt constituenți ai pereților; ca urmare, rezultă 
următoarele consecințe:

-  în incintă există un câmp electromagnetic care este 
numit radiație termică;

-  din punct de vedere microscopic radiația termică este 
constituită din fotoni, dar cantitatea de radiație (numărul 
de fotoni) nu este constant: Nf ^  const. ;

-  considerând radiația termică un sistem termodi
namic, se observă că pereții termostatați ai incintei sunt

Figura 8.1: Condițiile pentru 
radiația termică.

(pentru radiație) un rezervor termic și de particule ÎRT .H, adică situația se reprezintă simbolic 
în forma

6  U  * r , M -
S,N

Pentru a putea studia din punct de vedere termodinamic radiația termică sunt nece
sare unele informații asupra unor proprietăți generale ale acestui sistem termodinamic, de
duse din rezultate empirice sau din raționamente netermodinamice. Astfel se vor evidenția 
următoarele proprietăți:

• Radiația termică este un sistem de tip fluid neutru, în sensul că există numai gradele 
de libertate termic, volumic și chimic, iar parametrii de stare energetici corespunzători 
sunt

( S  , V , N 
\ T ,  - $ ,  p

• Legile Kirchhoff (globale)2 :

— radiația termică este un sistem termodinamic omogen și isotrop,
— radiația termică are proprietăți independente de forma și natura pereților incintei,

1 Radiația tennicl există, de asemenea, într-o incintă care conține un mediu arbitrar slab absorbant pentru 
radiația electro-magnetică, dar în acest caz apar complicații neesențiale.

2 Legile Kirchhoff pentru radiația termică se pot demonstra utilizănd Principiul 2 al termodinamicii, prin 
reducere la absurd.
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— proprietățile  radiației term ice sunt dependente num ai de temperatura T  și de 
volumul V  incintei.

Se observă că legile Kirchhoff im plică independența m ărim ilor termodinamice ale ra 
diației term ice fa ță  de num ărul de fo to n i3 N f, în consecință, ecuația  term odinam ică 
fundam entală  (energetică) a  radiației term ice U (S , V, N f) este independentă de num ărul 
de fo ton i (N f), ia r potențialul chimic al radiației termice este nul (pentru  to a te  stările 
de echilibru):

Astfel, rad ia ția  term ică p oate  fi considerată  un fluid neu tru  anomaJ pe gradul de liber
ta te  chimic:

— m ărim ile term odinam ice sunt independente de num ărul de fotoni (altfel spus, 
num ărul de fotoni nu este  o m ărim e observabilă la.nivel term odinam ic),

-  po ten ția lu l chimic este nul.

•  Form ula presiunii (deductib ilă  prin m etodele electrodinam icii) stabilește că  presiunea 
exercita tă  de ra d ia ția  term ică pe pereții incintei este egală cu o treim e din densita tea 
volumică de energie internă:

D em onstarea prop rietăților prelim inare ale radiației term ice (legile K irchhoff și 
form ula presiunii)

a) In ten sita tea  rad iației (în tr-un  punct M  cu vectorul de poziție r  și pe o direcție 
cu versorul u )  este m ărim ea care caracterizează local toa te  proprietățile  radiației termice, 
n o ta tă  I ( r ,u )  și defin ită  astfel:

-  se consideră o sup ra fa ță  foarte  m ică E r , cu aria  6A , 
cen tra tă  în punctul M (r )  și cu norm ala  n  făcând unghiul u
0 cu d irecția  versorului u, /  X X

-  se consideră un  unghi solid4 foarte mic i l l u , în 
vecinătatea direcției versorului u ,  conforirt figurii 8.2,

-  se alege un interval tem poral infintezimal d i și se A  "  ^

notează d E (r ,u ;  S ,5 f i)  ca fiind energia radiației term ice ----- ‘-----------*■
care trece, în acest interval de tim p, prin suprafața  S r , n

având direcția  de propagare în interiorul unghiului solid S jț /
6D-, atunci, in tensita tea  radiației este

<5.4 ■ cos 9 ■ i f i  ■ d t
(8-3)

F igura 8.2: Definirea intensității
b) Legile K irchhoff (globale) se po t enun ța  în mod radiației termice.
precis, utilizând in ten sita tea  radiației term ice, în felul urm ător:

-  in tensita tea  rad ia ție i term ice este independentă de punctul M (r )  și de d irecția  u  (adică 
rad ia ția  term ică este om ogenă și isotropă);

-  in tensita tea  radiației term ice este independentă de n a tu ra  și form a pereților incintei, 
fiind dependentă num ai de temperatura T  a  pereților.

3 Acest rezultat este numit anomalia gradului de libertate chimic al radiației termice, fiind o particularitate 
specifică a acestui sistem.

4 Unghiul solid Q este mărimea geometrică, care caracterizează o mulțime de direcții emergente*dintr-un 
punct și care trec prin interiorul unei curbe închise. Pentru o definire cantitativă, se consideră conul cu vârful 
în punctul menționat anterior și care conține pe suprafața sa respectiva curbă; se alege un punct (arbitrar) 
în interiorul conului și se trasează o sferă cu centrul în vârful conului și care trece prin punctul respectiv. 
Atunci,

unde r este raza sferei, iar A  este aria porțiunii din sferă aflată în interiorul conului (se justifică prin 
raționament geometric elementar că definiția anterioară este independentă de alegerea punctului interior).
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Se observă că, din legile lui Kirchhoff rezultă că I(T )  este o funcție universală (adică 
dependența de temperatură a intensității radiației termice este aceeași în toate situațiile).

Pentru a demonstra legile lui Kirchoff, se consideră o cavitate suplimentară, având pereții 
cu forma geometrică arbitrară și constituiți dintr-o substanță arbitrară, dar având aceeași 
temperatură T  ca și prima cavitate. Se consideră un ghid de lumină ideal (fără fenomene 
absorbante) care transmite radiația electromagnetică dintr-un punct Af și cu o direcție de 
propagare u  din prima cavitate5 , până într-un punct M ' și pe direcția de propagare u' din 
cavitatea suplimentară6 . Conform principiului reciprocității transmiterii radiației (din optica 
geometrică), ghidul de lumină trebuie să transmită, de asemenea, radiație în sens invers (din 
cavitatea suplimentară, până în prima cavitate). Prin construcție, se poate considera că 
ghidul are capetele identice, adică <5.4 =  6A ' și <50 =  <5O'; pe de altă parte, la echilibru 
termodinamic când ambele cavități au temperaturi egale, în intervaJul dt ghidul trebuie să 
transmită energii radiante egale între ambele cavități:

5 De fapt, este radiația care traversează suprafața foarte mică de arie 6A, centrată în punctul M, orientată 
normal la direcția u  și care are direcția de propagare conținută în interiorul unghiului solid foarte mic <5Q, 
care este centrat pe direcția u.

6 De fapt, trebuie definit mai exact astfel: capătul ghidului de lumină aflat în cavitatea suplimentară are 
suprafața foarte mică cu aria SA' și radiația emergentă se propagă pe o direcție din interiorul unghiului solid
foarte mic Sfl'.

dE dE '
dt dt ’

deoarece, în caz contrar s-ar obține un rezultat în contradicție cu consecințele directe ale 
principiilor termodinamicii.

Dacă prin absurd energia transmisă din prima cavitate dE  ar fi diferită față 
de energia transmisă din cavitatea suplimentară dE ', atunci s-ar realiza un dis
pozitiv (este vorba de ghidul de lumină ideal, definit anterior) care realizează 
un transport net de energie între două sisteme aflate la aceeași temperatură, dar 
acest dispozitiv să nu sufere modificări.

Conform principiilor termodinamicii, aplicate la un proces ciclic, monoterm 
și cuasi-static, se obțin următoarele rezultate:

• variația de energie internă este nulă

Alic =  Qc 4- £ c =  0 >

• variația isotermă de entropie este nulă

& S ^  =  1  Qc =  0 ,

de unde se obține că lucrul este nul Cc =  0.

Astfel s-a arătat că hipoteza anterioară (transferul net de energie de la o caviate la cealaltă) 
este absurdă, deoarece implică un proces ciclic monoterm (la aceeași temperatură în orice 
etapă a procesului) care furnizează lucru, fiind astfel în contradicție cu consecințele funda
mentale ale principiilor termodinamicii.

Ca urmare, concluzia obligatorie este egalitatea cantităților de energie din ambele sensuri.
Pe baza raționamentelor anterioare, se obține următorul set de egalități:

. dE(r,u;S,<5Q) d E '( r ',u ';  £ ', <5Q') T l/ , Mr ,u }  = ------------------ — = ----- ------------------- =  I  (r .u  i .’ 7 <5.4 • <5D • dt SA' • <5D' • dt "  1 b

adică intensitățile radiațiilor termice din cele două capete ale ghidului de lumină sunt egale.
Datorită faptului că cele două cavități au pereți constituiți din substanțe arbitrare și 

cu forme arbitrare, rezultă independența intensității radiației termice de forma și de natura 
pereților incintei.

în continuare se păstrează fixat capătul ghidului din cavitatea suplimentară (adică în 
punctul M ' și cu direcția u ‘), variind numai poziția și orientarea capătului din prima cavitate;
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datorită faptului că egalitatea precedentă a intensităților 1 = 1', rămâne valabilă, rezultă 
independența intensității radiației termice față de punctul M  (omogenitate) și față de direcția 
u  (isotropie).

în concluzie, intensitatea radiației termice este o funcție universală de temperatură T.

c) R elația  d intre in ten sita tea  rad iației și d en sita tea  de energie radiantă se obține
în modul următor:

Luând în considerare faptul că radiația electromag
netică se propagă în spațiu cu viteza luminii c, energia 
dE  care traversează în intervalul temporal dt elementul 
de suprafață cu aria 6A  sub incidența oblică caracterizată 
de unghiul polar 0, se află în cilindrul cu generatoarea 
dZ = c dt și care are volumul dVu  =  6A  • dl • cos# , așa 
cum este ilustrat în figura 8.3.

Dacă se utilizează definiția intensității radiației, atunci 
energia radiației care traversează în intervalul temporal 
dt elementul de suprafață cu aria <5.4 și are direcția de 
propagare conținută în unghiul solid infinitezimal dQu 
este dEu  =  I • (<5.4 • cos 0) • dfiu  • d t , iar densitatea cores
punzătoare de energie radiantă este

du„ = ^
“  dVu

I  ■ 6A- cos# • dDu  • dt _  Z 
<5.4 • c • dt • cos 0 c u

Figura 8.3: Deducerea relației 
dintre u și Z.

Considerând toate direcțiile de propagare și utilizând legea KirchhofF (adică: I  este indepen
dent de direcție), se obține densitatea volumică totală de energie radiantă:

U
(8-4)

care este relația cerută.
Se observă, conform legii KirchhofF, că densitatea de energie radiantă este o funcție 

universală dependentă numai de temperatură u(T).

d) Form ula presiunii rad iației se obține astfel: Conform electrodinamicii, radiația elec
tromagnetică cu direcția de propagare fixată de versorul u, are un impuls legat de energie
prin relația 6P = {6E/c) u  .

Așa cum este ilustrat în figura 8.4, se consideră 
radiația care este incidență pe porțiunea de arie (5.4 din 
suprafața pereților (alesă în mod convențional ca fiind 
planul Oxy) și are direcția de propagare în interiorul 
unghiului solid dQu  =  sin# d# d^ , din vecinătatea 
direcției versorului u, care este definit prin unghiurile 
sferice (#,<^).

Impulsul radiației incidente în intervalul de timp infi
nitezimal dt, pe elementul de suprafață (5.4 și cu direcția 
de propagare in vecinătatea direcției u  este (în mărime):

dP(u) = -  dEu  =  -  I 6A cos# dQu  dt . 
c c

Impulsul total al radiației, transmis în intervalul de timp 
dt elementului de suprafață <5.4, datorat tuturor ori-

Figura 8.4: Deducerea formulei 
presiunii radiației.

entărilor posibile, se obține prin însumare vectorială; dacă se efectuează descompunerea
impulsului dP (u ) în componentă normală dPn  =  dP  • cos# și în componentă tangențială 
dP ( = dP  • sin# la suprafață, se observă că se produce o compensare a componentelor 
tangențiale (componentele tangențiale sunt perechi care au fiecare rezultanta nulă) și rezul
tanta tuturor impulsurilor este suma componentelor normale, sumarea efectuându-se pentru 
toate orientările lui u, adică: 0 < # < TT/2  și 0 < <p < 2TT.
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Efectuând integrarea se obține:

dfmc = I dPn (u) = I I d^ sin 0 dtp -  cos2 9 6A  dt = ——  6A d t . 
J(n+ ) Jo J o c  3 c

în condiții de echilibru termodinamic există procese de absorbție și de emisie a radiației 
electromagnetice de către pereții incintei, iar pentru fiecare porțiune a suprafeței pereților 
procesele de emisie sunt la echilibru dinamic cu procesele de absorbție.

Anterior s-a evaluat numai impulsul corespunzător radiației absorbite (având toate ori
entările posibile); dacă se consideră procesele de emisie, se obține un impuls total egal cu 
dPjnc dar orientat invers, ceea ce implică un impuls de recul opus acestui impuls al proceselor 
de emisie. Atunci, luând în considerare toate procesele radiației (emisie și absorbție), variația 
totală a impulsului radiației (corespunzător porțiunii de arie <5-4 și intervalului temporal dt) 
are mărimea dP  =  2 dPi„c și este orientat normal la această porțiune a suprafeței.

Conform teoremei variației impulsului (din mecanică), forța exercitată de radiație asupra 
porțiunii 6A este egală cu viteza de variație a impulsului, adică 6F = dP /d t , iar presiunea 
corespunzătoare este densitatea superficială de forță, adică Ț  =  6F/6A  ; efectuând calculele 
și utilizând relația u -  I  (dedusă anterior), se obține:

„  _  2 dP illc _  _  1
<5-4 dt 3c 3

adică relația (8.2). □

8.2 Deducerea ecuației termodinamice fundamentale
Descrierea naturală a stărilor de echilibru ale radiației termice se face pe baza condițiilor 

externe în care este definit acest sistem

© U  ^ . ^ o  ’
S,N

adică radiația termică trebuie considerată un sistem termodinamic aflat în contact termic și 
chimic (frontiera este diatermă și permeabilă chimic) cu un rezervor termic și de particule.

Atunci, variabilele naturale ale radiației termice sunt temperatura T , volumul V (am
bele mărimi având valori pozitive arbitrare) și potențialul chimic nul /i =  0; în consecință, 
potențialul termodinamic natural al radiației termice este potențialul grand-canonic pentru 
valori nule ale potențialului chimic OȚT,V,p = 0) .

Pentru obținerea rezultatelor ulterioare sunt necesare următoarele observații asupra po
tențialului grand-canonic cu valori nule ale variabilei potențial chimic Q I ^ Q:

• conform definiției (7.53), potențialul grand-canonic se obține din ecuația termodi
namică fundamentală prin transformări Legendre pe gradele termic și chimic:

Q (T,V ,/z)| =  inf [ W ( 5 , V , W ) - T 5 - / 1 W1 ;
s .N  L J m = 0

dar în definiția anterioară N  este o mărime superfluă (nu apare în expresia energiei 
interne și datorită valorii nule a potențialului chimic dispare ultimul termen), astfel că 
utilizând definiția (7.18) a energiei libere se obține

O(T,V,p)\ = ini \ U ( S , y ) - T S ]  = F (T ,V )
1/2=0 5 L J

= U ( T ,V ) - T S ( T ,V )  . (8.5)

• Potențialul grand-canonic al radiației termice are forma diferențială dată de formula 
generală (7.55) în care se consideră potențialul chimic constant (la valoarea nulă)

dD IM=O =  - S (T >V ) d T - ^ J ( T ,V )  dV  . (8.6)
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• Formula (7.63), obținută din ecuația Euler, este un rezultat general al potențialului 
grand-canonic care este independent de valoarea potențialului chimic, astfel că această 
formulă se scrie în cazul radiației termice în forma

Ll(T,V,n = 0) = - ^ T )  V , (8.7)

unde s-a efectuat particularizarea V (T , V /N ) = 9p{T), datorită independenței presiunii 
față de numărul de fotoni.

Datorită faptului că în cazul radiației termice nu se poate utiliza ca variabilă numărul 
de particule, pentru simplificarea operațiilor matematice se vor reduce mărimile extensive la 
volum, obținându-se densități volumice corespunzătoare7 ; astfel, introducând densitatea de 
entropie s =  S /V  și densitatea de energie internă u =  U /V  se obțin formulele de reducere 
(datorate proprietăților de omogenitate)

7 Se observă că în cazul radiației termice volumul V este singurul parametru de stare extensiv natural.
8 Expresia radianței totale a corpului negru, care este proporțională cu densitatea de energie a radiației 

termice, a fost obținută prin măsurători experimentale de către Josef Ștefan, iar apoi Ludwig Boltzmann a 
dedus teoretic (prin raționamente termodinamice) expresia respectivă.

S(T , V) = V s(T) ,
U(T, V) = V u(T) .

Pe baza rezultatelor precedente, se poate deduce expresia densității de energie internă ca 
funcție explicită de temperatură:

u =  a T 4 , (8.8)

unde a este o constantă universală; această relație este numită legea Ștefan - Boltzmann8 . 
Demonstrație: Utilizând forma diferențială (8.6) și relația (8.7) se exprimă entropia cu aju
torul presiunii

( d ț l \  =  d<p(T)
\ ^ / v , M  d T  ’

atunci, în relația (8.5) se substituie expresia precedentă a entropiei, energia internă prin 
densitatea sa volumică și a potențialului grand-canonic prin relația (8.7), astfel că rezultă 
relația

-<P(r) V = V ■ u(T) -  T  • ' • V .
d T

In relația precedentă se efectuează simplificarea prin volum și se înlocuiește presiunea con
form relației (8.2); după operații algebrice banale rezultă

T  u'(T) = 4 u(T) .

Relația anterioară este o ecuație diferențială ordinară de ordinul 1 cu variabile separabile 
care are soluția generală

In u =  4 In T + In a ,

unde a este o constantă de integrare.
Se observă că soluția precedentă este echivalentă cu legea Ștefan - Boltzmann. □

Cu ajutorul legii Ștefan - Boltzmann se obțin ecuația calorică de stare și entropia radiației 
termice:

U(T, V) =  u(T) V = a T 4 V , (8.9)

5(Ț,v ) =  ̂ r v  = 5 ^ F v = T T 3 v - (81°)
Din relațiile precedente se obțin următoarele proprietăți asimptotice ale radiației termice:

lim W = oo , T—»oo
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adică radiația termică satisface Principiul 3 al termodinamicii (Planck) și este un sistem 
termodinamic “normal” (în sensul definiției de la pagina 9).

Prin substituirea relațiilor (8.9) -  (8.10) în formula (8.5) se obține expresia potențialului 
grand-canonic al radiației termice, care este potențialul termodinamic natural al acestui 
sistem:

D (T,V ,p = 0) = N (T ,V ) -  T S (T ,V )  = - - ^ T * V  . (8.11)

Utilizând relația (8.7) și expresia potențialului grand-canonic rezultă presiunea radiației 
termice ca funcție de temperatură9

9 Rezultatul se poate obține, în mod echivalent, combinând legea Ștefan - Boltzmann (8.8) cu relația (8.2) 
pentru presiune.

wn = 4 7,4 • (812)
Rezultatele anterioare permit determinarea ecuației termodinamice fundamentale a ra

diației termice (fie în varianta energetică, fie în varianta entropică); astfel, din expresia 
entropiei (8.9) se poate obține temperatura prin inversare

iar apoi, prin substituirea expresiei precedente a temperaturii 7’(5 ,V ) în expresia (8.10) a 
energiei interne și efectuarea unor simplificări banale, rezultă

U(S, V) =  ( -  ) 5 4 /3  r 1 /3  , (8.13a)
\4  /  a 1' J

care este ecuația termodinamică fundamentală energetică a radiației termice.
Ecuația precedentă se poate inversa în raport cu entropia, astfel că se obține ecuația 

termodinamică fundamentală entropică a radiației termice:

S(U, V) = a 1/ 4 U 3^  V 1 / “ , (8.13b)

8.3 Potențiale termodinamice
Pentru deducerea unor potențiale termodinamice este convenabil să se utilizeze relația 

Euler; prin particularizarearelației generale (2.24) și prin analogie cu relația Euler a fluidului 
neutru (7.6) în cazul când potențialul chimic este nul se obține

U = T S - Ț Î V .  (8.14)

Datorită anomaliei gradului de libertate chimic (p =  0 și absența variabilei N  din 
toate mărimile termodinamice) vor exista unele anomalii ale potențialelor termodinamice 
ale radiației termice. Anterior s-a determinat expresia potențialului grand-canonic (8.11) 
(care este potențialul termodinamic natural al sistemului) și expresia energiei interne ca 
ecuație termodinamică fundamentală; în continuare se vor discuta celelalte potențiale ter
modinamice energetice: energia liberă, entalpia și potențialul Gibbs.

1. Energia liberă coincide cu potențialul grand-canonic, conform relației (8.5), adică

T(T , V) = D(T, V,/i = 0) - - ^ - T 4 V . (8.15)

Se observă o primă anomalie a potențialelor termodinamice ale radiației termice: egalitatea 
energiei libere cu potențialul grand-canonic, care în general sunt potențiale termodinamice 
distincte, corespunzând la tipuri diferite de rezervoare (termostat simplu pentru energia 
liberă și respectiv termostat și rezervor de particule pentru potențialul grand-canonic).
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2. E ntalpia se obține din definiția generală (2.81), prin analogie cu relația analoagă (7.30) 
a fluidului neutru, urmată de utilizarea relației Euler (8.14)

w(s,<p)=w + <pv = r ( q j ) s .
Din expresia presiunii (8.12) se obține prin inversare temperatura

/  3 \ 1 /4

T(<P)= — »p , 
\  a /

astfel că rezultă următoarea expresie a entalpiei ca potențial termodinamic:

/  3 X1/ 4

W(S,<P)= S .  (8.16)
\  a /

3. P oten ția lu l G ibbs se poate defini în mod formal prin particularizarea relației generale 
(2.93), adică transformarea Legendre a ecuației termodinamice fundamentale energetice pe 
gradele de libertate termic și volumic, în mod similar cu definiția pentru fluidul neutru 
(7.42); în cazul radiației termice, datorită formei particulare a relației Euler (8.14) se obține 
un rezultat identic nul:

Q ț T ^ N ^  inf [M ( S ,V ) - T S  + ^PV] =  0 .

Se observă o altă anomalie a sistemului studiat: potențialul Gibbs nu este un potențial ter
modinamic; acest rezultat este datorat faptului că temperatura T  și presiunea *P nu sunt 
variabile independente în cazul radiației termice, iar pe de altă parte potențialul Gibbs are 
ca variabile naturale temperatura, presiunea și numărul de particule.

8.4 Coeficienți și procese termodinamice
Se va evidenția că anomalia gradului chimic are implicații asupra proceselor termodi

namice și a coeficienților asociați acestor procese.

A. P rocese

1. Conform relației (8.12) presiunea radiației termice este dependentă numai de tempe
ratură, fiind independentă de volum, fp(T); în consecință, isobara coincide cu isoterma. 
Datorită acestei anomalii nu se pot considera mărimi care se exprimă prin derivata parțială 
isobară în raport cu temperatura (9 • • • /dT)<y sau prin derivata parțială isotermă în raport 
cu presiunea (9 • • • /9 ÎP)T -

2. Ecuația adiabatei în variabilele (T — V) se obține din expresia entropiei (8.10) în condiția 
S(T, V) =  constant; eliminând constantele parazite rezultă

T 3 V = constant. (8.17a)

In relația anterioară se poate exprima temperatura prin presiune, conform formulei (8.12), 
astfel încât se obține ecuația adiabatei exprimată prin variabilele (Ț, V)

țp V 4 / 3 = constant . (8.17b)

Se observă că ecuația procesului adiabatic este de tipul ecuației Poisson (valabilă pentru 
gazul ideal clasic)

!P V  7  =  constant, (8.17c)
unde • 4

7 = 7  (8.18)

este exponentul adiabatic al radiației termice. Trebuie să se observe că, spre deosebire de 
cazul gazului ideal clasic, exponentul adiabatic al radiației termice nu este corelat de căldurile 
specifice isobară și isocoră1 0 .

10Se va arăta în continuare că pentru radiația termică nici nu există o căldură specifică isobară, astfel că 
similitudinea formală a ecuațiilor proceselor adiabatice este întâmplătoare.
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B. C oeficienți term odinam ici sim pli

Se vor prezenta coeficienții termodinamici simpli prin analogie cu coeficienții corespon
denți ai gazului ideal, definiți prin formulele (7.65) -  (7.67).

• Capacitatea calorică isocoră este

: ( 8 1 9 )

utilizând expresia entropiei S(T, V) (8.10) se obține

Cv  = 4 a T 3 V .

• Capacitatea calorică isobară este

CV = T (8.20)

dar datorită imposibilității existenței derivatei isobare în raport cu temperatura acest 
coeficient termodinamic nu este definit pentru radiația termică.

• Coeficientul de dilatare isobar este

— ( — \ 
V \ d T j v

(8-21)

dar datorită imposibilității existenței derivatei isobare în raport cu temperatura acest 
coeficient termodinamic nu este definit pentru radiația termică.

Coeficientul termic isocor al presiunii este

(8.22)
+* \ u  1 / v 

utilizând expresia presiunii țJ(T) (8.12) se obține

0 = 1 .

Coeficientul de compresibilitate isotermă este

_ - 1 f d V \ 
K T  ~  V \ d ^ ) T  ’ (8.23)

dar datorită imposibilității existenței derivatei isoterme în raport cu presiunea, acest 
coeficient termodinamic nu este definit pentru radiația termică.

• Coeficientul de compresibilitate adiabatică este

(8-24)

derivata adiabatică se poate transforma cu ajutorul formulei funcțiilor implicite (A.21) 
în raportul derivatelor entropiei în raport cu temperatura și cu volumul

( d S \  ( d S \  d T 
i w V : i w v j 

v  v  ( d s \
\dv)v \dv)T

Utilizând expresiile (8.10) și (8.12) se efectuează derivatele și după simplificări banale
se obține

3 1 
K S  =  4 ?
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8.5 Descompunerea spectrală a radiației termice
A. D efin iții sp ectra le

Anterior s-a discutat radiația termică sub raport global, fără să se ia în considerare că 
aceasta este constituită dintr-un set de câmpuri electromagnetice monocromatice cu diferite 
fracvențe (sau, altfel formulat, cu diferite lungimi de undă, deoarece în vid relația v — A 
pentru undele electromagnetice este v = c/X) și cu diferite polarizări.

Din punct de vedere electrodinamic diferitele componente monocromatice sunt indepen
dente (se poate considera că nu inter acționează), existând numai interacții între aceste com
ponente și pereții incintei, prin procese de absorbție și de emisie, pentru fiecare componentă 
în mod separat. Atunci, radiația termică este asemănătoare cu un amestec ideal (care are 
componente independente) aflat în contact cu un rezervor termic și de particule pentru fiecare 
componentă (specie de particule); în cazul radiației termice, se poate considera că diferitele 
radiații monocromatice (fiecare având toate direcțiile de propagare posibile) sunt subsis
teme independente ( © ^  este subsistemul radiației termice care are frecvența P), iar pereții 
incintei sunt un rezervor termic și chimic (pentru toate componentele monocromatice):

(U6^) U ^= o r
Deși se poate evidenția experimental (la nivel macroscopic) contribuția termodinamică a 
componentelor monocromatice polarizate care au fracvențele într-un interval spectral îngust 
(y ,v  + <5i/), prin utilizarea unor filtre spectrale și a unor dispozitive polarizoare, totuși nu
merele corespunzătoare de particule (fotoni) nu sunt observabile la nivel macroscopic; această 
proprietate are ca implicație faptul că pereții incintei impun potențialul chimic la valoarea 
nulă pentru fiecare subsistem (p^ = 0).

Pentru radiația termică, care are frecvențe într-un interval spectral foarte mic (v, v + 6v), 
definesc intensitatea spectrală K  și densitatea spectrală de energie u„ (în scara frecvențelor), 
prin următoarele relații:

L, =  lim <=> I = f  dvî„  , (8.25)
Sv-tO OU JQ

Ut, = lim u = /  di/ up , (8.26)
{ n o  ov Jo

unde SI^i/) și 5u(i/) sunt contribuția la intensitate, repectiv la densitatea de energie a 
radiațiilor monocromatice cu frecvențele în intervalul considerat.

In acest caz se pot repeta unele dintre raționamentele efectuate anterior pentru întreaga 
radiație termică, adaptându-le la subsistemul 6 ^ ,  obținându-se următoarele rezultate:

a) legile K irchhoff (spectrale): intensitatea spectrală I v este dependentă (ca funcție uni
versală) numai de frecvență și de temperatură, dar este independentă de starea de 
polarizare (adică, radiația termică este nepolarizată), de punctul din incintă (omoge
nitate), de direcția de propagare (isotropie), precum și de proprietăți particulare ale 
pereților (formă sau natură).
Demonstrația este similară cu cea prezentată anterior pentru legile Kirchhoff glob
ale, fiind realizată cu ajutorul unui ghid de lumină care transmite radiație între două 
cavități aflate la aceeași temperatură, dar în acest caz ghidul de lumină este prevăzut 
cu filtre spectrale și cu polarizoare.

b) R elația  d intre in ten sita tea  spectrală  și d en sitatea  spectrală  de energie este a- 
naloagă cu relația globală corespondentă (8.4), adică are forma:

(8.27)~ 47T ~
Up = 1̂  .

c

Demonstrația este asemănătoare cu cea efectuată pentru relația globală. TYebuie să 
se remarce că, din relația precedentă rezultă că uv (T,o) este o funcție universală, 
dependentă numai de temperatura incintei și de frecvența componentei monocromatice 
considerate.
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c) D isc u ția  p ro cese lo r  n e-iso co re: se poate defini o contribuție spectrală la presiune și se 
poate efectua un raționament de tipul celui care a condus la legea Ștefan - Boltzmann, 
dar utilizând numai o componentă spectrală; totuși, aceste operații sunt fără o utilitate 
apreciabilă, deoarece apare următoarea dificultate majoră: prin variația volumului se 
produce o variație a frecvenței, datorită efectului Doppler (peretele fiind mobil, acesta 
se comportă ca o sursă de radiație aflată în mișcare). Ca urmare, în procesele care 
implică o variație de volum, fiecare componentă monocromatică se deplasează în locul 
altei componente (y -> i/) , astfel încât este preferabil să nu se adapteze rezultatele 
globale care au fost făcute pentru energia internă, potențialul grand-canonic, sau pentru 
coeficienți termodinamici.

B . L egea  W ien

L egea  W ie n  stabilește că densitatea spectrală de energie radiantă este caracterizată de 
o funcție universală dependentă numai de raportul dintre frecvență și temperatură, conform 
următoarei relații:

=  1/3 f 0r) ■ (8.28)

Demonstrație:11 Se consideră o transformare adiabatică și cuasi-statică a cavității în care 
este conținută radiația termică, transformare în cursul căreia cavitatea rămâne asemenea 
cu ea însăși (adică o dilatare/comprimare uniformă). TYebuie să se observe că efectuarea 
transformării adiabatice implică absența transferului de căldură între sistem (radiația) și 
rezervor (pereții incintei), care se realizează prin procese de emisie și absorbție; ca urmare, 
este necesar ca în cursul transformării să se considere pereții reflectanți perfecți, iar în final 
pereții redevin emițători/absorbanți având temperatura finală a radiației, conform ecuației 
adiabatei (8.17a): T 3 V = constant, sau în termeni de parametri ai stărilor extreme (pentru 
procesul adiabatic considerat)12:

11 Se va prezenta o demonstrație modificată, față de demonstrația lui Wien, care este prezentată în lucrările 
clasice de termodinamică (cea mai completă prezentare a acestei demonstrații este în lucrarea lui M. Planck). 
Această demonstrație este inspirată de lucrările lui Ș. Țițeica și G. Wannier.

12Se vor nota în mod sistematic cu indicele ” 0 ” parametrii stării inițiale și fără indice se vor nota parametrii 
stării finale.

1 3Deducerea relației dintre frecvențe (sau lungimi de undă) și volum este discutată detaliat în lucrarea lui 
M. Planck, repetăndu-se argumentarea lui M. Wien; raționamentele sunt destul de complexe și de laborioase.

T^ V0 = T 3 V . (8.29)

Datorită efectului Doppler, în cursul procesului adiabatic are loc o variație a frecvențelor 
simultan cu variația de volum1 3 . Din fericire, nu este necesar să se efectueze raționamentul 
detaliat și complex al analizei modificărilor frecvențelor la reflexii pe pereții mobili, datorită 
faptului că se poate face un raționament geometric simplu (care corelează direct parametrii 
stărilor inițială și finală): dacă se efectuează o dilatare/comprimare uniformă (a tuturor 
dimensiunilor incintei), atunci toate lungimile caracteristice ale radiației termice se modifică 
cu același factor de scalare, adică

A ~  L ~  V 1 /3  .

Atunci, rezultă relația pentru modificarea lungimilor de undă:

V  V
— = constant <=> ■ (8.30)

Datorită relației dintre frecvență și lungime de undă (A = c/v), relația (8.30) se rescrie cu 
ajutorul frecvențelor în forma:

i/3 V = constant <=> VQ VQ = v3 V . (8.31)

Combinând egalitățile (8.29) și (8.31), rezultă relația dintre frecvență și temperatură (în 
cursul procesului adiabatic):

-  =  constant <=> — = — , (8.32)
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care este numită relația de deplasare a lui Wien (în cursul procesului adiabatic frecvențele 
componentelor monocromatice variază proporțional cu temperatura).

Pe baza rezultatelor anterioare se poate discuta relația de transformare a densității spec
trale de energie. Astfel, prin combinarea legii (globale) Ștefan - Boltzmann (8.8), combinată 
cu relația (8.26), se obține invariantul următor:

a =  constant,

care adaptat la procesul adiabatic, considerat anterior, devine:

o JO

sau, utilizând relația (8.32) pentru a avea ca variabilă de integrare frecvența finală în ambele 
integrale

în relația precedentă, conform hipotezei lui Wien14 , se pot egala integranzii, astfel că (după 
simplificări banale) se obține:

14 Hipoteza lui Wien este echivalenți cu a considera ca un invariant adiabatic mirimea u„(T, v) dv /T  , ceea 
ce se poate motiva pe baza analizei anterioare (conținuți in relația de deplasare a lui Wien), unde s-a aritat 
c i fiecare componenti monocromatici se comporți independent de celelalte, dar în cursul unei transformiri 
adiabatice cuasi-statice fiecare componenti “ia locul altei componente”, prin modificarea frecvenței.

u„(T,«") =  ^  ^ o ,  -Y )= V 7ȚȚ3 u " ^ O-TQ- j  . (8.33)

în ultima relație se observă că temperatura 7 Q se poate considera fixată (adică o temperatură 
etalon, care nu este precizată), iar

este o funcție universală, dependentă numai de o singură variabilă; atunci rezultă direct legea 
lui Wien (8.28). .  □

Trebuie să se observe că legea Wien, deși reduce problema densității spectrale de energie 
radiantă la o singură funcție universală f ( y /T ) ,  totuși nu se poate deduce această funcție 
prin metode exclusiv termodinamice.

B. C onsecin țe ale legii W ien

a) Verificarea legii Ș tefan  - B oltzm ann. Se substituie expresia densității spectrale 
de energie dată de legea Wien (8.28) în formula de descompunere spectrală a densității de 
energie (8.26) și se efectuează în integrală schimbarea de variabilă x  = v /T ; atunci se obține 
legea Ștefan - Boltzmann (8.8):

u ( ^ ) ~  /  d v u v {T ,u )=  du v3 — ) = T 4 dx x 3 f(x )  = a T 4 , 
Jo Jo 'T  /  Jo

unde ultima integrală este egală cu o constantă universală, datorită faptului că f(x )  este o 
funcție universală. Se observă, în plus, că pentru a avea convergența integralei, funcția f(x ) 
trebuie să fie finită la valori mici ale argumentului (1 4C 1) și scade rapid către valoarea nulă 
la valori mari ale argumentului (1 »  1).
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b) L eg ile  d e d ep lasare  a le  lu i W ie n  în  scara  frecv en țe lo r . Densitatea spectrală de 
energie radiantă UpțT, p) are graficul isoterm (adică figurarea funcției față de frecvență, la o 
temperatură fixată) de forma ilustrată în figura 8.5, având un singur maxim la frecvența V M . 
Frecvența corespunzătoare maximului VM se determină din condiția de anulare a derivatei 
densității de energie u^țT, p) în raport cu frecvența P  (la T  fixat); utilizând expresia densității 
de energie dată de legea Wien se obține ecuația:

3 ^ g )  +  ^ ' © = 0 .  ( - M .

Ecuația precedentă se adimensionalizează, introducând 
variabila x = v /T , astfel că se obține următoarea ecuație 
universală:

3 / ( i )  + x f '(x )  = 0 ,

care are o soluție XM  (universală, dar care nu poate fi 
determinată prin metode exclusiv termodinamice).

Utilizând soluția precedentă se obține legile de de
plasare ale lui Wien (în scara frecvențelor):

a) frecvența maximului este proporțională cu tempe
ratura

VM = XM  T  , (8.34)

b) maximul densității spectrale de energie este pro
porțional cu cubul temperaturii

u„| = x 3
M f ( x M ) T 3 . (8.35)

Ini ax

Figura 8.5: Graficul calitativ 
al densității spectrale de energie 
în scara frecvențelor, cu eviden
țierea maximului.

c) L eg ile  d e  d ep lasare  ale lu i W ie n  în  scara  lu n g im ilo r  d e  u n d ă . Rezultatele prece
dente se pot reexprima în scara lungimilor de undă, adică se introduce densitatea spectrală 
de energie radiantă în scara lungimilor de undă prin relația15

1 5Din punct devedere istoric, trebuie să se remarce că inițial s-a utilizat numai densitatea spectrală de 
energie radiantă în scara lungimilor de undă.

u / dAuA(T,A). 
o

Datorită relației A = c/v, se obține prin diferențiere 
dp = — (c/A2 ) dA, astfel că din definiția (8.26) rezultă:

u(̂ ) = /  î r ^ M M )  = /  ;
Joo ' A / J Q A \ A/

atunci, densitatea spectrală de energie în scara lungimilor 
de undă este legată de mărimea corespondentă în scara 
frecvenței prin relația

uĂ(T,A) = ^ J r , ^ .  (8.36)

Utilizând forma (8.28) a legii Wien, rezultă formula core
spondentă în scara lungimilor de undă:

(8.37)

unde <p(AT) = c4 f(c /X T ).
Se poate repeta discuția asupra maximului densității spectrale de energie radiantă, de 

această dată însă definită în scara lungimilor de undă. Din graficul ilustrat în figura 8.5 
rezultă că densitatea spectrală de energie radiantă în scara lungimilor de undă este de aseme
nea o curbă cu un singur maxim, acest grafic fiind ilustrat în figura 8.6.

Figura 8.6: Graficul calitativ al 
densității spectrale de energie în 
scara lungimilor de undă, cu evi
dențierea maximului.
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216 CAPITOLUL 8. RADIAȚIA TERMICĂ

Abcisa maximului (în scara A) se obține din anularea derivatei funcției u*(T, A) în raport 
cu variabila A (la T  fixată); astfel se obține ecuația pentru AM în forma:

t T
- ^ ( A T )  + ^ ' ( A T )  = 0 .

Ecuația precedentă se adimensionalizează prin introducerea variabilei y = XT, iar ecuația 
devine:

- $ p (y )  + y<p'(y) =  o>

care are o soluție yM (număr adimensional).
Cu ajutorul soluției precedente rezultă relația dintre lungimea de undă corespunzătoare 

maximului densității spectrale de energie AM și temperatura respectivă:

XM T  = yM , (8.38)

iar valoarea maximă a funcției este:

(uA) =  T 5 (8  3 9 )
\  A /m a x '

Ultimele două relații sunt numite legile de deplasare ale lui Wien (în scara lungimilor de 
undă) arătând că XM  ~  1/T și (UA) I I I M  ~  T 5 .
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Capitolul 9

Sisteme deformabile elastice

9.1 Descrierea mecanică a mediilor deformabile
Se consideră un mediu continuu elastic în care se produc deformații și în care se crează 

tensiuni. Pentru a putea constmi termodinamica sistemului elastic este necesar ca în prea
labil să se introducă principalele proprietăți ale deformațiilor și tensiunilor elastice1 .

9.1.1 Tensorul deformațiilor
Se consideră 2 particule foarte apropiate dintr-un mediu elastic care inițial este nedefor

mat, când particulele se află în punctele P(r) și Q(r + 8r)\ se crează o deformare arbitrară 
și foarte mică caracterizată prin elongația p  (în general neomogenă), astfel încât pozițiile 
particulelor devin punctele P '(r  + p{r)} și Q '(r + 6r + p(r + âr)).

Conform relațiilor geometrice, ilustrate în figura 9.1, vec
torul de poziție relativ dintre cele două particule variază prin 
deformare

6r — ► 6r' = [r  + 6r.+ p(r + 6r) ] -  [ r  + p(r) ] ,

astfel încât variația vectorului de poziție relativ, datorită de
formării mici, se exprimă în aproximația liniară (dezvoltarea 
Taylor de ordinul 1):

6r' — 6r = p{r + 6r) -  p(r) = ( i r  • V) p(r) , (9.1a)

sau explicit, utilizând coordonatele cartesiene

Sx'i — 6xi = ^  6 ij
i=r,y^

d 
d i j  ^'

Figura 9.1: Vectorii utili
zați pentru definirea ten- 
sorului deformațiilor.

(9.1b)

Relațiile (9.1) se pot exprima în mod condensat, prin definirea tensorului deformațiilor y(r), 
care are componentele cartesiene (yij):

_  dpi 
y i i  =  d ^ (9-2)

atunci relația (9.1a) devine: 6r' -  6r = 6r : y  .
Din definiția (9.2) se observă că tensorul deformațiilor este un tensor de ordinul 2 fără 

simetrie; ca urmare, se poate descompune y  în parte simetrică și parte antisimetrică

y  = e + ă ,

'S trict vorbind, studiul deformațiilor și al tensiunilor dintr-un sistem elastic este domeniul mecanicii 
mediilor continue, dar se presupune c l  aceste noțiuni nu au fost predate anterior studenților din anul III.
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218 CAPITOLUL 9. SISTEME DEFORMABILE ELASTICE

unde componentele cartesiene ale părții simetrice E,j și ale părții anti-simetrice aij au expre
siile:

u  2 \  dxj d i i /  ’

= 1 (  dpi d Pi\
a , J  2 \ 3 i j  dxi J

(9.3a)

(9.3b)

Se poate arăta că partea anti-simetrică â  descrie rotații rigide ale solidului elastic, care 
sunt irrelevante pentru descrierea termodinamică; atunci, partea simetrică e, care descrie 
deformații interne, este singura parte a tensorului deformațiilor care este importantă pentru 
studiul termodinamic al solidului elastic2 .

Asupra componentelor cartesiene simetrice Etj ale tensorului deformațiilor trebuie făcute 
următoarele observații:

• componentele diagonale EH = d p t/d n  (i = x ,y , z) reprezintă dilatări (sau comprimări) 
liniare de-a lungul axei de coordonate respective O ii;

• componentele nediagonale EX V  = Ey x , EX Z  = EZ X  și Ey z  = £z v  reprezintă deformări unghi
ulare, adică variația unghiului dintre vectori de poziție relativi, care sunt inițial (înaintea 
deformării) paraleli cu axele de coordonate respective;

• variația relativă a elementului (infinitezimal) de volum este exprimată prin urma ten
sorului simetric al deformărilor3 :

6V  -> <5V'= JV  (1 + tr{e}) , (9-4)

unde tr{e} = EX X  -I- EX X  + EX X  este urma tensorului e.

9.1.2 T ensorul ten siu n ilor

In cazul când corpul este nedeformat, particulele constituente se află în poziții de echili
bru, astfel că în fiecare domeniu din interiorul corpului rezultanta forțelor este nulă.

Dacă se deformează corpul, particulele constituente ajung în poziții de neechilibru, ceea 
ce implică interacții cu rază scurtă de acțiune între particule (care tind să aducă particulele 
în poziții de echilibru) numite forțe de tensiune interne. în absența unor câmpuri externe 
(gravitaționale, electrice, magnetice, etc.), particulele dintr-un domeniu interacționează cu 
exteriorul prin forțe superficiale (pe frontieră), astfel încât forțele volumice din domeniul 
considerat se pot exprima în mod echivalent prin forțe superficiale.

Din punct de vedere matematic, echivalența anterioară implică exprimarea forței totale 
dintr-un domeniu F , fie prin integrala pe volumul domeniului a densității volumice de forță 
f ,  fie prin integrala pe frontiera domeniului a unei densități superficiale de forță, care este 
componenta normală a unui tensor de ordinul 2, numit tensorul tensiunilor t = (tij)ij=z l!;, : :

F(T>)= [  f  d V  = [  t  n d ? t .  (9.5)
JV(V) Js(V)

Din definiția (9.5) rezultă următoarele proprietăți ale tensorului tensiunilor.
1. Utilizând teorema Gauss, se transformă integrala de suprafață în integrală de volum, 

astfel că se obține relația dintre densitatea volumică de forță și tensorul tensiunilor:

,=d>vi »  /<= 52 ^ -  (“ >
j=x,y,z J

2. t este un tensor simetric de ordinul 2, adică pentru componentele cartesiene este 
valabilă egalitatea ty = t^.

2 Neglijarea părții anti-simetrice (â) semnifică eliminarea eventualelor rotații de ansamblu ale solidului, 
prin alegerea sistemului de coordonate aflat în rotație solidară cu solidul.

3 D eoarece în continuare se va utiliza numai partea simetrică a tensorului deformărilor e, se va denumi pe 
scurt tensorul deformărilor numai această parte simetrică.
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Proprietatea enunțată se obține considerând tensorul antisimetric dual momentului for
țelor asupra domeniului D:

^ H = !  ^ i f j - X j f ^ A V

= -  x i n—  d  V
JvC(D )'  k. =x \  oxk oxk /

ty,z '  '

J v m k ^ y z
d x k J v {v ) k ^ y \ d x k dxk J

Primul termen din ultima egalitate se exprimă ca o integrală de suprafață, conform teoremei 
Gauss:

/  5 ?  f1 * ^ J -  x i  ^ 0  AV = l  £  ( i i  tk j  -  Xj U>) n k AA ,
k ^ y .z  d X k  k ^ y .z

iar cel de-al doilea termen devine:

/  ^  d V =  [  ( t i j - ^ A V  .
k ^ y z \OXk OXk /  J V (p)

Datorită faptului că 9Jlij trebuie să se exprime ca o integrală de suprafață, rezultă că integrala 
volumică (termenul al doilea) este identic nulă, adică se obține simetria tensorului tensiunilor.

3  . Se poate determina semnificația fizică a componentelor cartesiene ale tensorului ten
siunilor:

• componentele diagonale ale tensorului tensiunilor reprezintă componentele normale ale 
densității superficiale de forță pe suprafața perpendiculară axei respective:

6Fi x

unde 6Ft este componenta forței pe direcția normalei la suprafața 6A i','

• componentele nediagonale reprezintă forțe tangențiale

6Fi , . • • xUj = ^ ~  z ,j  = x ,y , z ) ,

unde 6Fi este componenta forței pe direcția tangentă O ii la suprafața 6Aj, care are 
normala pe direcția axei O xj.

4. In cazul compresiei uniforme (aplicarea unei forțe de presiune), forța elastică este 
orientată pe direcția normalei la suprafață (către exterior), astfel că relația (9.5) devine:

iîF = t : n M  = -*P n  6A , 

de unde rezultă că tensorul tensiunilor se reduce la un scalar:

(9.7)

9.1.3 Lucrul de deformare al forțelor elastice
Se consideră o variație a câmpului elongațiilor (care sunt produse de forțe de tensiune) 

6p(r) = p '(?) — p(r)\ atunci, lucrul (infinitezimal) al forțelor de tensiune efectuat în domeniul 
în care se află solidul elastic este:

1 ^ (1 ) )  = -  [  f 6 p A V  = - [
Jv(-D) Jv(V) i j  UXj
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220 CAPITOLUL 9. SISTEME DEFORMABILE ELASTICE

Se efectuează o integrare prin părți, obținându-se două integrale

v 3 ’ d x i

Prima integrală se transformă, conform teoremei Gauss, într-o integrală pe suprafața dome
niului și se calculează în hipoteza că tensiunile sunt nule pe suprafața domeniului:

[  ( t i j i p ^ d V  = <1 ^  ^ . ( 6 P i) n j  d ^  = 0 .
° x i  J^ fD ) f  j

A doua integrală se transformă, pe baza simetriei tensorului tensiunilor, astfel că integrandul 
se poate exprima prin tensorul deformațiilor:

Atunci, lucrul de deformare al forțelor elastice are expresia

SCA {V) = [  î(r) : 6e(r) d V . (9.8)
JV(T>)

Se vor semnala următoarele observații asupra rezultatului precedent.
a. Expresia (9.8) implică hipoteza anulării tensiunilor pe frontiera domeniului considerat. 

Pentru a satisface această condiție pentru un sistem termodinamic finit, este necesar să se 
definească sistemul studiat ca un sistem compus: corpul elastic tensionat este înconjurat de 
un fluid (care nu este tensionabil).

b. Sistemul elastic fiind în general neomogen, trebuie considerată expresia lucrului ca 
integrală de volum; în consecință, densitatea volumică de lucru elastic determină parametrii 
de stare termodinamici ai gradului de libertate elastic:

-  parametrul de stare intensiv elastic este Pd = î  (tensorul tensiunilor),
-  parametrul de stare extensiv redus (densitatea volumică a parametrului de stare exten

siv) este id  =  6X d/6V  = e (tensorul deformațiilor).
c. In cazul solidului elastic supus la o compresie uniformă, tensorul tensiunilor se exprimă 

prin presiune, conform relației (9.7); atunci, densitatea volumică de lucru elastic este:

=  52 d e o d e » =  - țPd (t r ^}) •

Dar utilizând relația (9.4) se obține:

W  =  ^ ' - ^
6V dV  ’

care pentru cazul omogen se poate integra și se obține

(T£d  =  - ?  d V . (9.9)

Se observă, de asemenea, că în acest caz (solid omogen cu compresie uniformă) are loc relația

î : e  =  y 2 b J eo =  - V t r { e }  = - ‘P ^ - ^ .  (9.10)

V 0

9.2 Termodinamica solidului elastic
Se consideră un solid elastic arbitrar, care în cazul general este neomogen. Datorită 

neomogenității este necesar să se utilizeze densitățile volumice (definite față de volumul 
nedeformat VQ) ale tuturor mărimilor extensive:

i  = ^ y  <=> X  = ^ x ( r ) d V ,  (9.11)
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astfel că se stabilesc relații locale între mărimile termodinamice (parametrii intensivi și den
sități volumice ale parametrilor extensivi), iar apoi mărimile extensive totale se obțin prin 
integrare pe volumul corpului elastic.

Pentru simplitate, se va considera cazul când solidul elastic nu are grade de libertate 
termodinamice suplimentare (electric, magnetic, etc.) și când acesta conține o singură specie 
chimică.

9.2.1 Potențiale termodinamice
Conform definiției anterioare, solidul tensionat are 3 grade de libertate termodinamice 

locale (pentru domeniul infinitezimal de volum 6V): termic, elastic și chimic.
Considerând elementul de volum (nedeformat) 6V, care este centrat pe punctul cu vec

torul de poziție r ,  se definesc densitatea de energie internă u =  6U /6V, densitatea de entropie 
s =  6 S /6 V , densitatea de particule n = 6N/6V-, atunci ecuația termodinamică fundamen
tală (energetică) a porțiunii considerate se exprimă prin densități în forma redusă u(s, e,n), 
iar forma diferențială, conform expresiei (9.8) pentru densitatea de lucru elastic, este

du =  T  d 5 +  ^  ty d Sij + / i  dn . (912)

Efectuând transformări Legendre, se pot defini potențiale termodinamice, care se pot ex
prima prin densități (analog energiei interne)4 .

Astfel, densitatea de energie liberă este

f H ^ = u - T S , (9.13a)

cu forma diferențială
df =  -  s d T  + ^  tij d Eij + dn . (9.13b)

i,j
De asemenea, densitatea de potențial Gibbs este

0 =  ^  = u -  T  s -  5 2  ki £ tj , (9.14a)

având forma diferențială

dg =  -  s d T -  5 2  £ ij +  M dn . (9.14b)

Se observă că se pot defini în mod analog alte potențiale termodinamice: entalpia, potențialul 
grand-canonic sau potențiale entropice (dar utilizarea acestora este mai restrânsă).

în cazul particular cel mai simplu, când solidul elastic este omogen, toate densitățile 
volumice ale mărimilor extensive caracteristice ale solidului sunt constante spațial, astfel 
încât relația generală (9.11) devine:

X = x ■ Vo , (9.15)

unde X este U, S , N , T , G, etc.
Se observă că parametrul extensiv elastic (corespunzător densității e) este X^ = Vo ^, 

dar sistemul posedă numai 3 grade de libertate termodinamice, gradul volumic fiind inclus 
în gradul elastic (Vo = constant).

Atunci, ecuația termodinamică fundamentală are forma U(S, Vo e, N), iar (9.12) se poate 
rescrie în forma

AU =  T d S +  5 2  ^J V° d £ i j + n dTV . (9.16)
i j

^Datorită faptului c i se vor exclude tranzițiile de fază, se vor putea utiliza definițiile clasice pentru 
transformările Legendre care produc potențiale termodinamice.
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Datorită faptului că în acest caz U (S ,V oe,N )  este o funcție omogenă de gradul 1, este 
valabilă relația Euler:

U ^ S + ^ t i j  Voca + n N  , (9.17a)

sau exprimată prin densități:

u =  T s  + ^  tij £ij + u n  . (9.17b)
i j

Potențialele termodinamice au în cazul omogen proprietăți analoage cu cele ale ecuației 
termodinamice fundamentale; în particular, din relațiile (9.14a) și (9.17b) se obține pentru 
potențialul Gibbs o relație cu potențialul chimic, care este similară cu cea a fluidului neutru:

g = p .N .  (9.18)

Dacă se consideră, în plus față de omogenitate, că solidul elastic este supus unei compresii 
uniforme, atunci utilizând definiția potențialului Gibbs (9.14a) și relația (9.10), se obține:

£ =  Vo (u -  T s  -  £  *0 e ^ U - T S  + W y  -  Vb) ,

adică, spre deosebire de fluidul neutru, potențialul Gibbs conține termenul suplimentar

9.2.2 Coeficienți termodinamici
Când se consideră un solid elastic arbitrar (în general neomogen), este necesar să se 

utilizeze coeficienți termodinamici locali, care sunt definiți analog cazului general, dar numai 
cu ajutorul densităților volumice ale parametrilor extensivi.

A . D e fin iț ii

Se vor prezenta principalii coeficienți termodinamici locali simpli corespunzători densității 
constante (n =  constant) și unele relații remarcabile între acești coeficienți.

A .l .  D e n s ită ț i de c a p a c ită ț i ca lor ice  (sen sib ile ) se definesc prin particularizarea 
relațiilor (3.3); există 2 tipuri de capacități calorice simple, cu următoarele densități volumice 
corespunzătoare:

• densitatea volumică a capacității calorice la deformări constante

’ (9.19a)

• densitatea volumică a capacității calorice la tensiuni constante

' ( 9 1 9 b )

Cu privire la capacitățile calorice simple ale solidelor elastice sunt necesare următoarele 
observații:

-  sunt posibile definiții mixte, când din cele 9 componente cartesiene (dintre care numai 6 
sunt distincte) aJe tensorilor e sau t, se consideră pentru o parte din componentele constante 
cele ale tensorului deformațiilor iar pentru restul componentelor constante cele ale tensorului 
tensiunilor;

-  în cazul sistemului omogen, se pot utiliza căldurile specifice corespondente densităților 
volumice definite anterior:

C l 7V \ d T ) x  N  1 ’

unde ”i ” este {e} sau {t}.
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9.2. TERMODINAMICA SOLIDULUI ELASTIC 223

A .2. C oeficienți elastici de com pleanță se definesc analog susceptibilităților termodi
namice simple, particularizate pe gradul de libertate elastic când parametrii de stare (inten
sivi și extensivi reduși) sunt tensori:

(9.20)

unde x = T  sau s (pentru coeficienții isotermi, respectiv adiabatici), iar {t}' reprezintă restul 
componentelor tensorului tensiunilor.

Asupra coeficienților elastici de compleanță sunt necesare următoarele observații:
-  acești coeficienți sunt generalizarea coeficienților de compresibilitate ai fluidului neutru;
-  datorită relațiilor Maxwell [în cazul coeficienților isotermi, se utilizează forma diferen

țială a densității potențialului Gibbs (9.14b)] există relațiile de simetrie

(9-21)

-  tensorii e și t sunt simetrici, având numai 6 componente (cartesiene) distincte, implicând 
6 x 6 =  36 seturi de indici pentru coeficienții elastici de compleanță; dar datorită relațiilor 
de simetrie (9.21), numărul componentelor distincte este 6 -I- (36 — 6)/2 =  21;

-  condițiile de stabilitate (4.14), adaptate la cazul prezent, impun pozitivitatea  tuturor 
minorilor principali ai matricilor tensorilor /c ^ :

5

5 Se va face în mod sistematic presupunerea că solidul elastic nu efectuează tranziții de fază, astfel că 
potențialele termodinamice nu pot deveni semi-convexe sau semi-concave.

detnlK ^I > 0 , ( n = l , . . . , 6 ) .

în particular, elementele diagonale sunt pozitive: K -J^ > 0 , unde x  este T  sau s.

A .3. C oeficienți elastici de rig id itate  se definesc în mod similar cu coeficienții elastici 
de compleanță, dar inversând operațiile de derivare (și menținând constante componente ale 
temsorului deformațiilor):

unde x = T  sau 6 (pentru coeficienții isotermi, respectiv adiabatici), iar {s}' reprezintă restul 
componentelor tensorului deformațiilor.

Se remarcă proprietăți similare cu proprietățile coeficienților elastici de compleanță:
-  relațiile de simetrie:

a ij\i =  ^ki,ij ’ (9.23)

[în cazul coeficienților isotermi, se utilizează relațiile Maxwell ale formei diferențiale pentru 
densitatea energiei libere (9.13b)[;

-  tensorii â ^  au 21 componente distincte (din 36 seturi de indici);
-  condițiile de stabilitate (4.14), adaptate la cazul prezent, impun pozitivitatea tuturor 

minorilor principali ai matricilor tensorilor â ^ :

detn |â*^ | > 0 ,  (n =  l , . . . , 6 ) .

în particular, elementele diagonale sunt pozitive: a ^ j  > 0 , unde x  este T  sau s.

A .4 C oeficienți term ici se utilizează următorii coeficienți termici simpli, obținuți prin 
adaptarea definițiilor generale (3.14) -  (3.15):

a. coeficienți termici pentru deformări (la tensiuni constante)

(9-24)

b. coeficienți termici pentru tensiuni (la deformări constante)

(9.25)
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224 CAPITOLUL 9. SISTEME DEFORMABILE ELASTICE

B. Relații remarcabile între coeficienți term odinam ici simpli

B .l .  Relația între tensorii coeficienților elastici de rigiditate și de compleanță isotermi:

(9.26)

(între tensorii coeficienților adiabatici există o relație analoagă).
Demonstrație:
Se efectuează diferențialele formale ale ecuațiilor de stare iij(T ,e ,n) și €ki(T, t ,n) la tempe
ratură T  și densitate n constante:

IT ,n  i,j i j

Se consideră că setul diferențialelor { dt^j }<j  este un sistem de ecuații liniare pentru setul 
{ d fy  } ij, iar acesta prin rezolvare devine:

unde A(â) este determinantul matricii tensorului â^T \  iar ^{a)ki,ij este determinantul mi-
norului elementului a ^  C; atunci, din compararea celor două forme diferențiale ale den , se
obține:

(T) _  A (q )H ,0

^■^ A ( â )

adică matricea tensorului coeficienților elastici de compleanță este egală cu inversa matricii
tensorului coeficienților elastici de rigiditate.

B.2. Relațiile între coeficienții elastici și coeficienții termici:

“ o -  y  ■ &ki, 
k,i

k,l

(9.27a)

(9.27b)

Se observă că relațiile (9.27) sunt generalizarea relațiilor (3.24).
Demonstrație:
Se efectuează diferențierea formală a ecuației de stare ^ ( T ,  î,n) la densitate n constantă:

di*/ ,

de unde rezultă:
o - + V  K(T) DTTL • 

d T  „ 11 0,*/ d T  ’

atunci, în relația precedentă, considerând deformări constante, se obține:

adică relația (9.27a).
Relația (9.27b) se obține în mod similar, sau prin inversarea primei relații și utilizarea

proprietății (9.26). □
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B.3. Relația Mayer pentru densități de capacități calorice:

a S /  a V Q w- (9-28)
ij ,k l

Demonstrație: Se efectuează diferențierea formală a ecuației de stare s(T, e,n) în condiția 
n =  constant:

d ‘ l - = ( j f )  d T  +  S ( ^ )  d a i 4 ‘ l . | ' H ' - E 0 » ^ <

unde s-au utilizat definițiile (9.19), (9.21) și relații Maxwell pentru forma diferențială a 
densității de energie liberă (9.13b).

Din relația anterioară rezultă

C ( t }  “  T  ( ă r L . = T { T  C(£| "  ^  P IJ  ( ă r l ,  }  =  C { £ )  ~ T ^  0 X 3  ’ a i j  ’ 

'  / v h n  '  i j  '  ' V J  '  i j

în final, utilizând relația (9.27b), se obține din relația precedentă egalitatea următoare

c ( t }  -  C M  =  T  S  ( E “ S /  • ’

adică relația Mayer (9.28). □

B.4. Relația Mayer - Le Chatelier pentru coeficienți elastici de rigiditate:

0-29)

Demonstrație:
Se efectuează diferențierea formală a ecuației de stare ^ (T , e, n) la n = constant:

d ^ 1 " =  d T + £  f â )  d e u  =  d T  ~  £  ®  d e «  -

unde s-au utilizat definițiile (9.25) și (9.22).
Din relația anterioară rezultă, pentru un proces adiabatic:

Derivata adiabatică a temperaturii se transformă cu ajutorul formulei funcțiilor implicite 
(A.21) în derivate ale densității de entropie:

T 0 k i 

c(d

unde ultimile egalități s-au obținut utilizând relațiile Maxwell ale formei diferențiale pentru 
densitatea de energie liberă (9.13b), precum și definițiile (9.25), (9.19).

Atunci, se obține

a ij ,k l ~ P * J  +  a ij ,k l  ’

adică relația (9.29). □
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B.5. Relația Reech pentru capacități calorice și pentru determinanții matricilor tensorilor 
coeficienților elastici de rigiditate:

ca  =  A(â<2)
CM  A(â ( T ) ) ’

(9.30)

Demonstrație:
Se utilizează definițiile (9.19) ale densității capacităților calorice, precum și proprietăți ge
nerale ale jacobianilor, rezultând setul de egalități:

40 = _ 9 »  =  M l  M
'W  T M 1  9 (s ,{e}) a (s,{t}) d ( s ,{e}) d (T ,{t})

W M )  3 (T ,{t })a (T ,(e }) 9(T,{e})
Dar utilizând definițiile jacobienilor, se obține:

det
C(t} =
C(O

det
d e  kt /

ijik l = â (â (5 >)
△(â<^) ’

ij,kl
adică relația cerută. □

In încheierea prezentării coeficienților termodinamici simpli ai solidului elastic se vor 
semnala următoarele observații.

1. Există relații suplimentare de tipul celor evidențiate anterior.

2. Există o analogie cu fluidul neutru, dată de următorul tabel de corespondențe:

• coeficienții elastici de compleanță K ^ k l corespund coeficienților de compresibili- 
tate (susceptibilități volumice) x x ;

• coeficienții elastici de rigiditate a ^ y  corespund la inverșii coeficienților de com- 
presibilitate 1 /x jț

• coeficienții termici a ^ , 0 tj corespund la coeficientul de dilatare isobar a  și respec
tiv la coeficientul termic isocor al presiunii 0-,

• densitățile capacităților calorice t(£ |,  C(() corespund la căldurile specifice isocoră 
cv și isobară cp.

3. Procedând analog cu discuția făcută în Capitolul 5, se obțin comportările coeficienților 
termodinamici la temperaturi joase:

• densitățile volumice ale capacităților calorice simple tind către valori nule:

lim c/.i — > 0 , r-»o l  '
lim cni — > 0 .
T-tO 1 '

(9.31a)

(9.31b)

• considerând densitatea de entropie s(T, 1, n) ca o ecuație de stare în reprezentarea 
potențialului Gibbs, și utilizând formularea Nernst pentru Principiul III al ter
modinamicii, se obțin pentru derivatele isoterme ale entropiei comportări asimp
totice nule:

dT AH.»
d2S A — d (® £ i j \ 

d k j  d lki)r,{i}’,n ® ^i \ ^ / (i) ,n

= an  --- > 0 ,J T->0

_  d f d c i j \
3 T  \9t|;| /ȚJQ^n

53 Ț  
, 0

T _̂ o >

(9.32)

(9.33)
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• rezulate analoage se obțin din ecuația densității de entropie s(T, e, n) în reprezen
tarea energiei libere:

W e O /T ,{ e } ' ,n 

d 2 S \  _ _____ 3

d S i j  d E k l / Ț ^ e y n  d e  bl

=  _ ^  — > o , 
9 T j { e y n  3  T ^ ° 

d ț v \  = __ d  (  9  U j \ 
® T  ) { e } ,n  d T  \ d € k l / T , { e } ' , r <

= - ^ e ^ o .

(9.34)

(9.35)

9.2.3 Determinarea parțială a potențialelor din ecuația de stare 
elastică

Pe baza definițiilor anterioare, se va deduce forma generală a ecuației elastice de stare 
și apoi se vor determina expresiile părților elastice ale potențialelor termodinamice și se vor 
evidenția consecințele generale asupra coeficienților termodinamici.

Trebuie să se observe că un solid are comportare elastică (adică există numai deformații 
care dispar în absența tensiunilor) numai dacă se consideră deformații, respectiv tensiuni, 
mici; ca urmare, este suficientă aproximația liniară a dezvoltării Taylor pentru deformări, ca 
funcție de tensiuni.

Pentru a efectua dezvoltarea Taylor menționată anterior, se consideră o stare etalon la 
temperatura TQ, în care solidul este nedeformat (e° = 0) și nu există tensiuni (t° = 0). In 
raport cu starea etalon, dacă se produc deformări isoterme (la 7Q), atunci apar tensiuni legate 
direct de deformări, dar dacă se consideră deformări neisoterme, atunci aceste deformări 
sunt parțial termice (ca efecte de dilatare termice) și parțial mecanice (ca efecte produse de 
tensiuni).

A. Ecuațiile de stare elastice

Se efectuează dezvoltarea Taylor formală a componentelor tensorului deformațiilor, ca 
funcții de componentele tensorului tensiunilor, care se poate aproxima în ordinul 1:

^ ( T ,  t, n) = £ i j (T, t  = 0, n) +  £  f (« +  ■■■ 
k,i n t= 0

« ^ ( T .n J  +  ^ K g X ^ n ) - ^ , 
k,i

(9.36)

unde s-a utilizat definiția (9.20) pentru coeficienții de compleanță și s-a introdus tensorul 
deformațiilor e° corespunzătoare dilatării termice (în absența tensiunilor).

Dacă se consideră temperaturi apropiate de temperatura etalon (T  «  To), și se ține cont 
de faptul că starea etalon este nedeformată, atunci se poate exprima deformarea termică e°
în forma

eP.(T ,n)«eP.(T 0 ,n )+  M (T -  To ) = a ț  • (T  -  To ) , 
To

(9.37)

unde a?- este coeficientul de dilatare liberă (în absența tensiunilor) la temperatura etalon.
Relația dintre deformații și tensiuni (9.36) se poate inversa, utilizând relația (9.26), astfel 

că rezultă (legea Hooke):

i i j l T ^ n )  «  £  a g l ^ 7 »  ’ [ £ « -  ^ ( ^ .  n > ] ■ 
k,i

(9.38)

în cazul stărilor cu temperaturi apropiate de temperatura etalon (T  ss 7b), utilizând 
relația (9.27), se obține din relația precedentă

M 7 » ^  «  £  “g l t 7 »  • ^  + ^ i  • ( T  -  »  • (9-39)
k,i
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B. D eterm inarea parția lă  a den sității energiei libere și consecin țe

Ecuațiile (9.39) se pot considera ecuațiile de stare ale reprezentării energiei libere, conform 
formei diferențiale (9.13b)

atunci, prin integrare parțială în raport cu componentele tensorului deformațiilor (la tem
peratură și densitate constante) se obține densitatea de energie liberă în forma:

f(T, e, n) = f0 (T, n) +  (d (T, e, n) , (9.40a)

unde fot?1, n) este densitatea de energie liberă în absența deformațiilor, iar fd (T, e,n) este 
partea elastică a densității de energie liberă, având expresia generală:

fd(T,e, n) =  ^  £  a & t T ,  n) • £ i j  • ^  -  £  a g } ,^ ,  n) • ^ C C  n) • eu  . (9.40b)

i j ,k l  V ,k l

Utilizând aproximația (9.39) pentru temperaturi apropiate de temperatura standard T « TQ, 
se poate scrie fd în forma:

fd(T,e, n) 4  ^  a g i (T, n) • £ i j  • ek l + (T -  To ) ^  ^  ’ ^J  • ( ^ 0 c )

i j .k l  i , j

Proprietatea de factorizarea energiei libere în parte corespunzătore absenței deformațiilor și 
parte elastică se propagă în ecuația de stare a entropiei:

s(T, e, n) = = 50 (T,n) + sd (T, e,n) , (9.41a)

unde so(T,n) =  ~ (d fo /d T ) n este densitatea volumică de entropie în absența deformațiilor, 
iar sd (T, e,n) este partea elastică a densității de entropie:

sd (T ,e,n) = - i  ^  a S A T ’n ))  e ^ ' £ t l  “  E  [“i? L (^  n ) ’ e 0 (^>n )])  £ «  i

i} ,k l '  ' "  i j ,k l  '  ' n

(9.41b)
pentru temperaturi apropiate de temperatura standard T «  To , se poate scrie sd în forma:

' £ k i - ^ P f j  ■ E ij ■ (9-41c)
ij ,k l  ' n  i j

Cu ajutorul expresiei densității de entropie (9.41), se obține densitatea de capacitate calorică 
la deformări constante ca suma de parte neelastică (pentru absența deformațiilor) și parte 
elastică:

= ^ ( T ,n )  +  c{
d
e } (T ,e ,n ) , (9.42a)

ij ,k l

(9.42b)

Pe de altă parte, din ecuația de stare elastică (9.39), pe baza definițiilor (9.24) și (9.27), se 
obține dependența de deformări a coeficienților termici:

\ ^ T , n )  ■ e°k l (T,n)
k,l ' n  k,l

“o = - E sS< ■ fa - “o-+Q S •

(9.43a)

(9.43b)
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C. D eterm inarea parțială a d en sită ții p oten ția lu lu i G ibbs și con secin țe

Se procedează analog cu discuția precedentă (pentru densitatea de energie liberă) și se 
consideră relațiile (9.36) ca fiind ecuațiile de stare elastice ale reprezentării potențialului 
Gibbs, conform formei diferențiale (9.14b):

M  ZT,(l}',n

= - e 0 (T ,t,n ) ;

atunci, prin integrare parțială în raport cu componentele tensorului tensiunilor (la tempe
ratură și densitate constante) se obține densitatea de potențial Gibbs în formă factorizată:

g(T, t,n) =  f„(T, n) 4- gd (T, t, n) , (9.44a)
unde ^ î . n )  =  0(7,1 =  6, n) este densitatea de energie liberă în absența tensiunilor, [con
form definițiilor (9.13a) și (9.14b)], iar (jd (7, t, n) este partea elastică a densității potențialului 
Gibbs, având expresia generală:

0d(7,t,n) =  ^ A 7 »  • ^  ' ‘« - E  e ^ 7 »  • ^  • (9 -4 4 b )
ij,kl i,j

Utilizând aproximația (9.37) pentru temperaturi apropiate de temperatura standard T  w TQ, 
se poate scrie gd în forma:

0 d ( r ,  t, n ) «  - 1  E  k ^ t ’ n ) ■ ^  • l *' -  (T  -  T ^  E  <  • ^  • (9 -4 4 c )

ij,kl i,j

In mod analog cazului anterior, factorizarea potențialului Gibbs în parte corespunzătoare 
absenței tensiunilor și parte elastică implică factorizarea ecuația de stare a entropiei [obținută 
cu ajutorul formei diferențiale (9.14b)[:

s(T, t, n) = -  =  s0 (T, n) +  sd (7, t,n) , (9-4 5a)

unde So(7,n) =  —(dfo/dT)n este densitatea de entropie în absența tensiunilor, iar 5d (T,i, n) 
este partea elastică a densității de entropie:

1 \ f  d  £° \

5 d ( T , î , n ) = 2 E  '  E  #  = ( 9 -4 5 b )

ij,kl ' ' n ij,kl \  / n

pentru temperaturi apropiate de temperatura standard T  w To , se poate scrie sd în forma:

S d (T ,In )  «  « S , (7 ,n )) ^  • tW +  £  <$ • ^  • (9-4 5c)

ij,kl ' ij

Trebuie să se observe că expresiile (941) și (945) definesc aceeași mărime fizică, densi
tatea de entropie, dar exprimată în variabile diferite: 7 , n și t sau e.

Cu ajutorul expresiei densității de entropie (9.45), se obține densitatea de capacitate 
calorică la tensiuni constante ca suma de parte neelastică (pentru absența tensiunilor) și 
parte elastică:

C< 0 = T ( ^  = ^ ( 7 ,n )  +  c{
d
l } ( 7 , t ,n ) ,  (9.46a)

^ ' ( ^ n )  ^  ^ + 7 E  g r  • ( 9 4 6 b )

ij.kl ' ' n i,j \  / n

Se poate arăta că prin utilizarea expresiilor (9.46) și (9.42) se verifică relațiile Mayer 
(9.28)6 .

6 Se va omite prezentarea verificărilor pentru relațiile generale, cum este relația Mayer, deoarece calculele 
sunt elementare, însă destul de lungi.
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Pe de altă parte, din ecuația de stare elastică (9.36), pe baza definiției (9.24), se obțin
coeficienții termici ai deformâții lor, care au formă factorizată (în parte neelastică și parte
elastică):

a H = a ij + “ v > (9.47a)

unde

(9.47b)

(9.47c)

iar expresiile generale precedente sunt echivalente cu (9.43b).

9.3 Sisteme elastice isotrope și omogene

în secțiunea precedentă s-au prezentat cele mai importante rezultate termodinamice ale 
unui solid elastic arbitrar (anisotrop și neomogen). Datorită faptului că problema generală 
este foarte complexă, în continuare se va considera cazul simplificat, când solidul elastic 
este nu numai liniar (satisface legea Hooke), dar în plus este omogen (adică densitățile 
volumice ale mărimilor extensive caracteristice sunt constante spațial) și isotrop (tensorul 
deformațiilor are simetrie la rotații continue).

Se va arăta că, din considerente generale de simetrie, se poate construi forma generală 
a densității de energie liberă, ca funcție de componentele tensorului deformațiilor, urmând 
apoi să se particularizeze rezultatele generale obținute în secțiunea precedentă.

9.3.1 Construcția potențialului termodinamic
Se alege starea etalon definită prin temperatura TQ și absența deformărilor sau ale tensi

unilor; se observă că, la o temperatură arbitrară (T /  To ) se produc 2 tipuri de deformări: 
termice (efecte de dilatare în absența unor tensiuni externe) și mecanice (produse în mod 
direct de către tensiuni externe). Pentru a obține o semnificație fizică a expresiei generale a 
densității de energie liberă (9.40), se va efectua dezvoltarea Taylor formală a lui f(T, e,n) în 
ordinul 2 față de componentele tensorului deformațiilor7 și se vor separa termenii corespun
zători efectelor de dilatare, de termenii datorați tensiunilor:

f (T ,e,n) =  f(T ,0,n) +  £ ^  ^ - ^ +  -- (9-48)
i j \ o £ i j / T , n  e=0 i j i k l  \ °  £ ' j  °  £  H /T ,n  e= 0

Asupra expresiei (9.48), a densității de energie liberă, se pot evidenția următoarele particu
larități, datorate isotropiei sistemului elastic.

• f(T, 0,n) = fo(T,n) este densitatea de energie liberă în absența deformațiilor.

• Termenii de ordinul 1 și 2 se pot simplifica deoarece isotropia tensorului deformațiilor 
are drept consecință că j(T, e, n) este un scalar; ca urmare, în expresia (9.48) trebuie să 
existe numai combinații scalare ale tensorului deformațiilor e. Pe de altă parte, e este 
un tensor simetric de ordinul 2, iar teoria matematică a tensorilor simetrici de ordinul 
2 arată că există un singur scalar de ordinul 1: tr{e} = ^ -  E„ și există numai 2 scalari 
de ordinul 2: ( tr{e})2 și tr{e2 }.

Pe baza observațiilor anterioare, se poate rescrie expresia genetală (9.48) în forma (cores
punzătoare isotropiei):

f(T ,e ,n )« fo (T ,n ) + < n ) . t r { e }  + M  ( tr{e})2 + / t (T,n) • tr{e2 } , (9.49)

’ Pentm a avea comportarea elastică, este necesar să se considere numai deformați! mici, astfel că trebuie 
utilizată dezvoltarea Taylor de ordin minim; din expresia (9.40) rezultă că o comportare elastică (liniară) a 
tensiunilor implică ordinul 2 pentru dezvoltarea Taylor.
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adică isotropia sistemului implică exprimarea derivatelor de ordinul 1 ale densității de energie 
liberă prin scalarul A(T,n), iar derivatele de ordinul 2 prin scalarii A(T, n) și ^ T ,  n), numiți 
coeficienți Lame.

Pentru a separa contribuțiile diferitelor tipuri de deformări, se vor utiliza următoarele 
observații:

1. Derivatele de ordinul 1 ale densității de energie liberă sunt componentele tensorului 
tensiunilor, iar acestea se anulează la T  = TQ și la deformații nule:

= *0 I = 0 - 
T = T o ,e=O 'T °

de unde rezultă că termenul de ordinul 1 satisface condiția 4(7o,n) =  O ; pentru tempera
turi apropiate de temperatura etalon (T  «  7o) se poate utiliza aproximația liniară pentru 
dezvoltarea Taylor în raport cu temperatura: A(T, n) «  a(n) • {T — TQ) .

2. Există 2 tipuri elementare de deformații ale unui solid isotrop: alunecări (când se 
modifică forma, dar volumul rămâne constant) și comprimări/dilatări (când se modifică 
volumul, dar forma rămâne constantă). Conform proprietăților generale ale tensorului 
deformațiilor e = (E^), urma acestui tensor (tr) este legată direct de variația relativă a 
volumului, așa cum rezultă din relația (9.4); pe de altă parte, componentele diagonale ale 
tensorului deformațiilor reprezintă dilatări/comprimări, iar componentele nediagonale ale 
acestui tensor reprezintă deformări unghiulare. Datorită acestor proprietăți, este posibil să 
se descompună tensorul e în parte de alunecare e*“\  care satisface condiția de urmă nulă 
tr{e '“’} = O , și parte de dilatare/comprimare e*c\  care se reduce la un scalar e ^  = e ^  î  :

= O +T O
E a  ~  i  (M^)) ô 
I ( t r (e}) hj

(9.50)

Pe baza acestei descompuneri, combinațiile scalare din dezvoltarea Taylor (9.49) se rescriu 
în forma:

tr{e} = tr{e ( c )} =  ^ t i i ,  (9.51a)

tr(e 2 } =  tr{ (ew )2 } + tr{ (e ( c )) 2 } + 2  tr{e (a ) : e ( c )}
=  Z [ ^ - H ^ £ “ ) i i j l + î ( ^ £ “ ) ’ (9.5!b)

i j  k k

pentru că termenul mixt 2 t r f e ^  : e ^ }  este evident nul:

tr{e (n) : e ( c )} =  ^ £ J> • |  tr{e} 6^ =  |  tr{e} ^ c ^  = 0  >

(datorită definițiilor celor două părți).
Cu ajutorul observațiilor anterioare, se descompune densitatea de energie liberă în părți 

elementare (în raport cu tipurile de deformații):

K ^ e .n )  = f0 (T,n) + ft ( î , e w ,n) + fc (T ,ew ,n) + fa ( r , e W ,n) , (9.52)

unde termenii elementari corespunzători diferitelor tipuri de deformații sunt:
• J tC ^E ^ .n ) este termenul corespunzător dilatării termice:

ft ( 7 \e ^ .n )  = d(T ,n) tr{ew } =  4 (T ,n )^ e ,- ,-  ; (9.53a)

• fc (T, e^e\ n )  este termenul corespunzător deformărilor de dilatare/comprimare:

fc(T,âW n) =  |  [A(T,n) +  | M(T ,n)] ( t r { e ^ } ) 2 = ® ( £ f i i f ;  (9.53b)
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• fa ( T ,^ “\ n )  este termenul corespunzător deformărilor de alunecare:

fa (T,e<a ),n) = M( 7 »  tr{(e<“>)2 } =  ^ n )  £  [ e i j  -  |  ( ^ ^ * )  ^  • (9-53c)

Conform descompunerii anterioare (9.52) -  (9.53), p(T,n) este numit modulul de alunecare, 
iar K (T ,n)  = Ă(T, n) +  (2/3) p(T, n) este numit modulul de compresie uniformă.

Dacă se consideră solidul elastic la temperatura etalon [T =  7o, când termenul liniar din 
dezvoltarea Taylor (9.49) se anulează], atunci densitatea de energie liberă are o dependență 
pătratică față de componentele tensorului deformațiilor; conform proprietăților generale ale 
potențialelor termodinamice, f(T, e,n) este o funcție convexă față de variabilele extensive 
reduse (ale gradelor de libertate pe care nu s-a efectuat transformarea Legendre) e, n. Atunci 
forma pătratică (a densității de energie liberă) este pozitiv definită, ceea ce implică pozitivi- 
tatea coeficienților Lame:

p(T0 , n) > 0 ,
A(T0 ,n) > 0 .

în virtutea continuității, coeficienții Lamă sunt pozitivi de asemenea în vecinătatea tempe
raturii etalon (T  «  7o)8 ; se observă că modulul de compresie uniformă este pozitiv: K  > 0.

9.3.2 Ecuațiile elastice de stare
Din forma generală a densității de energie liberă [adică expresiile (9.52) -  (9.53), sau 

mai simplu din expresia (9.49)] se obțin prin derivări formale în raport cu componentele 
tensorului deformațiilor [datorită formei diferențiale (9.13b)], ecuațiile elastice de stare:

^ (T ,e ,  n) =  ( =  A (T , n )  6 .. +  X (T, n) 6ij + W T ,  n) £ i j  .

Pentru a avea semnificația fizică a termenilor din ecuațiile de stare elastice, se efectuează 
descompunerea (9.50) pentru tensorul deformațiilor, astfel că componentele tensorului ten
siunilor (ca ecuații elastice de stare) se factorizează în funcție de deformațiile elementare:

t,) (T, e, n) = i ^  (T, n) + t ^  (T, eM , n) + t ^ (T, e M , ii) , (9.54)

unde termenii descompunerii (tipurile de tensiuni) sunt:
• i-j n) sunt tensiuni datorate efectelor de dilatare termică:

t ^ C ^ n )  =  A(:r,n) 50  ; (9.55a)

• t ^ ț T .e ^ ’.n) sunt tensiuni datorate deformărilor de dilatare/comprimare:

^ ( T . e ^ . n )  =  3 < n ) - 4 c) =  K (T ,n)  ( £ > * )  iy  ; (9.55b)

• t^ (T ,e * a \ n )  sunt tensiuni datorate deformărilor de alunecare:

^ ( T . ^ ^ n )  ^ ^ T . n ) . ^ 1 = 2 ^ ^ ^  [ ^ - j ( p n )  i y ]  • (9.55c)

Se vor evidenția următoarele observații asupra ecuațiilor de stare elastice (9.54).

1. S-a separat contribuția asupra componentelor tensorului tensiunilor, datorate efectelor 
de dilatare t ^ \  față de contribuțiile deformațiilor t ^  -I- t y \  această ultimă contribuție 
(numită tensiune Hooke) este constituită din partea de dilatare/comprimare și partea de 
alunecare.

8 De fapt, "Tb a fost aleasă arbitrar, astfel încât se obține pozitivitatea coeficienților Lam^ la orice tempe
ratură.
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2. Ecuațiile elastice de stare fiind liniare (în raport cu deformațiile), acestea se pot inversa, 
rezultând expresiile componentelor tensorului deformațiilor ca funcție de tensiuni:

^ij = ^  + ^  > (9-58)

unde
• sunt deformări termice, produse prin efecte de dilatare:

e « ) =  ’ ^ i i ;  ( 9 ’5 7 a )

• e ^  sunt deformări Hooke, produse prin aplicarea unor tensiuni mecanice:

(^tit) • (9-57b)

Demonstrație: Din expresia explicită a componentelor tensorului tensiunilor

tv = A 6ij + 2/z p 0  -  ^ t r { e } ^  6^ ] 4- K  ( tr{e} ) <50

se obține 
A 1 A 4

tr{t} = 3A + 3 K tr{ e }  =► tr{e} =  —  tr{t} -  — .

Atunci relația inițială se inversează în raport cu componentele tensorului deformațiilor:

=  ( 3 / ?  t r <*> -  K  )  ^  '

de unde, după operații algebrice banale, rezultă expresiile (9.56) -  (9.57). □

3. în cazul deformațiilor isoterme (T = 7o), dispar efectele de dilatare termică, adică 
/l(7o,n) = 0 , astfel că ecuațiile de stare elastice devin legea Hooke:

tij — A + 2 M ^0 >
k

C y  ~  2 M (3A +  2 M) ( p “ )  d °  +  2 M ^J '

4. Ecuațiile de stare elastice inversate (9.56) -  (9.57) se pot exprima într-o formă mai 
concisă, prin definirea modulului Young E și a coeficientului Poisson cr.

E _  ^ (3 A  +  2 /z) 
A +  /z 

_  A 
^ =  2(A 4- M) '

(9.58a)

(9.58b)

Atunci se obțin ecuațiile condensate:

£ ij — p  [ (1 + ^  Û a { ^  ^ij ] ^ij > (9.59)
A L  \  /  J a A

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



234 CAPITOLUL 9. SISTEME DEFORMABILE ELASTICE

sau în mod explicit, pe componentele cartesiene:

1 a  a
£ x x  =  ~E ^^  ~ E  ^ v ~ ~E ẑ z  ~

4
3K '

(9.60a)

a  1 a
£ vv —  g  ^ J -  g ^ :

_ 4
“  3K ’ (9.60b)

_  <7 C7 1
£ l 1  ~  ~~E ^ x  — ~E ^  E ẑz

_ 4
“ 3K ' (9.60c)

^zy — ^yz — g  *-zy > (9.60d)

^yz —-  ^zy -—  g  t4yz , (9.60e)

— — l i £  i
^ X Z  —  ^ Z X  —  ^  YXZ • (9.60f)

Utilizând forma generală (9.36) pentru ecuațiile elastice de stare se obțin expresiile coeficien
ților elastici de compleanță isotermi K ^ p  în cazul isotrop, exprimați prin constantele E  și 
cr; de asemenea, rezultă pentru deformările de dilatare termică componente diagonale egale

ez°z  = êy°y  = êz°z  = — ’,

iar componentele nediagonale sunt nule £x y  = £yz = EZ X = 0 .
In vecinătatea temperaturii etalon (T  «  7b), componentele părții corespunzătoare di

latării termice ale tensorului deformațiilor se exprimă prin coeficientul de dilatare liberă a ? , 
conform relației (9.37), de unde rezultă pentru coeficientul 4 ( 7 ,n) expresia aproximativă: 
4 (7 , n) «  -K (T 0 ,n) a°(n) (7  — 7Q), unde s-a notat a °  = t r { â 0 } = 3 » ^ .

Pe baza definițiilor (9.58) se pot exprima coeficienții Lam6 cu ajutorul modulului Young 
și a coeficientului Poisson:

A (H -cr)(l -  2 a) ’ 11 2 ( l + a ) ’ K  3 ( l - 2 a ) ’

Atunci, pe baza consecințelor condițiilor de stabilitate fi > 0, K  > 0 rezultă condițiile 
următoare asupra coeficienților E  și a:

E > 0 , -1  < a < 1/2 . (9.62)

5. în mod similar se pot discuta formele explicite ale ecuațiilor elastice de stare directe 
(9.54), obținându-se expresiile particulare ale coeficienților elastici de rigiditate isotermi 
a^ în cazul isotrop, prin comparație cu forma generală (9.39). Expresiile componentelor 
cartesiene ale tensorului tensiunilor (ca ecuații elastice de stare) în notație condensată sunt
următoarele:

^j =  । , [ e O + "j ] + ^  iy  , (9.63)
k

sau explicitat:

iXz =  (2/i +  A) s x x  + A Eyy + A s z z  +  4  , (9.64a)
t j j  = A EX X  +  (2p + A) €yy + A EZ Z +  4  , (9.64b)
t î 2  A EX X  +  A Eyy + (2/i + A) EZZ + 4  , (9.64c)
tzy = iyz = 2/1 sXy , (9.64d)
tyz = tzy =  2/1 £yZ , (9.64e)
tcz =  izz =  2/1 EX Z  . (9.64f)
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6. Prin utilizarea modulului Young și a coeficientului Poisson, în locul coeficienților Lamâ, 
se pot exprima termenii corespunzători deformațiilor (de dilatare/comprimare și de alungire) 
ai densității de energie liberă (adică partea elastică) în următoarea formă:

fd — fc +  fa — 2 ( $ 2 £ k l )  +  P 5 Z  ^ b ) 

* i j

(9.65)

9.3.3 Deformații isoterme particulare
Dacă solidul este omogen și isotrop, atunci câmpul deformațiilor este uniform și, în 

consecință, câmpul tensiunilor este de asemenea uniform; ca urmare, câmpurile tensiunilor și 
deformațiilor se determină complet din condițiile la limită și cu ajutorul legii Hooke (ecuația 
de stare elastică).

Pentru simplificarea discuțiilor asupra deformațiilor și tensiunilor particulare, se vor con
sidera numai deformații isoterme (la T  =  TQ), când efectele de dilatare termică sunt absente, 
ceea ce implică anularea termenului A din ecuațiile elastice de stare e țT .tn )  sau i(T ,r,n ), 
reprezentate prin relațiile (9.59), respectiv (9.63).

Se vor discuta, prin particularizarea rezultatelor generale anterioare, două tipuri de 
deformații simple: compresie uniformă și deformații omogene în bare cilindrice (adică trac
țiuni simple și tracțiuni uni-axiale).

A. C om presie uniform ă

Dacă asupra solidului elastic se aplică o presiune constantă (spațial) pe frontieră țJ, 
atunci tensorul tensiunilor este reductibil la un scalar constant, conform relației (9.7).

Variația relativă (considerată mică) a volumului corpului se exprimă cu ajutorul urmei 
(tr) tensorului deformațiilor, datorită relației (9.3); utilizând rezultate obținute pentru de
ducerea expresiilor (9.57) a legii Hooke, se poate exprima urma tensorului deformațiilor cu 
ajutorul urmei tensorului tensiunilor și a modulului de compresie, astfel că variația relativă 
a volumului devine:

i 4 = l ' < ' l  =  ă , r W '

Datorită relației (9.7), urma tensorului tensiunilor este tr{t} = - 3 $ ,  astfel că se obține:

Luând în considerare că rezultatele elastice sunt valabile numai pentru deformări și presiuni 
mici, se poate calcula coeficientul de compresie isotermă (definit analog ca la fluidul neutru)

- _ 1

ceea ce justifică terminologia utilizată pentru coeficientul K  (adică “modulul de compresie”).

B. D eform ații om ogene în  bare

Se consideră o bară elastică cilindrică, având axa paralelă cu axa Oz și supusă la forțe 
de tracțiune (alungire/comprimare) aplicate la capete F, situație ilustrată în figura 9.2. 
Dacă forțele de tracțiune sunt repartizate uniform pe suprafețele transversale de arie A, 
atunci presiunea corespunzătoare (pe aceste suprafețe transversale de la capetele barei) este 
<P = F /A .
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B .l  T racțiu n i s im p le  în acest caz suprafața late
rală a barei este liberă, (fără tensiuni), iar deformațiile 
sunt omogene e =  const.(r); conform legii Hooke, 
tensiunile sunt de asemenea omogene t =  const.(r).

Pentru a determina componentele tensorului ten
siunilor din condițiile la limită, se utilizează relația 
(9.5) particularizată la cazul omogen, pentru a ex

— <----------------------------------->■
O z

Figura 9.2: Bara omogenă cilindrică.

prima forța pe una dintre suprafețele transversale cu ajutorul tensiunilor:

<5F = t : n M ,  (9.67)

unde n  este versorul normalei la suprafață (considerată plană).

• Pe suprafața laterală (S |) versorul normalei are componenta de-a lungul axei cilindrului 
nulă n  =  (nz ,n v ,0), iar forța este nulă; atunci, din relația (9.67) rezultă:

6Fi =  5 2  ( 5 2  ^j ’ n i } e i $Ai =  0 , 
i=x,y,z j=x,y,z

unde { e, }i= x  v z sunt versorii axelor de coordonate. Relația anterioară fiind valabilă 
pe toate porțiunile suprafeței laterale, se obțin egalitățile:

tix -n x  + liy ■ n y = 0 , (i = x ,y ,z )  .

Din condițiile anterioare și luând în considerare simetria tensorului tensiunilor, rezultă:

adică: tensorul tensiunilor, în această situație, are o singură componentă nenulă care 
este t „ .

• Pe suprafața de bază din dreapta (conform figurii 9.2), normala este n  = ez , iar forța 
F  = ^  A  ez  -, atunci, relația (9.67) devine:

W Ă e z  = ^  ^  • e * -4 >
i = z,V .z

adică t „  =  ți.

Din raționamentul anterior s-a determinat tensorul tensiunilor:

kj = ? 6iz  6j z  . (9.68)

Având expresia tensorului tensiunilor, se obțin componentele tensorului deformațiilor din 
legea Hooke (9.59); rezultă un tensor diagonal:

£ x x  — £ y y  — E ^  '

1

E ij = 0 , ^ /  j )  ■

(9.69)

Se vor menționa următoarele consecințe ale expresiilor (9.69) pentru componentele tensorului 
deformațiilor.

• Conform interpretării generale, componentele diagonale ale tensorului deformațiilor 
reprezintă alungiri(sau comprimări) pe direcția axei respective; atunci, alungirea relativă 
longitudinală este:

- i
1  =  £ z z = p V ,  (9-70)
*11 E

(adică se obține definiția standard a modulului de tracțiune Young).
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• Conform aceleiași interpretări, alungirea (sau comprimarea) relativă transversală este:

= (9.71)

de unde rezultă definiția standard a coeficientului de contracție transversală Poisson (ca 
raport al contracției relative transversale și al alungirii relative longitudinale).

• Variația relativă a volumului rezultă din relația (9.3), care în acest caz devine:

sau prin utilizarea relației (9.61), se obține9

9Se observă că s-a obținut un rezultat diferit, față de cazul compresiei uniforme (discutat anterior), când 
este valabilă relația (9.66).

10ln ultima parte a acestui capitol se studiază, prin metode elementare, termodinamica unei bare elastice, 
la care se neglijează deformafiile transversale, fără să se considere tensiuni transversale care să compenseze 
contracțiile Poisson.

11 in această expresie densitatea de energie liberă nu este potențial termodinamic, pentru că se utilizează 
ca variabilă presiunea.

=  377 $  • ( 9  7 2 )

• Partea elastică a densității de energie liberă, care are expresia (9.65), se poate exprima 
în cazul particular studiat în prezent prin utilizarea ca variabilă a presiunii (adică se obține 
expresia fd numai ca valoare, dar nu ca potențial termodinamic, pentru că se utilizează o 
variabilă nenaturală); deoarece

1 — 2 <7 / , 2 1 +  2 CT2 oE = —g— ” ■ E M ’
se obține

. — 2 (1 E4-  cr) l\  1 -a 2 a  (Z l-2E<~7   $ 7\  
2 +  l +E *2< T

2
m̂  2 ]J  ~  l +2 E2c r

2 $  2 ’ ( • )

B .2 Tracțiuni uni-axiale în acest caz, spre deosebire de cazul anterior, se aplică tensiuni 
pe suprafața laterală a barei astfel încât aria suprafeței transversale A  să fie constantă (adică 
bara are numai deformații longitudinale, care sunt alungiri sau comprimări, dar sunt absente 
deformațiile transversale)10.

Conform condițiilor, tensorul deformațiilor are o singură componentă nenulă, anume ez z , 
adică:

t i j  = £ ^iz &jZ • . (9.74)
Utilizând legea Hooke (9.63) se obțin componentele corespunzătoare ale tensorului tensiu
nilor, care este în acest caz un tensor diagonal:

^  = ^  = - E  ( 1 + a ) ( 1 _ 2 a ) e ,
1 t F ,  ( 9 7 5 )

“  (l + (7)(l-2<7) ’. = 0, ( i ?  j)  ■
Datorită faptului că i „  = ț  (presiunea pe suprafețele transversale), se pot exprima rezul
tatele anterioare în forma:

_  ( H . , ) ( l - 2 „ )
E ( l - a )

Ux =  tM  =  j •

De asemenea, partea elastică a densității de energie liberă (9.65), exprimată prin presiune11 , 
este;

E  \ A  2 1 _ ( 1 + ^ ) ( 1 - 2 CT) 2 , ,1 ‘  2 B ( l - a )  ’  ' (“ ’
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9.3.4 Coeficienți și procese termodinamice

Se vor utiliza rezultatele generale din secțiunea 9.2 pentru a obține cele mai importante 
proprietăți ale coeficienților și proceselor termodinamice ale sistemelor elastice isotrope.

Datorită faptului că sistemele elastice au o mare varietate de proprietăți termodinamice 
(inclusiv în cazul simplificat, când sistemul elastic este isotrop), se vor prezenta numai pro
prietățile termodinamice utilizând reprezentarea energiei libere (T, e, n) și -  pentru a asigura 
o mai mare simplitate -  se vor neglija variațiile de densitate (adică se va efectua în mod 
sistematic aproximația n w const.)1 2 .

1 2 Evident, o discuție similară se poate face utilizând reprezentarea potențialului Gibbs (7’, î,n), sau orice 
altă reprezentare termodinamică.

Potențialul termodinamic natural al sistemului, energia liberă, are densitatea volumică 
dată de expresiile (9.52) -  (9.53). Utilizând forma diferențială (9.13b) și procedând analog 
cu deducerea expresiei (9.41), se obține pentru densitatea de entropie:

s(T,E,n) = So(r,n) + sd (T ,e,n) , (9.77)

unde SQ(T, n) este densitatea de entropie în absența deformațiilor, iar 5d(T,e, n) este partea 
din densitatea de entropie datorată deformațiilor (de dilatare termică, sau produse de tensi
uni mecanice):

Sd(T,e,n) = -

Se vor semnala principalele consecințe ale expresiei precedente a densității de entropie în 
cazul temperaturilor apropiate de temperatura etalon (T «  7Q).

a. Coeficienții A(T,n), p(T,n) și K (T ,n)  se pot aproxima în următoarele forme:

A(T,n) =  - K  a°  (T - T o ) , 
l^T , n) = n , 

K (T, n) = K  ,
(9.79)

unde a ° , ^  și K  se tratează ca fiind constante.

b. Pe baza aproximațiilor anterioare, partea elastică a densității de entropie devine:

sd (T ,e,n) «  K  a ° ^  £ a i (9.80a)

(se observă că în aproximația K  și n constante, partea elastică a densității de entropie este 
determinată numai de termenul corespunzător dilatării termice).

c. Pe de altă parte, densitatea de entropie în absența deformațiilor (partea neelastică) se 
poate aproxima prin dezvoltarea Taylor de ordinul 1 față de temperatură, astfel că această 
parte a densității de entropie se exprimă cu ajutorul densității de capacitate calorică isocoră:

/ d s \  c0

S o ( T ,n ) « S o (To ,n )+  —  ( T - î o )  =  < o , n )  + ^  (T -T o )  ■ (9-80b)

d. Ecuația procesului adiabatic, la temperaturi apropiate de temperatura etalon (cu apro
ximațiile introduse anterior) are forma:

SQ 4- - ^  (T — TQ) + K a °  ^  Ea = constant .
îo

(9.81)
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Din ecuația precedentă a procesului adiabatic se obține aproximativ variația temperaturii la 
deformarea adiabatică ( To , e° =  6 — > T , e):

T - T ^ - ^ K a 0 ^ ^ . 
c v i

(9.82)

e. Utilizând aproximația precedentă (pentru variația adiabatică a temperaturii), precum și 
legea Hooke isotermă (9.54) - (9.55), se poate deduce (aproximativ) relația dintre componen
tele tensorului tensiunilor și componentele tensorului deformațiilor pentru procese adiabatice 
(când T  «  To):

i ^  =  A(T, n) 6^ + 2 p(T, n) [e0  -  1 ( ^  ek k )  6^ ] + K (T, n) ( £  e**) 6^ 

«  . a o . ( T  _  T ^  d . . +  2 ^  L . . _  1 ( ^ £ h ) S i j  ] +  K  ț ^ e t f c j  { j .

«  *  (1 + ^  ^ )  ( Z e “ )  ^  +  2p  [ ^  -  |  ( E ^ )  ^  ] • 

V k k

Prin comparație cu relația analoagă isotermă (aproximată pentru T  «  To)1 3 :

1 3 Rezultatul se obține din relațiile (9.54) -  (9.55) cu aproximația corespunzătoare temperaturilor T  «  TQ, 
când 4  «  0 , /z «  const. , K  «  const.

14 Modulul de compresie uniformă adiabatic /<<a d > se poate obține, prin utilizarea relațiilor Mayer și Reech, 
împreună cu relația (9.67):

lo ’ = K + 2 ̂  [ -  s K £kk)6ij ] ;

relația adiabatică precedentă se rescrie introducând modulul de compresie uniformă adia
batică K ^ ^  și modulul de alunecare adiabatic g ^ ,  în forma:

, (9.83)

de unde rezultă14

TC<a d ) «  K  [1 +  ^ ^  , M(a d > « p . (9.84)

f. Pe baza rezultatelor anterioare, se poate obține forma aproximativă ecuației termodi
namice fundamentale (energetică) pentru solidul elastic.

Considerând temperatura și densitatea constante (T, n =  constant), din densitatea de 
energie liberă

i ij k

se obțin ecuațiile elastice de stare

\ O £ U/T,{e}', “ K Sij + 2 fl[£ij _ î 5°
n ' k ' L J * 7

în mod analog discuției anterioare, dar considerând acum densitatea de entropie și densitatea 
de particule constante (s, n =  constant), efectuând integrări (parțiale) față de componentele

K i>d ) -  _L 
«5

.  01 C 0  CV
T fa 0 )2

7b(a°)2

,00
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tensorului deformațiilor (în mod similar cu operațiile care ar fi condus la construcția energiei 
libere din ecuațiile de stare elastice isoterme), se obține:

u(s,e,n) -  u°(T,n) =  —  ( ^ E H)  +M(a tl) ^  p u  -  j  ( ^ ^ * )  ^ ]  > (9-85)
> ij *

care este ecuația termodinamică fundamentală (aproximativă)
densitate volumică).

scrisă în formă locală (ca

9.4 Termodinamica barei elastice
9.4.1 Definiții și informații empirice

Figura 9.3: Geometria barei elastice.

Se alege cazul particular cel mai simplu când sistemul termodinamic este o bară elas
tică uni-dimensională; atunci, se vor neglija deformările transversale ale barei (adică se va 
considera că aria transversală a barei .4 este aproximativ constantă) și se vor studia numai 
deformările longitudinale (alungiri și comprimări).

Modelul barei elastice uni-dimensionale implică următoarele observații.
a) Bara elastică este un cilindru cu aria bazei A 

și lungimea l; datorită faptului că aria .4 se consideră 
constantă, volumul barei V  =  .4 • I nu este o mărime 
relevantă și se preferă să se lucreze cu lungimea l.

b) Se consideră că bara este un sistem termodina
mic închis, având a cantitate de substanță constantă: 
N  = constant; atunci, gradul de libertate chimic este 
înghețat.

c) Există 2 tipuri de alungiri-comprimări ale barei:
-  termice produse prin efecte de dilatare termică,
-  mecanice produse prin acțiuni ale unor forțe externe.
Se alege starea etalon a barei la temperatura TQ și în absența forței externe Xe x t = 0, iar 

atunci bara are lungimea etalon L = 1(TQ,0).
In absența forței externe (când are loc dilatarea liberă a barei) lungimea barei la tem

peratura T  este IQ(T) =  I(T, 0) .
în prezența forței externe (XextV 0) barase deformeazăisoterm lo(T) — > l ( T ,X ) , unde 

X  este coordonata pe direcția barei a forței elastice interne X (care este egală în mărime 
și opusă ca orientare forței externe X = - X ext). Se definește elongația y (T ,X )  ca fiind 
deformarea (alungire sau comprimare) produsă isoterm de forța externă

V (T ,X ) = l ( T , X ) - l 0 (T );

se remarcă că X  și y au semne contrare, cum rezultă din figura 9.3.
Pentru a putea construi termodinamica barei elastice se vor considera cunoscute urmă

toarele informații empirice asupra acestui sistem.
• în cazul barei libere (X = 0) se cunosc
-  coeficientul de dilatare termică liberă (liniară)

_  1
Qo = z

d i 
d T x=o

1  dlp(T)
L d T

(9.86)

-  capacitatea calorică liberă

C0 = T d Ș o (n 
dT

(9.87)

unde So(T) este entropia barei libere. Pentru simplitate se ca considera aproximația când 
coeficienții anteriori |ao(T) și CQ(T)] sunt constanți.

• în cazul barei tensionate (X ^  0) se consideră că bara are o comportare elastică, adică 
forța elastică X este proporțională cu elongația, conform legii Hooke:

X  = - k ( T ) y , (9.88)
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unde k(T) este coeficientul elastic isoterm, fiind considerat o funcție cunoscută de tempera
tură1 5 .

15Coeficientul elastic isoterm (în cadrul aproximației de neglijare a deformărilor transversale) este exprima
bil prin modulul Young, conform relației k = E A/l .

16Se observă că în aproximația definită anterior bara elastică este un sistem termodinamic “simplu”.

Se vor evidenția următoarele observații asupra legii Hooke:
i. relația (9.88) poate fi interpretată fie ca ecuația de stare a forței X (T , l), fie ca ecuația 

de stare a lungimii l(T ,X )

X (T ,l)  = - k ( T ) [ l - l 0 (T )] , (9.89a)
l(T ,X ) = l0 ( T ) - - ^ - X ;  (9.89b)

ii. lucrul mecanic elementar efectuat de forța elastică X  pentru a produce o variație a 
lungimii barei dl este

î£ e i = - X  • dl ,

din care rezultă că parametrul extensiv al gradului de libertate elastic este lungimea barei, 
iar parametrul intensiv conjugat este opusul coordonatei forței elastice

X eI =  l , 
Del = - X  ■

Conform modelului prezentat anterior pentru descrierea stărilor de echilibru termodi
namic se vor utiliza următorii parametri de stare:

S  l N = constant,
T - X  n .

Din lista precedentă se observă că
-  gradul de libertate volumic este inclus în gradul de libertate liniar,
-  gradul de libertate chimic este “înghețat”;

atunci, sistemul are numai 2 grade de libertate termodinamice efective: gradul de libertate 
termic și gradul de libertate elastic (liniar)16 .

Forma diferențială termodinamică fundamentală este

dU = T d S - X d l  + f id N  , (9.90)

(ultimul termen este nul datorită faptului că dIV = 0).
Se vor utiliza 2 reprezentări termodinamice:
a. reprezentarea energiei libere, în care potențialul termodinamic este

X(T,/,7V) = inf [ « (5 ,I ,7 V ) -T 5 ]  (9.91)

și are forma diferențială
d E  = - S  d T  -  X  d l + n d N  , (9.92)

(ultimul termen este nul datorită faptului că d/V =  0);
b. reprezentarea entalpiei libere, în care potențialul termodinamic este

G(T, X , N) = inf [w (5 ,l,N ) -  T S  + X  l^ (9.93)

și are forma diferențială
- d £  = - S d T  + l d X + M d X  , (9.94)

(ultimul termen este nul datorită faptului că dTV = 0).
Datorită faptului că gradul de libertate chimic este înghețat se va omite în continuare să 

se mai noteze numărul de particule N  ca variabilă a potențialelor.
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9.4.2 Potențiale termodinamice și ecuații de stare
A. Bara liberă (X = 0)

Dacă se consideră că asupra barei nu acționează forțe externe de deformare, sistemul 
are numai un singur grad de libertate termodinamic activ, anume gradul termic și singura 
variabilă este temperatura T.

în aceste condiții se utilizează definiția coeficientului de dilatare liberă (9.86), aproxi
mat ca fiind independent de temperatură, și valoarea etalon a lungimii barei lo(To) = L, 
obținându-se prin integrare expresia lungimii libere (netensionate) a barei elastice

lo(T) = L [ 1 + a o ( T - T o ) ]  , (9.95)

care este bine-cunoscuta lege de dilatare termică liberă.
Utilizând definiția (9.87) a capacității calorice libere a barei, de asemenea aproximată ca 

fiind independentă de temperatură, se obține pentru entropia barei netensionate expresia

^o(^) = [ T % d T '  + S0 (T0 ) =  Co In +  ^ ( T o ) . (9.96)
JTo 1  2 o

Capacitatea calorică a barei libere Co este definită la forță nulă (adică la parametrul 
intensiv elastic constant, cu valoare nulă); atunci, conform relației generale (3.20)m această 
capacitate calorică este egală cu derivata entalpiei (ca ecuație calorică de stare)

C o = ^ L o
d H (T ,X ) 

d T x=o

Pe de altă parte, entalpia este definită ca transformata Legendre energetică pe gradul elastic, 
astfel încât la forță nulă este egală cu energia internă:

H ( T J ) |  = [ W ( r j ) - X i l |  = U o(T). 
Ix=o L J lx=o

Ca urmare rezultă

Co =
W ) 

dT
atunci, prin integrare (de la temperatura etalon To la temperatura curentă T) se obține 
ecuația calorică de stare “liberă” (a barei netensionate)

U0 (T )=  f  Co d T '+ U 0 (T0 ) = C 0 ( T - T 0 )+ U 0 ( T ^ 
JT0

(9.97)

Datorită faptului că în absența forței deformatoare atât energia liberă cât și potențialul 
Gibbs sunt egale cu energia liberă a barei nedeformate T |I A„  — Un  = <7|I  A„ _— U. = T o(T ), se obține 

XO(T ) = UQ(T ) - T S O(T ) . (9.98)

B. Bara tension ată  ( X / 0  sau  l ^  f0 )

Studiul barei tensionate se poate efectua uzual în două variante: utilizarea variabilelor 
(T,l), sau utilizarea variabilelor (T ,X ).

B .l .  S tudiu l cu variabilele T ,l  implică energia liberă T (T ,l)  drept potențialul termo
dinamic natural al sistemului.

Pe baza formei diferențiale (9.92) și a legii Hooke în forma (9.89a) se obține expresia 
derivatei energiei libere în raport cu lungimea barei

= - X ( T , l )  = k(T) [ l - l 0 (T)] .
T

d X \ 
d l  )
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Prin integrare parțială în raport cu lungimea barei l rezultă

T(T , l) = ^ (T ) + [ ‘ dl' k(T ) [ l' -  l0 (T) ] ;

dar utilizând condiția 7 (T ,I) = FQ(T) se obține că funcția de integrare este energia
h=io(î)

liberă a barei nedeformate ^(T) = F̂Q(T), iar energia liberă a barei elastice (în cadrul 
aproximației enunțate) se exprimă în forma

^ r . o ^ o t n  + ̂ fT ,!), (9.99a)

unde F d (T,l) este partea energiei libere corespunzătoare deformărilor elastice

7 d ( r ,0  = ^ [ l - l o ( T ) ] 2 . (9.99b)

Expresia anterioară conține întreaga termodinamică a barei elastice (evident, în cadrul 
aproximațiilor efectuate); consecința importantă a expresiei (9.99) constă în faptul că mări
mile obținute prin derivate ale energiei libere vor fi constituite ca sume din termenul cores
punzător barei libere (netensionate) și termenul corespunzător deformației elastice.

Prin utilizarea formei diferențiale (9.92) se obține entropia

S(T ,l} =  " ( S ^ ) ,  =  S ° { T }  +  S d ( T ’ l }  ’ (9.100)

unde
•W )= W ) 

d T
este entropia barei netensionate, având expresia (9.96), iar

S d (T,l} = [ ^ f } i = -  ^ ^ ^  [ ' "  W n ] 2 + ^« o  ■ k(T) [l -  l0 (T)] , (9.101)

este partea elastică a entropiei barei.
Ecuația calorică de stare se obține, prin inversarea transformării Legendre, din energia 

liberă
U{T,l) = ^ ( T ,  l )+ T  S(T , l) = U0 (T) + Ud (T ,l) , (9.102)

unde UQ(T) este energia internă a barei netensionate, având expresia (9.97), iar

Nd (T , l ) = X d (T,l) + T S d (T,l)
J [ t ( T ) _ T ^ ]  [ l - l 0 (T )] 2 + L a 0 - T k ( T ) [ l - l 0 (T)] , (9.103)

este partea elastică a energiei interne.
Se observă că expresia k y 2 /2  este partea elastică a energiei libere, adică T d conform 

relației (9.99b); pe baza expresiei (9.103) rezultă că această mărime poate fi egală cu partea 
elastică a energiei interne T d numai dacă se consideră o constantă elastică k(T) care nu 
depinde de temperatură și bara elastică are dilatare termică neglijabilă (ceea ce implică un 
coeficient de dilatare termică liberă nul: o0 = O)1 7 .

17Trebuie să se observe că situația k (T )  =  constant și «o =  0 este nefizică, astfel că în general k y 2 /2  ^  Ud .

B .2. S tudiu l cu variabilele T ,X  implică potențialul Gibbs Q (T,X) în calitate de 
potențial termodinamic natural al sistemului.

Construcția potențialului Gibbs se poate efectua printr-o metodă similară cu cea utilizată 
anterior pentru construcția energiei libere. Pe baza formei diferențiale (9.93) și a legii Hooke 
în forma (9.89b) se obține expresia derivatei potențialului Gibbs în raport cu coordonata 
forței elastice

M  = l(T ,X )  = l0 ( T ) - — - X  .
\ d X  JT  k(T)
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Prin integrare parțială în raport cu coordonata forței elastice X  rezultă

G(T, X )  =  ®(T) + ^  dX ' [ l0 (T) -  ^  X ' ] ;

dar utilizând condiția ^(T, X )| = Fo(T) se obține că funcția de integrare este energia

liberă a barei nedeformate ©(T) =  ^ ( T ) ,  iar potențialul Gibbs al barei elastice (în cadrul 
aproximației enunțate) se exprimă în forma

Q{T,X) = T ^ T }  + & (T ,X ) , (9.104)

unde ^ d t^ X )  este partea potențialului Gibbs corespunzătoare deformărilor elastice

Rezultatul anterior se putea deduce din expresiile energiei libere (9.99), împreună cu ecuația 
de stare (9.89), prin efectuarea transformării Legendre a energiei libere în raport cu gradul 
de libertate elastic

? (T ,X )= 7 (T ,1 )  +  X I |1 = ( M  .

Potențialul Gibbs în forma (9.103) conține o informație termodinamică echivalentă cu energia 
liberă în forma (9.99) și prezintă aceeași particularitate: mărimile obținute prin derivate 
ale potențialului Gibbs vor fi constituite ca sume din termenul corespunzător barei libere 
(netensionate) și termenul corespunzător deformației elastice.

Prin utilizarea formei diferențiale (9.93) se obține entropia [exprimată în acest caz prin 
variabilele (T, X)|

5 (T ,X ) =  -  E ^ + S d f T J ) ,  (9.105)

unde

dT
este entropia barei netensionate, având expresia (9.96), iar

este partea elastică a entropiei barei.
Trebuie să se remarce faptul că expresiile (9.100) -  (9.101) și respectiv (9.105) -  (9.106) 

sunt echivalente, ele corespunzând la aceleiași mărimi fizice, dar care este exprimată prin 
alte variabile.

9.4.3 Coeficienți termodinamici
Se vor deduce expresiile celor mai importanți coeficienți termodinamici simpli ai barei 

elastice. Datorită aproximațiilor implicate în definiția modelului studiat se pot defini pentru 
bara elastică numai o parte dintre coeficienții termodinamici generali. TYebuie să se ob
serve că pentru unii coeficienți se vor utiliza definiții modificate față de definițiile generale 
prezentate în Capitolul 3.

A. C oeficientu l de dilatare liniară este definit prin expresia

1
(9.107)

Utilizând legea Hooke în forma (9.89b) și definiția coeficientului de dilatare termică liberă a 
barei (9.86), se obține

1 dloCn d ^ T ) 
L d T  +  d T L k 2 (T) “  a ° +  a ^ T ’ X>) ’ (9.108)
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unde
d ( ’  ̂ d T  Lk?(T)

este “partea elastică” a coeficientului de dilatare.
Se observă că pentru coeficientul de dilatare al barei se pot considera două contribuții: 

contribuția dilatării termice pure (în absența tensiunilor) ao și contribuția elastică a<j.
De asemenea, rezultatul anterior se poate exprima prin variabilele (T,l), astfel că se obține

a<i(T,l) =
dk(T ) l - l 0 (T) 

d T  L k(T ) '

B . C o e fic ien tu l de co m p r e s ib ilita te  iso te r m ă  este definit prin expresia

_  -1  f  d l \
* T ~  L \ 8 X ) T  '

Efectuând derivarea cu ajutorul legii Hooke (9.89b) se obține

* T  =  L k (T ) ’

(9.109)

(9.110)

rezultat datorat numai “părții elastice” și în plus dependent numai de temperatură.

C. C a p a c ita tea  calorică  isocoră  (este de fapt capacitatea calorică la lungime constantă) 
este prin definiție

C l = T ^ \ -  (9 1 1 1 )

Utilizând expresiile (9.100) -  (9.101) ale entropiei și definiția capacității calorice a barei 
netensionate (9.96) rezultă forma factorizată

Ct (T,l) = C0 (T) + Ct i d (T ,l) ,

unde

Ci>d{T,l) T 9 5 d 
d T

1 d2 t(T )
2 d T 2 [ < - ‘o (j)J  + 2 L a 0 ,

(9.112)

[ f- lo C O ]  -  (L a 0 )2 k (T ) \  .

este partea elastică a capacității calorice isocore.

D . C a p a c ita te a  ca lor ică  isob ară  (este de fapt capacitatea calorică la forță constantă)
este prin definiție

CX = T (9.113)

Utilizând expresiile (9.105) -  (9.106) ale entropiei și definiția capacității calorice a barei 
netensionate (9.96) se obține (analog cazului anterior)

C x ( T , X ) = C 0 (T) +  Cx,d(T,X),

unde
Cx ,d (T ,X ) = T d S £ \ 

d T  ) x
' d2 1 1 X 2 
d T 2 i(T )]  2 (9.114)

este partea elastică a capacității calorice isobare.
Pe baza expresiilor anterioare ale celor 4 coeficienți termodinamici se verifică prin calcul 

direct relația Mayer pentru capacitățile calorice:
Q 2

Cx  - C t = T L  —  .
* T

(9.115)
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246 CAPITOLUL 9. SISTEME DEFORMABILE ELASTICE

9.4.4 Procese termodinamice
Datorită modelului foarte simplificat al barei elastice se vor discuta numai 2 procese: 

deformarea adiabatică și deformarea isotermă.

A. Deformarea adiabatică
Ecuația procesului de deformare adiabatică cuasi-statică a barei elastică se obține din ex
presiile entropiei (9.100) -  (9.101), pentru utilizarea variabilelor (T,l), respectiv (9.105) - 
(9.106) pentru utilizarea variabilelor (T ,X ). Eliminând constantele superflue, ecuația pro
cesului adiabatic, exprimată prin variabilele (T ,X )  este

X 2
Co l n T - L a o ^  +  -- -------T Z —  =  constant.2 dT

(9.116)

Pentru a obține variația de temperatură în timpul unei deformări (prin aplicarea unei 
forțe specificate) se calculează coeficientul diferențial aplicând formula de derivare a funcțiilor 
implicite

( d T \  _  \ d X j T

\ d T J x

dar derivata de la numărător se exprimă prin capacitatea calorică, conform definiției (9.113)

a s 
d T

Cx
T  ’

iar derivata de la numitor, prin utilizarea relației Maxwell corespunzătoare formei diferențiale 
(9.94) și a definiției coeficientului de dilatare (9.107) se exprimă în forma

d X ) T ~ \ d T ) x ~ a

Atunci, coeficientul diferențial ăl temperaturii este

9T \ 
dX  Â

L a T 
Cx

(9.117)

Rezultatul anterior arată că sensul variației de temperatură la deformări adiabatice este 
determinat de semnul coeficientului de dilatare termică a  (aceasta este singura mărime care 
poate fi sau pozitivă, sau negativă); de exemplu, considerând coeficientul de dilatare pozitiv, 
la alungire adiabatică bara se răcește1 8 :

l 8 ln acest caz coeficientul diferențial este pozitiv, după cum rezulți din expresia (9.117), iar forța variazi 
de la o valoare nuli (a coordonatei) la o valoare negativi, corespunzitoare unei alungiri.

* A d « d X  L <5X < 0 .

B. Deformarea isoterm ă
Se consideră procesul de deformare cuasi-statică isotermă, la temperatura T, în care forța 
elastică variază de la valoarea nulă X, =  0 la valoarea X f  = X-, conform expresiilor (9.105) 
-  (9.106), variația de entropie în acest proces este

△ S ^ 2 X  = S(T , X ) -  S(T , 0) = S d (T, X )

— — La^ X  -\— —
dfc-^T ) 

d T
(9.118)

iar cantitatea de căldură schimbată de bară cu mediul exterior este

^o^x _  1 ‘-’o—»
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Capitolul 10

Sisteme electrizabile și 
magnetizabile

Sistemele constituite din medii electrizabile sau magnetizabile posedă, pe lângă pro
prietățile electrice (respectiv magnetice) și proprietăți comune sistemelor termodinamice 
(termice, volumice, chimice); mai mult, există corelații între proprietățile electrice (magne
tice) și proprietățile termice sau volumice.

Datorită faptului că există o mare varietate de situații și de proprietăți corespunzătoare, 
în acest capitol se vor prezenta succint numai principalele caracteristici ale celor mai simple 
sisteme electrizabile sau magnetizabile.

In cazul acestor sisteme apar dificultăți suplimentare față de sistemele termodinamice 
discutate în capitolele anterioare, datorită neomogenității inerente a sistemelor studiate și 
datorită cuplajului special între gradul de libertate volumic și gradul de libertate electric 
(respectiv magnetic). Aceste dificultăți au avut ca rezultat utilizarea unor metode diferite de 
studiu în literatură, fiind necesare unele modificări ale unor mărimi termodinamice standard, 
care au fost introduse în capitolele precedente pentru sisteme termodinamice simple.

Pentru a oferi o relație cu prezentările din alte lucrări, se vor discuta sistemele electrizabile 
(respectiv magnetizabile) prin mai multe metode și se vor semnala posibile utilizări abuzive 
ale unor concepte introduse inițial în termodinamica standard.

Deși majoritatea sistemelor electrizabile sau magnetizabile sunt solide, pentru a nu lungi 
în mod excesiv expunerea (dar în același timp pentru a păstra condiția ca această expunere 
să fie inteligibilă), se va discuta explicit numai cazul când sistemul este de tip fluid cu o 
singură specie de particule, neglijând astfel efecte de anisotropie și complicațiile introduse 
de teoria elasticității.

Trebuie să se remarce că în cadrul termodinamicii proceselor cuasi-statice se consideră 
numai stări de echilibru, astfel încât vor fi prezente numai câmpuri electrostatice și magne- 
tostatice. Deși există efecte de interferență între fenomene electrice și fenomene magnetice, 
acestea sunt mici; ca urmare, pentru a simplifica expunerea, se vor studia separat sistemele 
electrizabile și sistemele magnetizabile, evidențiindu-se totodată similitudinile formale dintre 
aceste două categorii de sisteme.

10.1 Sistem e electrizabile

10.1.1 Rezultate generale electrodinamice
Conform electrodinamicii, câmpul electrostatic creat de o distribuție de sarcini electrice 

aflate în repaus, într-un mediu electrizabil (dielectric) este caracterizat prin câmpurile vec
toriale intensitatea câmpului electric £(r) și prin intensitatea inducției electrice "D(r), care 
satisfac ecuațiile Maxwell electrostatice:

rot f(r )  = 0 , 
div P(r) = p(r) ,

(10.1a)
(10.1b)
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248 CAPITOLUL 10. SISTEME ELECTRIZABILE ȘI MAGNETIZABILE

unde p(r) este densitatea volumică de sarcină liberă (se exclud sarcinile de polarizare).
Din ecuația (10.1a) rezultă că £(r) este un câmp irrotațional, adică derivă dintr-un 

potențial electrostatic l(r ) :
£(r) =  — grad ^(r) . (10.2)

De asemenea, pe suprafața unui conductor încărcat cu sarcină electrică densitatea superfi
cială de sarcină a este legată de componenta normală (orientată spre conductor) a inducției 
electrice prin relația:

'Dn  = - a .  (10.3)

Sub influența câmpului electrostatic dielectricul se polarizează (se produc sarcini de po
larizare), fiind caracterizat de momentul electric dipolar P ,  respectiv de polarizație (densi
tatea volumică de moment electric dipolar) P(r):

P (r ) E hm J ^  ^  p  =  /  d3r P (r ) . (10.4)
JV-tO dV (r) ■ Jy

Cu ajutorul polarizației se obține relația între vectorii caracteristici ai câmpului electrostatic:

P ( r ) = e o f ( r ) + P ( r ) ,  (10.5)

unde So este permitivitatea electrică a vidului (o constantă universală dependentă de sistemul 
de unități).

Relația generală dintre intensitatea câmpului electric £(r) și polarizație P (r)  este

f (r ) = £ o î : e ( ^ r ) : f ( r ) +  ^ o ( r ) ,  (10.6a)

unde P Q este polarizația spontană, iar x e este tensorul susceptibilității electrice (care în 
general este dependent de câmpul electric).

Pentru simplitate, se va considera numai cazul particular când nu există polarizare spon
tană (adică absența fenomenelor fero-electrice) P Q =  0, iar dielectricul este liniar și isotrop 
(atunci Xe ^  reductibil la un scalar independent de câmpul electric); în acest ultim caz 
relația (10.6a) devine:

P  =  C oX e£ , (10.6b)

iar relația (T0.5) permite obținerea unei relații de proporționalitate și de pararelism între 
vectorii de câmp:

P  = s o ( l+ X e )^ -  (10.7)

în cazurile uzuale susceptibilitatea dielectricilor de tipul menționat anterior este dependentă 
de temperatură și de densitatea de particule (sau de presiune) în forma:

X e =  n x e (T,q3) , (10.8)

unde n =  N /V  este densitatea de particule, iar ye este susceptibilitatea specifică (per par
ticulă) 1 .

Strict vorbind, expresia concretă a susceptibilității electrice per particulă este o informație 
empirică de tipul unei ecuații termice de stare; se vor considera în mod explicit două cazuri 
simple:

-  dielectric ideal
Xe (T) = ^  , (10.9a)

-  dielectric neideal •

unde K  este o constantă de material (numită constanta Curie), iar 0 (țJ) este o funcție de 
presiune cu dimensiune de temperatură.

'Se poate defini momentul electric dipolar per particulă prin relația "P = N p, din care rezultă suscepti
bilitatea per particulă printr-o relație analoagă cu (10.6b) p =  eo Xe ^-
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10.1. SISTEME ELECTRIZABILE 249

Pe baza relațiilor generale ale electrostaticii, se poate deduce expresia lucrului electric 
infinitezimal, ca lucrul furnizat dielectricului termo-izolat la variația câmpului electric:

(10.10)

cu condiția ca sistemul să se afle în domeniul cu volumul VQ =  constant, iar în exteriorul
acestui domeniu câmpul electrostatic să fie nul.

Demonstrație:
Câmpul electrostatic din dielectric este creat de 
sarcini aflate pe conductori; se consideră situația din 
figura 10.1, unde în domeniul cu volumul VQ și cu 
suprafața exterioară fixă E Q> se află dielectrici și un 
conductor (care are suprafața E i) având sarcina elec
trică qex (respectiv densitatea de sarcină a) și care 
este sursa de câmp electrostatic2 .

2 Pentm a asigura generalitatea situației, nu se fac hipoteze asupra dielectricului din domeniul ales, astfel 
că se subînțelege cazul neomogen.

In condițiile definite anterior, lucrul electric (infinite
zimal) este lucrul furnizat pentru transportul sarcinii 
foarte mici 6qex  din exterior (regiunea de câmp nul) 
până pe suprafața Ei a conductorului, aflată la 
potențialul electrostatic 4»:

^T^ — 4* &qex •

Figura 10.1: Sistemul ales pentru 
evaluarea lucrului electric.

Pentru a exprima lucrul electric prin vectorii câmpului electrostatic se observă că sarcina 
qex  de pe conductorul intern poate fi scrisă cu ajutorul componentei normale a inducției 
electrice, conform relației (10.3):

qex = f  d.4 = — ® Dn  d>l ,

din care rezultă că o variație a sarcinii 6qex implică o variație a inducției electrice 5D 
(suprafața Ei este fixă); datorită faptului că potențialul electrostatic $  este constant pe 
suprafața E i, expresia lucrului electric se poate scrie în forma:

6£e = — ^  ^  n i ‘ •

Integrala pe suprafața Ei se poate transforma în integrală de volum, utilizând teorema 
Gauss:

I dV div a = d.4 n  a -,
JT) JdT)

atunci se obține
SCe = -  [  dV div ($ i P )  + /  d ^ n 0 .

Jv
Prin definirea condițiilor, pe suprafața exterioară E Q potențialul electrostatic 4» și inducția 
electrică D sunt nule, astfel încât integrala de suprafață ^ ^  . . .  are contribuție nulă.
Pentru integrala de volum se pot efectua următoarele transformări ale integrandului:

div (4> (ÎP) =  grad 4> • &D + 4> div ( iP )  = —E ■ &D 4- 4> <5 ( div "D)
= - E  -6V  ,

datorită relației (10.2) și a faptului că nu există alte sarcini libere în dielectric:

d iv P  = pillt =  0 .

în final, prin comasarea rezultatelor anterioare, se obține relația (10.10). □
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250 CAPITOLUL 10. SISTEME ELECTRIZABILE ȘI MAGNETIZABILE

Trebuie să se remarce faptul că expresia (10.10) a lucrului electric, implică obligatoriu un 
domeniu de integrare cu volum fixat (Vo) și în plus anularea câmpului electric în exteriorul 
acestui domeniu.

Ca urmare, există două metode de a trata  termodinamica dielectricilor pe baza expresiei 
lucrului electric (și a condițiilor necesare pentru valabilitatea acestei expresii).

1. M e to d a  s is te m u lu i d esch is: se consideră un 
domeniu din spațiu fixat (cu volumul V = const.) 
în care există câmp electrostatic, iar în exteriorul 
acestui domeniu câmpul electrostatic este nul; sis
temul studiat este dielectricul aflat în acest domeniu, 
ca sistem termodinamic deschis (dielectricul umple 
complet domeniul, dar există dielectric în exterior, la 
câmp nul, pentru că frontiera domeniului este total 
permeabilă).

Relativ la această situație se observă următoarele Figura io.2: Modelul sistem deschis, 
particularități:

-  sistemul studiat (porțiunea din dielectric aflată în câmp electrostatic) are volumul fixat 
(V = Vo = constant), dar este un sistem termodinamic deschis (N ^  constant);

-  efectele electro-strictive (variația volumului datorită variației câmpului electrostatic) 
se manifestă prin variații ale numerelor de particule, adică prin variații ale densității de 
particule n = N/Vo /  constant;

-  în cazul cel mai simplu, când se consideră un câmp electrostatic omogen , în domeniul 
cu volumul VQ, lucrul electric infinitezimal se poate scrie în forma

3

3 Situația se realizează considerând un condensator plan cu plăci apropiate astfel ca să se aproximeze 
câmpul electrostatic ca fiind nul în exteriorul condensatorului; spațiul din interiorul și exteriorul conden
satorului este umplut cu un dielectric fluid. Conform definițiilor anterioare, sistemul studiat este numai 
partea din dielectric aflată în interiorul condensatorului, iar frontiera acestui sistem este mentală.

SCe = £ <5(V0 P ) , (10.11)

care implică următoarea definiție pentru parametrii de stare electrici (extensiv și intensiv):

P'
V0 T> = T) 
£ (10.12)

[în acest caz V =  const., adică gradul de libertate volumic al sistemului este înghețat; dar 
trebuie să se remarce că expresia J£ e =  8 i(V  P ) în cazul când volumul sistemului V poate 
să varieze este incorectă].

2. M e to d a  s is te m u lu i înch is: se consideră di
electricul înconjurat de un mediu fluid neelectrizabil 
(adică dielectricul studiat nu ocupă întregul spațiu în 
care există câmp electric).
Atunci, este necesar să se definească sistemul compus 
corespunzător întregului spațiu în care există câmp 
electric

©M = © J  6 ' ,

unde 6  este sistemul electrizabil, care are volumul F i g u r a  1 0  3 :  M o d e l u l  s i s t e m  î n c h i s . 
V, iar 6 '  este un sistem auxiliar neelectrizabil care
ocupă volumul V' = Vo -  V, așa cum este ilustrat în figura 10.3.

Trebuie să se remarce că sistemul auxiliar, cu proprietăți electrice neglijabile, este necesar 
pentru a asigura condiția £ —> 0 către frontiera domeniului de volum Vo, iar pe de altă parte 
să se creeze o presiune asupra dielectricului; astfel, volumul dielectricului nu este fixat și se 
pot evidenția în mod direct efecte de electro-stricțiune.
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10.1. SISTEME ELECTRIZABILE 251

Datorită faptului că polarizarea P  este nenulă numai în domeniul V, care este ocupat 
de subsistemul 6 ,  se transformă expresia (10.10) pe baza relației (10.5), pentru a extrage 
lucrul de electrizare asupra subsistemului 6

S £ ^  = [  d3 r £  i V =  /  d3 r f - e 0 ^ +  [  d3 r  E • 6P

= i ^ T) +  E£p  ,

unde 6 W ^  este variația de energie a câmpului electric din volumul total Vo , iar SEp este 
lucrul pentru electrizarea (polarizarea) dielectricului.

Primul termen permite separarea contribuției celor două subsisteme la variația de energie 
a câmpului electrostatic:

= 6W£  + 6W^ .

Al doilea termen, interpretabil ca lucrul de polarizare electrică, este dat numai de către 
dielectric; pentru a include posibile efecte electro-strictive se va scrie acest termen în forma

f= c o n st.

adică lucrul de polarizare implică variația polarizării 6P  și a volumului 6V dielectricului în 
condiția câmpului electric constant: E = const. (în cursul procesului).

Pe baza rezultatelor precedente se poate separa contribuția lucrului electric asupra di
electricului studiat (SEe ) de cea asupra subsistemului neelectrizabil auxiliar (SW ^:

3 £ ^  = SEe + 6W ț , 
SEe = ^£p + 6W£  .

(10.13a)
(10.13b)

Pentru lucrul electric asupra dielectricului studiat (subsistemul 6 )  se remarcă două inter
pretări pentru cazul când 6  este omogen4 :

4 Condiția de sistem omogen, implică un câmp electric uniform f ( r )  =  const. în subsistemul 6 , iar această 
proprietate se poate realiza numai dacă se consideră că dielectricul este un elipsoid aflat într-un câmp electric 
extern uniform.

1. se ia în considerare numai lucrul de polarizare ^Ep și se neglijează în mod sistematic 
energia câmpului electric din interiorul dielectricului 6W£ ; atunci lucrul de polarizare 
în câmp electric uniform poate fi exprimat cu ajutorul momentului electric dipolar

^Cp = E -6  (  d3T P  = E & p -
Jv

(10.14)

2. se estimează contribuțiile ambilor termeni din expresia (10.13b), cu particularizările 
datorate omogenității sistemului:

S C p = E d P ^ E d (V P )  ,

d w £  = d ț - y -  V j = -  - y -  dV + £ d (V e o f )  •

de unde se obține lucrul electric total efectuat de dielectric în forma

TEe = î£ p  + dw t- = -  - y -  dV +  E d(V D) , (10.15)

ultima expresie fiind interpretabilă ca un lucru efectuat pe două grade de libertate 
(volumic și electric).

Se observă că pentru dielectrici isotropi vectorii £, T) șî P  sunt coliniari; ca urmare, 
pentru simplificarea scrierii, se va omite în continuare notația vectorială.
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252 CAPITOLUL 10. SISTEME ELECTRIZABILE ȘI MAGNETIZABILE

10.1.2 Potențiale termodinamice

Se va discuta, pentru simplitate, cazul când sistemul electrizabil studiat este omogen 
și de tipul fluid, fiind înconjurat de un mediu neelectrizabil. Atunci, forma diferențială 
termodinamică fundamentală este:

dU  = â Q + â £ v + ă£ e + ft£ N  . (10.16)

Pentru tratarea termodinamică a sistemului electrizabil există mai multe metode, în funcție 
de alegerea variabilelor fundamentale (corespunzător alegerii expresiei concrete a lucrului 
electric d£ e )-

A. M etod a  p seu do-potenția le lor

Se substituie expresia (10.13b) -  (10.14) pentru lucrul electric, precum și expresiile pen
tru căldură și pentru celelalte forme de lucru; atunci, forma diferențială termodinamică 
fundamentală are expresia explicită:

d l/  =  T d 5 - ! p d V  + £ d P  + d W f+ /id /V . (10.17)

Se observă că forma diferențială precedentă conține un termen dWf care este din punct de 
vedere matematic este o diferențială totală exactă, iar din punct de vedere fizic reprezintă 
variația de energie a câmpului electric aflat în spațiul ocupat de dielectric; prin trecerea 
acestei mărimi în membrul drept se obține:

d ^ 7 ’ d 5 - q j d V  + f d P  + /1 dlV, (10.18)

unde U = U — We este numită pseudo-energia internă a dielectricului5 .
Se pot face următoarele observații asupra formei diferențiale (10.18):
• U (S ,V ,P , N) este echivalentă cu ecuația termodinamică fundamentală a sistemului, 

în sensul că aceasta conține informația termodinamică totală asupra sistemului (adică per
mite obținerea ecuațiilor de stare prin derivări)6 ; pe de altă parte, pseudo-energia nu are 
proprietăți de convexitate precizate (deoarece s-a obținut prin scăderea unei energii din 
întreaga energie internă a sistemului);

• H(S, V,P, N) este o funcție omogenă de gradul 1 (pentru că se obține prin diferența a 
două funcții omogene de grad 1);

• considerând forma diferențială (10.18) similară cu forma diferențială termodinamică 
fundamentală, rezultă că parametrii de stare electrici sunt7

X e = V  = P V  , 
Pe = £ ;

• dacă se efectuează transformata Legendre din funcția U (S ,V ,P ,N ), atunci se obțin 
mărimi de tipul potențialelor termodinamice (în sensul că, prin derivări, produc ecuațiile de 
stare ale dielectricului); totuși, aceste mărimi nu sunt potențiale termodinamice veritabile 
(în primul rând datorită absenței proprietăților de convexitate-concavitate necesare), astfel 
că sunt uzual numite pseudo-potențiale termodinamice.

In continuare se vor discuta succint numai cele mai utilizate pseudo-potențiale: pseudo- 
energia liberă electrică și pseudo-potențialul Gibbs electric.

5  Datorită faptului că în expresia W^ = V e^S 2 / !  se consideră intensitatea cămpului electric în prezența 
dielectricului, această energie este datorată atăt vidului, cât și dielectricului; ca urmare, U nu este energia 
internă a dielectricului (din care s-ar fi extras energia câmpului electric în vid), ci este o mărime artificială.

6  Se va arăta ulterior că derivatele preudo-energiei (de fapt ale pseudo-potențialelor deduse din pseudo- 
energie) sunt ecuații de stare corecte.

7 Se observă că prin utilizarea pseudo-energiei interne, s-a modificat parametrul de stare electric intensiv 
( W  —̂ V P), dar a rămas nemodificat parametrul de stare electric intensiv (f).
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a . l .  P seudo-energia  liberă electrică  este transformata Legendre pe gradele de libertate 
termic și electric8

8 Datorită absenței proprietăților corecte de convexitate, se va utiliza numai definiția clasică a transformării 
Legendre.

9Strict vorbind, .7* este un potențial Gibbs simplu, astfel că terminologia uzuală este criticabilă.
10Datorită absenței proprietăților corecte de convexitate, se va utiliza (la fel ca și în cazul precedent) numai 

definiția clasică a transformării Legendre.

? * = U - T S - E P ,  (10.19)

având forma diferențială9 :

dF* = - S d T - W d V  - V  dE + n d N  , (10.20)

care permite deducerea ecuațiilor de stare în reprezentarea (T, V ,£, N).
Se consideră cazul cel mai simplu, când în absența câmpului electric, dielectricul se comportă 
ca un fluid neutru, având energia liberă Fo(T,V, N) și când se cunoaște susceptibilitatea 
electrică Xe (T, V /N} \ atunci, se poate considera cunoscută ecuația de stare electrică (expresia 
momentului electric dipol ar):

= -  P(T, V, E, N ) = - e 0 XAT,V/N} E V .
T ,V ,N

a r ) 
SE )

Prin integrarea parțială în raport cu câmpul electric și ținând cont de faptul că în absența 
câmpului electric pseudo-energia liberă electrică se reduce la energia liberă (propriu zisă, 
adică potențialul Helmholtz):

•̂1 =U0 - T S 0 = :F0(T ,V,N ) ,
lf=o

se obține:

P \T ,V ,E ,N )  = P 0 (T ,V ,N ) + P e
,
l (T ,V ,E ,N ) , (10.21a)

^ ( T ,V ,E ,N )  = - ^ - x Ă T , V / N ) V  , (10.21b)

adică, pseudo-energia liberă electrică a dielectricului este suma dintre energia liberă în 
absența câmpului electric și partea electrică 7 ’,.

Proprietatea de aditivitate a pseudo-energiei libere electrice se transmite ecuațiilor de 
stare neelectrice: entropia, presiunea și potențialul chimic (care sunt fiecare o sumă dintre 
partea neelectrică corespunzătoare absenței câmpului electric și partea electrică):

r,v,e

S (T ,V ,E ,N ) = - [ ^ - 
\

) = S 0 (T ,V ,N ) + ^ - ( ^ }  V ,  (10.22a)

V (T ,V ,E ,N ) = - ( ^ - ] =V o(T ,V ,N ) + ^  , (10.22b)
/  4  \  U V J 'p  KJ

= ^ ( T , V , N ) - e- ^ - ( ^ \  V .  (10.22c)

a .2. P seu d o-p oten ția lu l G ibbs electric se definește analog cazului anterior, ca trans
formata Legendre pe gradele de libertate termic, volumic și electric10

ț r  = U - T S + W V - E P  , (10.23)

având forma diferențială •

d^* = - ^ d T  + V d ’P - P d f  + M dN , (10.24)
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254 CAPITOLUL 10. SISTEME ELECTRIZABILE ȘI MAGNETIZABILE

care permite deducerea ecuațiilor de stare în reprezentarea (T,^p,S, N).
Se consideră cazul cel mai simplu (analog cazului anterior), când în absența câmpului electric, 
dielectricul se comportă ca un fluid neutru, având potențialul Gibbs propriu zis (entalpia 
liberă) Go(T, ̂ ,  N ) și se cunoaște susceptibilitatea electrică Xe (T,^I); atunci, se poate con
sidera cunoscută ecuația de stare electrică (expresia momentului electric dipolar):

- P ( T , ^ , £ , N ) = - e o x e (T ,^p)£  N .

Prin integrarea parțială în raport cu câmpul electric și ținând cont de faptul că în absența 
câmpului electric pseudo-potențialul Gibbs electric se reduce la potențialul Gibbs propriu 
zis:

5'1 = U0 - T S 0 + ^ V 0 = g 0 ( T ,^ ,N )  ,
lt=o

se obține:

Q‘( T ,^ ,8 ,N )  = Q0 ( T ,^ ,N )  + Q*a ( T ,^ ,8 ,N )  , (10.25a)
g ^ T ,V ,S ,N )  = - ^ - x e ( T ,V )N  , (10.25b)

adică, pseudo-potențialul Gibbs electric al dielectricului este suma dintre potențialul Gibbs 
în absența câmpului electric și partea electrică Q*t .

Proprietatea de aditivitate a pseudo-potențialului Gibbs electric se transmite ecuațiilor 
de stare neelectrice: entropia, volumul și potențialul chimic (care sunt fiecare o sumă dintre 
partea neelectrică corespunzătoare absenței câmpului electric și partea electrică):

T^,£

S (T ,V ,£ ,N )  = \  d T  j
\ /^,£,N

= 5o(T,‘P,7V) + ^
\ d T j v  ’ (10.26a)

V (T ,^p ,£ ,N ) =
\ /T,£,N

= W , ^ ) - ^ -
\ d ^ ) T

(10.26b)

H (T,W ,£,N ) =
\ dN  1

= ^ ( 7 ^ , ^ , ^ ) - ^ X e M )  • (10.26c)

Se observă în plus că, pseudo-potențialul Gibbs electric este o transformată Legendre maxi
mală, astfel încât datorită relației Euler se obține egalitatea

Q * (T ,^ ,£ ,N ) = n(T ,W ,£) N . (10.27)

B. M etoda p oten ția le lor  m odificate (G. N enciu)

Se utilizează expresia (10.15) a lucrului electric, fără să se extragă termeni de tipul 
diferențiale totale exacte din energia internă a dielectricului; atunci, forma diferențială 
(10.16) se explicitează în felul următor:

/  F \
dW = T d 5 -  Ț  + - y  dV + £ d ( P V )  +  /idJV

= T d S - 7 r d V + f d î )  + /t d/V. (10.28)

Se observă că în acest caz lucrul electric are contribuții pe două grade de libertate termodi
namice, astfel că trebuie să se redefinească parametrii de stare volumici și electrici:

X v  = V ,

X'£ = ‘S  = 'D V , Pe  = £ .

(10.29a)

(10.29b)
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10.1. SISTEME ELECTRIZABILE 255

în acest ultim caz apar următoarele particularități asupra parametrilor de stare electrici 
(atât pentru cel extensiv, cât și pentru cel intensiv), ceea ce necesită precauții în utilizarea 
acestei metode:

- V  și T> = T> V trebuie să fie considerate variabile independente,
-  presiunea efectivă axe o contribuție suplimentară electrică Zo E2 /2.
Deși metoda potențialelor modificate implică utilizarea unor parametri de stare neo- 

bișnuiți, totuși se obține avantajul principial că U (S ,V ,D ,N )  este ecuația termodinamică 
fundamentală veritabilă, fiind astfel o funcție convexă și omogenă de gradul 1; ca urmare, 
este asigurată relația Euler:

U = T S - i t V  +ET> + p.N , (10.30)

și se pot defini potențiale termodinamice veritabile prin transformări Legendre. Din relația 
Euler (10.30) rezultă prin trecere la variabile uzuale relația

U = T S  - t y V  +E P V  + - ^ - V  + p N  ,

care asigură că W = H — W E este o funcție omogenă de gradul 1 în raport cu variabilele 
(S ,V ,P ,N ).

Pentru a face comparația cu rezultatele metodei pseudo-potențialelor, se vor discuta 
numai potențialele termodinamice energia liberă electrică și potențialul Gibbs electric.

b .l .  Energia liberă electrică  este transformata Legendre pe gradele de libertate termic 
și electric

P *(T ,V ,E ,N ) = mf |w ( 5 , V , ® , N ) - T 5 - f S  j  , (10.31)

având forma diferențială1 1 :

11 Strict vorbind, T* este un potențial Gibbs simplu, astfel că terminologia uzuală este criticabilă.

dF* = - S d T - i r d V - T f d E  + p d N  . (10.32)

Se vor evidenția următoarele proprietăți ale energiei libere electrice P*(T, V, E, N).
1. La câmp electric nul se reduce la energia liberă (potențialul Helmholtz)

P , (T ,V ,O ,N )= U o (T ,V ,N )-T S o (T ,V ,N ) = P 0 (T ,V ,N ) .

2. Ecuația de stare electrică este

= - ^ ( T ,V ,E ,N )  = - e 0 [l + X e (T ,V /N )] E V  .

3. Prin integrarea parțială în raport cu câmpul electric și utilizarea condiției de câmpul 
electric nul, rezultă expresia generală a energiei libere electrice (pentru un dielectric liniar și 
omogen)

F \T ,V ,E ,N )  = P0 (T ,V ,N ) -  - ^ — [l + X e (T ,V /N )]  V . (10.33)

4. F*(T, V, E, N) este o funcție concavă în variabilele T  și E; ca urmare, rezultă relația

K d E 2 ) = - f o  [1+  Xe] V < 0 ,

de unde rezultă “condiția de stabilitate” Xe > — 1 • (Se constată că în realitate se realizează 
o condiție mai puternică X e > 0, dar nu din cauze termodinamice).
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256 CAPITOLUL 10. SISTEME ELECTRIZABILE ȘI MAGNETIZABILE

5. Ecuațiile de stare deduse din expresia (10.33) sunt:

S (T ,V ,E ,N ) = \ d T  ) V £  N

-= /
= S0 (T ,V ,N ) + - ^ - { '<hG 

^ d T ,) v ’ 'v,N
(10.34a)

TT(T,V,E,N) = = <p0 (T,V,N) + ^
1 + l  d V , (10.34b)

p (T ,V ,E ,N ) =
\  dN

= p0 ( T , V , N ) - ^ ( ' dX e' 
' d N ,

) v  •
'T,V

(10.34c)

Datorită faptului că TT =  țJ +  EQE2/2  , rezultă că ecuațiile de stare (10.34) sunt identice 
cu ecuațiile (10.22), ceea ce arată că (pseudo-potențialul corespondent lui T*^ produce 
ecuații de stare corecte.

Din relația (10.33) rezultă că energia liberă (potențialul Helmholtz) este

E V
?  = ? '  + E V  = ? 0 + — V ,

de unde rezultă că partea electrică a densității volumice de energie liberă este:

_  F  -  Fo _ E V
’el -  V ~  2 '

Trebuie să se remarce că în multe lucrări expresia precedentă a părții electrice a densității 
de energie este considerată în mod eronat ca partea electrică a densității de energie internă, 

în mod corect energia internă are expresia

. , (E V  CoE2 0 X e \
u  = F ' +T S  + E V  = (:F0 + T S 0) + —  + -2—  T v  ,

de unde rezultă partea electrică a densității volumice de energie internă

U - U o  E V  t e0 E2 „ d X e , E V
Ucl V 2 +  2 d T  *  2 '

b .2 . P o te n ț ia lu l G ib b s e lec tr ic  se definește analog cazului anterior, ca transformata 
Legendre pe gradele de libertate termic, volumic și electric

G’(T,TT,E,N) = ini ^ U (S ,V ,V ,N )  -  T S  + -  E T)} , (10.35)

având forma diferențială

d ^ ’ ^ - ^ d T  +  V d T r - D d f  + M d ^ . (10.36)

Conform definiției, G* este o transformată Legendre maximală, astfel că din relația Euler se 
obține:

G '= p N .  (10.37)

Pe de altă parte, înlocuind variabilele TT și D, conform definițiilor (10.29), rezultă că potenți
alul Gibbs electric este egal cu pseudo-potențialul Gibbs electric12 (dar au variabile diferite):

1 2Egalitatea G* = G* (ca mărimi, dar nu ca funcții) se poate obține direct prin comparația consecințelor 
ecuației Euler (10.27) și (10.37).

G’ (T ,r ,E ,N )  = Q '{ T ^ ,E ,N )

Pe baza proprietății precedente rezultă că ecuațiile de stare deduse din potențialul G* sunt 
identice cu ecuațiile (10.22); se observă însă că este preferabilă utilizarea pseudo-potențialului 
G’ , datorită faptului că acesta are variabile mai naturale decât potențialul corespunzător Q*.
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10.1. SISTEME ELECTRIZABILE 257

C. P oten ția le  term odinam ice pentru  sistem e deschise

Anterior s-a arătat că lucrul electric implică două metode de tratere a dielecticilor: ca 
subsistem închis al unui sistem compus (situație discutată anterior), sau ca sistem deschis 
aflat într-un volum fixat (iar câmpul electric este nenul numai în domeniul de volum fixat).

Dacă se utilizează a doua metodă de tratare, atunci lucrul electric are expresia (10.11) 
și sistemul electrizabil posedă numai 3 grade de libertate termodinamice: termic, electric și 
chimic (gradul de libertate volumic este înghețat); atunci, forma diferențială fundamentală 
este

dU = T d S  + £d (V 0 V) + n d N  . (10.38)

Dintre potențialele termodinamice, obținute prin transformări Legendre ale ecuației termo
dinamice fundamentale U{S,Vo'D,N) = U(S,T>, N,Vo), se va discuta numai energia liberă 
electrică:

^ ( T ,£ ,N - ,V 0 ) =  in f (« (5 ,® ,lV ;V o ) -7 ’< S - f ® )  , (10.39)

care are următoarele proprietăți:
1. forma diferențială:

d r  =  - 5 d T - V 0 P d £  + /idW ; (10.40)

2. la câmp electric nul se reduce la energia liberă (potențialul Helmholtz) 

^ ( T ,0 ,N - V 0 ) = U0 (T,N-,V0 ) -  T S 0 (T,N-,V0 ) = ^ 0 (T,N-,V0 ) ;

3. prin integrarea ecuației de stare electrice VQ 'D(T,£, N) = VQ [1 + X e] ce £ , se obține

:T (T ,£,N -,V0) = :F0(T ,N -,V0) -  v0
£O£2 [ l + X e (T ,V /N )] . (10.41)

Se observă că se obțin rezultate echivalente cu cele ale metodei anterioare, cu simplificarea 
că gradul de libertate volumic este înghețat.

10.1.3 Coeficienți și procese termodinamice
A. D efin iții ale principalilor coeficien ți term odinam ici

Datorită faptului că un dielectric posedă (în cazul cel mai simplu, când este fluid) 4 grade 
de libertate, există un număr mare de coeficienți termodinamici simpli; din cauza acestei 
complexități, se vor prezenta numai coeficienții uzuali, corespunzători sistemelor dielectrice 
închise (N  =  constant).

a .l .  Călduri specifice (sensib ile) se definesc pentru procese "<p” neisoterme:

c = ± 7 ^
* N  \ d T L  \ d T J

(10.42)

în cazul când procesul p  este simplu, se obțin următoarele călduri specifice isobare/isocore 
și isopolarizare/isocâmp: cyiP , cy^ , cpiV, cpp.

a.2. Călduri specifice latente se definesc pentru procese ”-0 ” isoterme:

,(«) =  =
N  \ 9 a ) ^  \ d a ) ^ (10.43)

Cazul cel mai important este pentru ”V’” procesul isoterm-isobar și parametrul a este câmpul 
electric a = £, când se obține coeficientul electro-caloric isobar A și procesul conjugat isoterm- 
isocâmp cu a =  ț i ,  când se obține coeficientul piezo-caloric isocâmp Â  :

(10.44)
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a.3. S uscep tib ilită țile  (term odinam ice) sunt de două categorii: pentru gradul volumic 
(în acest caz se numesc coeficienți de compresibilitate) și pentru gradul electric (în acest caz 
sunt susceptibilități electrice)

-i (d V \ -  zl 
^ \ d v ) v ~ v b^X
1 (d V \ - (—}

(10.45)

(10.46)

în cazurile simple ”<p” este un proces isoterm/adiabatic și isopolarizare/isocâmp; rezultă 
coeficienții de compresibilitate simpli următori: X T ;P , * T ,£, X»,P  și **,£■ Analog ”V’” ca 
proces simplu este isoterm/adiabatic și isocor/isobar, rezultând următoarele susceptibilități 
electrice simple: y ^ >  X ri>  X v  ȘÎ X ^ -

Se observă pe baza relației (10.6b) că susceptibilitatea electrică isotermă ește.proporțio- 
nală cu susceptibilitatea utilizată în electrodinamică:

(ei) ( d P \  _ . .
X T . " =  = eoX e(T ,v).

\ O C  /T ,v

a.4. C oeficien ții term ici sunt de două categorii, corespunzători celor 2 grade de libertate 
netermice-nechimice (gradul volumic și gradul electric). Dacă se consideră numai coeficienții 
termici ai parametrilor extensivi, atunci se definesc următoarele tipuri de coeficienți simpli:

• coeficienți de dilatare isobari (și isopolarizare/isocâmp)

_  1 / 9 V \  _  1 / 5 v \ (10.47)

unde indicele y este V  sau £;

• coeficienți piro-electrici (și isocori/isobari)

1 ( d P \  _  / 3 p \ (10.48)

unde indicele a este V (pentru volum V) sau P  (pentru presiune ți).

a.5. C oeficienți m icști care exprimă corelații dintre gradele de libertate volumic și 
electric; se vor menționa următorii coeficienți simpli:

• coeficientul electro-strictiv

1 /  3 u \
V \  ^  £  /  T  țp

(10.49)

• coeficientul piezo-electric

d P \  _  Z 3 p \
^ ^ / T , £ , N  \ ^ / T , f

(10.50)

B. R elații între coefic ien ți sim pli

Datorită numărului mare de coeficienți termodinamici, existenți pentru dielectrici, tre
buie făcută o selecție asupra prezentării relațiilor posibile dintre coeficienții simpli; ca urmare, 
se vor prezenta numai cele mai importante relații: relații de simetrie (consecințe ale unor 
relații Maxwell) și relații speciale (de tipul Reech - Mayer).

Pentru a evidenția relații de simetrie exprimate prin variabilele temperatură, presiune și 
intensitatea câmpului electric ( T ,^ ,^ )  pentru sistem închis (N  = constant), se utilizează
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forma diferențială, a pseudo-potențiakilui Gibbs redus g*(T,%$,£), care se obține prin for
mulele generale de reducere din relațiile (10.23) -  (10.24):

dg* =  — s d T  + v d ip  — p d £ . (10.51)

Din forma diferențială precedentă rezultă 3 ecuații Maxwell care se pot exprima prin coefi
cienți simpli, rezultând relații de simetrie între acești coeficienți:

A ^  = -  T v  ac , (10.52a)

(relația între coeficientul piezo-caloric isocâmp și coeficientul de dilatare isobar-isocâmp);

3 s \  _  f  dp A
d £ /T ,< )p  \ ® T  )< $ £ A = T  Tip , (10.52b)

(relația între coeficientul electro-caloric isobar și coeficientul piro-electric isobar);

dv 
d S T ,y

v y  — ~  Q , (10.52c)

(relația între coeficientul electro-strictiv și coeficientul piezo-electric).
Relații Reech se obțin prin particularizarea relației (3.26), rezultând egalitatea rapoarte

lor căldurilor specifice isobare, ale coeficienților de compresibilitate și cile susceptibilităților 
electrice (isoterme și respectiv adiabatice):

cp t ț  _  * „ ,£  _  X»,<p
C T £  * T ,E x g  ’

Analog, prin particularizarea relației Mayer pentru călduri specifice (3.28) se obține

Cp,E ~  Cp>v =  1 V - r r -  .

(10.53)

(10.54)

Relații similare cu (10.53) -  (10.54) se pot obține pentru coeficienții asociați altor seturi de 
procese simple (de exemplu: isocore, isopolarizare).

C. Factorizarea unor coeficien ți sim pli

O caracteristică importantă a unor coeficienți termodinamici este dată de proprietatea 
de factorizare: expresia coeficientului respectiv este suma dintre partea corespunzătoare 
absenței câmpului electric (ca la fluidul neutru) și “partea electrică”, rezultat datorat fac- 
torizării ecuațiilor de stare.

Se va ilustra factorizarea unor coeficienți utilizând variabilele reprezentării Gibbs elec
trice13 ( T ,^ ,£ ,N \ ,  în acest caz ecuațiile de stare au formele date de relațiile (10.26).

I 3 Trebuie s i  se remarce c i pentru a obține unii coeficienți va fi necesar să se utilizeze în mod temporar 
alte reprezentări termodinamice.

Entropia este dată de relația (10.26), adică prin omiterea variabilelor (pentru a simplifica 
scrierea, dar și pentru a putea utiliza variabilele convenabile) se poate exprima în forma

S -  5o + 5ci , (10.55)

unde 5 Q este entropia dielectricului ca fluid neutru, în absența câmpului electric, iar 5ei este 
partea electrică a entropiei:

Se i =
ep S 2

2
^XeA V = £1£! 
d T ) v  2 V . (10.56)
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Conform definiției generale (10.42), rezultă că se obține o factorizare a căldurilor specifice:

^  = ^  + <"> (10.57)

unde c ^  =  T ( d s ^  / d T ^  este căldura specifică a dielectricului în absența câmpului electric, 
iar c^1' =  T { d s ^ /d T } ^  este partea electrică a căldurii specifice.

Pentru procesele isobare apar căldurile specifice la câmp electric constant sau la polarizare 
electrică constantă. Din relația (10.56) rezultă

P ’£ ~  \ d T j v  2 (10.58)

Pentru a obține c ^  se exprimă entropia electrică Sei cu ajutorul momentului electric dipolar 
(în locul câmpului electric), pe baza relației (10.6b):

s _ p2
e‘ 2e0 Xe d T  2e0

f ^ e Ț ^  NV 0 T  ^

atunci rezultă pentru partea electrică a căldurii specifice isobare-isopolarizare expresia:

.(«') =  - P 2 
P -P 2 k dT'2 ) v

(10.59)

Se observă că pentru un dielectric ideal (ye ) 1 ~  T , astfel că rezultă Cp1̂  =  0 , adică 
cp:V =  Cp' (căldura specifică isopolarizare este independentă de câmpul electric)1 4 .

14 Pentru căldura isocoră corespunzătoare se obține același rezultat c^ ț, = cy.

Este interesant să se remarce că pentru dielectricii ideali energia internă are de asemenea 
proprietăți particulare. Partea electrică a densității volumice de energie internă pentru un 
dielectric arbitrar are expresia

u (e l) =

2
1 +  X e  + ^

Pentru un dielectric ideal se obține că această densitate de energie este egală cu densitatea 
de energie a câmpului electric û ®1’ =  eQ S 2 /2  =  we i , adică întreaga energie electrică este 
dată numai de către câmpul electric, fără să existe contribuție de la procese de polarizare 
electrică. Comportarea căldurilor specifice isopolarizare și a energiei interne sunt similare cu 
fluidele neutre care satisfac ecuația Clapeyron - Mendeleev, justificându-se astfel termenul 
“ideal” pentru dielectricii cu susceptibilitate Curie.

Spre deosebire de căldurile specifice, coeficientul electro-caloric isobar are contribuție 
numai de la partea electrică a entropiei:

X = e0 £ T ( d ^ \ 
\ d T j v

Volumul este dat de relația (10.26b), adică se poate exprima în forma:

V  =  Vo +  Vel ,

unde V este volumul dielectricului ca fluid neutru, în absența câmpului electric, iar Ve i este 
partea electrică a volumului:

Vel =  -
g Q ^ 2  N

2 \ 0 V  ) T
(10.60)

Conform definițiilor generale (10.45) și respectiv (10.47), coeficienții de compresibilitate 
isotermă X T ,£ și coeficientul de dilatare isobară a^ (ambii la câmp constant) se factorizează
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în parte neelectrică (corespunzătoare dielectricului ca fluid neutru la câmp nul) și parte 
electrică:

(0) , (el)
XT,£ =  X  T  +  * T E  ’

(0) , (el)as =  a ' ' +  a'£  ' ,

(10.61a)

(10.61b)

unde15

1 5 De fapt, factorizarea se obține numai dacă se consideră că efectele electrice sunt mici, astfel ca să se 
poată aproxima v sa vo la numitori.

I 6 Se consideră că efectele electro-strictive sunt mici, astfel că se poate face aproximația ti sa iig, la numitor.

(el) _  C o f 2

*T‘£~ 2VO \ d ^ J T

(el) =  _  Cp E2 d 2 X e

“ £  2v0 d T d ^  ■

(10.62a)

(10.62b)

Spre deosebire de coeficienții precedenți, coeficientul electro-strictiv rezultă numai din partea 
electrică a ecuației de stare volumică16

7 «
e0 E 

no
(10.63)

D . P r o c e se  te r m o d in a m ic e

Pe baza rezultatelor anterioare se vor discuta cele mai semnificative procese termodi
namice ale dielectricilor (se va alege cazul când se utilizează setul de variabile T, (p, E, 
N  = constant).

d . l .  E lec tr iza re  iso te r m ă  Se consideră dielectricul aflat inițial la câmp electric nul 
( T , ț J / i  =  0, N) și se aplică în mod isoterm-isobar câmpul electric, astfel încât starea finală 
are parametrii (T ,fp,£/ =  E,N ).

Utilizând expresia (10.26a) pentru entropie, cantitatea de căldură transferată în acest 
proces este

Qi f  = T ^ S i f  = T ^  S (T ,țp ,E ,N )~  S (T ,«p, 0, /V) }

= — W . (10.64)• 2 \ 9 T  v 7

Datorită faptului că x ^ T ,^ )  este în general o funcție descrescătoare în raport cu tempera
tura, rezultă că în procesul de electrizare dielectricul cedează căldură: Qif < 0 .

d .2 . D e e le c tr iz a r e  a d ia b a tic -iso b a ră  Se consideră dielectricul aflat inițial în câmp 
electric E și având temperatura Ti ; printr-un proces adiabatic-isobar cuasi-static câmpul 
electric este redus la valoarea nulă.

Datorită faptului că ecuația procesului este S (T ,ty ,E ,N )  = constant, cu condițiile su
plimentare (p = constant și IV = constant, atunci prin utilizarea expresiei (10.26a), se obține 
ecuația temperaturii:

S(T<, ’P,£,7V) + S (7} ,‘P,O,2V) ;

adică după simplificări banale, se obține:

S°(T„)P) + = ^ ( T / ,? )  . (10.65)
2  \ o T

Datorită faptului că susceptibilitatea electrică este în general o funcție descrescătoare în 
raport cu temperatura (d x e /d T )y  < 0 și că entropia s°(T,(p) este o funcție crescătoare 
de temperatură, rezultă s, < Sf, adică dielectricul se răcește la deelectrizarea adiabatică: 
Tf  < Ti.
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d.3. E fecte e lectro-strictive și p iezo-electrice
Efectul electro-strictiv constă în variația volumului dielectricului datorită variației câmpului 
electric, în condiții isoterm-isobare (dielectricul fiind în condiția de sistem termodinamic 
închis)17; coeficientul electro-strictiv este definit prin expresia (10.49).
Efectul piezo-electric constă în variația momentului electric dipolar al dielectricului, datorită 
variației de presiune, în condiții isoterme și la câmp electric constant (în plus, dielectricul 
fiind în condiția de sistem termodinamic închis)18; coeficientul piezo-electric este definit prin 
expresia (10.50).
între coeficienții celor două efecte este relația de simetrie (10.53), iar expresiile corespunză
toare pot fi explicitate prin utilizarea susceptibilității electrice:

1
7 = -- Q = v

- C p E

V
(10.66)

Se observă că pentru a avea un efect electro-strictiv și un piezo-electric este necesar ca x e să 
depindă de presiune; conform expresiilor (10.9), rezultă că numai dielectricii neideali prezintă 
aceste efecte.
Utilizând ecuația de stare volumică (10.26b), se poate evalua efectul electro-strictiv global, 
adică variația volumului dielectricului, la electrizarea isoterm-isobară:

E E2
△ Vi f (E) = V(T, «p, E, N ) -  V(T, «p, 0 ,N ) = -  -5— - ^ -  N  . 

d V J r
(10.67)

Din expresia precedentă rezultă că în cazul când susceptibilitatea electrică este o funcție 
descrescătoare de presiune (d x e /d ty)T  < 0 , atunci se obține o contracție (o micșorare a 
volumului) la electrizarea dielectricului.

10.2 Sisteme magnetizabile
Termodinamica sistemelor magnetizabile are multe similitudini formale cu termodinamica 

sistemelor electrizabile; de fapt, se va arăta că se pot obține majoritatea rezultatelor pentru 
sisteme magnetizabile prin simple substituții din relații corespondente valabile pentru sisteme 
dielectrice.

Datorită faptului că similitudinea este numai formală, existând diferențe fizice, iar pe 
de altă parte pentru a asigura o autonomie față de secțiunea precedentă, se va face o 
prezentare succintă a termodinamicii sistemelor magnetizabile în mod independent de rezul
tatele obținute în cazul dielectricilor. Pentru a evidenția similitudinile formale între sistemele 
electrizabile și sistemele magnetizabile, se va căuta maxim posibil să se asigure o prezentare 
analoagă celei din cazul dielectricilor.

10.2.1 Rezultate generale electrodinamice
Conform electrodinamicii, câmpul magnetostatic creat de o distribuție de curenți electrici 

staționari, într-un mediu magnetizabil este caracterizat prin câmpurile vectoriale intensitatea 
inducției magnetice B(r) și prin intensitatea câmpului magnetic (excitația magnetică) H (r), 
care satisfac ecuațiile Maxwell magnetostatice:

rot 'H(r) = j(r )  , (10.68a)
div B(r) =  0 , (10.68b)

unde j ( r )  este densitatea volumică a curenților de conducție (se exclud curenții de magne- 
tizare).

1 7 Adică efectul electro-strictiv se poate considera ca răspunsul volumic al dielectricului la o perturbație 
electrică.

1 8 Se observă că efectul piezo-electric se poate considera ca răspunsul electric al dielectricului la o perturbație 
volumică, fiind conjugat efectului electro-strictiv.
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Sub influența câmpului magnetostatic se produce o magnetizare a mediului (apar curenți 
de magnetizare), fiind caracterizat de momentul magnetic dipolar .M , respectiv de magne- 
tizație (densitatea volumică de moment magnetic dipolar) Af(r):

A f (r) =  lim /  d3 r A f (r) . (10.69)
' «sv-m 6V(r) J v

Cu ajutorul magnetizației se obține relația între vectorii caracteristici ai câmpului magneto
static:

7{(r) =  ^  B(r) -  A f (r) , (10.70)
Mo

unde jx0 este permeabilitatea magnetică a vidului (o constantă universală dependentă de 
sistemul de unități).

Relația generală dintre intensitatea câmpului magnetic 7{(r) și magnetizație A f (r) este

Af(r) =  x M r) : 7£(r) +  A f0 (r) , (10.71a)

unde Af o este magnetizația spontană, iar x m  este tensorul susceptibilității magnetice (care 
în general este dependent de câmpul magnetic).

Pentru simplitate, se va considera numai cazul particular când nu există magnetizare 
spontană (adică absența fenomenelor fero-magnetice) Afo =  0, iar mediul magnetizabil este 
liniar și isotrop (atunci x m  este reductibil la un scalar independent de câmpul magnetic); în 
acest ultim caz relația (10.71a) devine:

Af = Xm 'H , (10.71b)

iar relația (10.70) permite obținerea unei relații de proporționalitate și de pararelism între 
vectorii de câmp:

B =  M0 ( l + X m)?Z ■ (10.72)
în cazurile uzuale susceptibilitatea mediilor magnetizabile de tipul menționat anterior este 
dependentă de temperatură și de densitatea de particule (sau de presiune) în forma:

X m = n x i n (T ,qJ), (10.73)

unde n = N /V  este densitatea de particule, iar x m este susceptibilitatea specifică (per 
particulă)19 .

Strict vorbind, expresia concretă a susceptibilității magnetice per particulă este o infor
mație empirică de tipul unei ecuații termice de stare. Pe baza tipurilor de susceptibilități 
specifice, mediile magnetizabile liniare se clasifică în două categorii:

a. medii diamagnetice, care au susceptibilități specifice negative, dependente foarte slab 
de temperatură și de presiune20

Xi n ( f ,  ? )  ~  constant < 0 ; (10.74a)

b. medii paramagnetice, care au susceptibilități specifice pozitive, dar cu valori mici; la 
rândul lor, paramagneții sunt de două tipuri:

-  paramagneți ideali, care au susceptibilități de tipul Curie, independente de presiune

Xm (T) = ^  , (W.74b)

-  paramagneți neideali, care au susceptibilități de tipul Curie - Weiss
îs

1 <1 0 74c>

unde K  este o constantă de material (numită constanta Curie), iar 0 (țJ) este o funcție de 
presiune cu dimensiune de temperatură.

1 9 Se poate defini momentul magnetic dipolar per particulă prin relația M  =  JV m, din care rezultă 
susceptibilitatea per particulă printr-o relație analoagă cu (10.71b) m =  Xm  «

2 0 Se observă că în acest caz magnetizarea este opusă câmpului magnetic, conform relației (10.71).
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Pe baza relațiilor generale ale magnetostaticii, se poate deduce expresia lucrului magnetic 
infinitezimal, ca lucrul furnizat mediului magnetizabil și termo-izolat la variația câmpului 
magnetic:

î £ m  = [  d3r M ■ 6B , (10.75)
Jv0

cu condiția ca sistemul să se afle în domeniul cu volumul VQ = constant, iar în exteriorul
acestui domeniu câmpul magnetostatic să fie nul.

Demonstrație:
Câmpul magnetostatic din sistemul magnetizabil este 
creat de curenți electrici de conducție; se consideră 
situația din figura 10.4, unde în domeniul cu volumul 
Vo Și cu suprafața exterioară flxă Eo, se află medii 
magnetizabile și conductori electrici2 1 .

21 Pentru a asigura generalitatea situației, nu se fac hipoteze asupra mediului magnetizabil din domeniul 
ales, astfel că se subînțelege cazul neomogen.

Spre deosebire de cazul electrostatic, în cazul magne
tostatic nu se poate evalua direct lucrul magnetic, 
deoarece forțele magnetice nu sunt forțe conserva
tive, iar pe de altă parte, variația câmpului magnetic 
produce un câmp electric prin fenomenul de inducție 
electro-magnetică, conform ecuației Maxwell - Fara- 
day

ro t£ (r) =  -  . (10.76)
at

Figura 10.4: Sistemul ales pentru 
evaluarea lucrului magnetic.

De aceea, pentru a evalua lucrul magnetic ca variație de energie a câmpului magnetic din 
domeniul considerat anterior, trebuie să se evalueze lucrul electric asupra curenților (surse 
de câmp magnetic) produs de câmpul electric indus prin variația câmpului magnetic.
Se consideră o variație infinitezimală a câmpului magnetic 6B(r) produsă în intervalul 
infinitezimal de timp 6t; câmpul electric indus efectuează în intervalul de timp 6t asupra 
curenților lucrul

SCe l = 6t [  d3 r j £  . (10.77)
JVo

Utilizând ecuația (10.68a) se transformă integrandul astfel:

j  ■ £ — £  roCH = div (?f x £) + "H • rot £  ,

rezultând pentru lucrul electric expresia

J£ c i = 6t I d3 r  div (H  x £) + 6t /  d3 r  Tt ■ rot £  . 
Jv0 JVo

Primul termen se transformă în integrală de suprafață, utilizând teorema Gauss, iar această 
integrală este nulă datorită hipotezei de anulare a câmpului magnetic pe frontiera domeniului 

f  d3 r  div (H  x £) = </> d.4 no • ^H x £) = 0 ;

în al doilea termen se utilizează ecuația Maxwell - Faraday (10.76) și se introduce variația 
inducției magnetice prin relația (dB /dt) 6t = 6B , astfel că rezultă

St f  d3 r 'H  ro t£  = -  [  d3r H S t  = -  [  d3r  H  .
JVo Jv0 ut JVo

Observând că lucrul electric determinat anterior trebuie să fie compensat printr-un lucru 
furnizat din exterior, rezultă Că lucrul magnetic furnizat sistemului la o variație infinitezimală 
a câmpului magnetic este ^£m  = — S£e \ , de unde rezultă expresia (10.75). □

Trebuie să se remarce faptul că expresia (10.75) a lucrului magnetic, implică obligato
riu un domeniu de integrare cu volum fixat (Vo) și în plus anularea câmpului magnetic în 
exteriorul acestui domeniu.
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Comparând expresia lucrului magnetic cu expresia lucrului electric (10.10) se remarcă 
similitudinea formală între aceste expresii, ceea ce implică următoarea regulă de substituție 
pentru a obține rezultate magnetice din rezultate electrice:

E H 
T> —  ̂ B.

Totuși această similitudine este numai formală, deoarece din punct de vedere fizic vectorii 
de câmp electrici și magnetici corespondenți sunt f  <-> B și U  o  ?f.

în continuare se vor prezenta consecințele expresiei lucrului magnetic (10.75) în mod 
analog cu prezentarea expusă anterior pentm cazul electric.

Există două metode de a tra ta  termodinamica sistemelor magnetizabile pe baza expresiei 
lucrului magnetic (și a condițiilor necesare pentru valabilitatea acestei expresii).

1. M etod a  sistem ulu i deschis: se consideră un
domeniu din spațiu fixat (cu volumul V  =  constant) 
în care există câmp magnetostatic, iar în exteriorul 
acestui domeniu câmpul magnetostatic este nul; sis
temul studiat este mediul magnetizabil aflat în acest 
domeniu, ca sistem termodinamic deschis (mediul 
magnetizabil umple complet domeniul, dar există 
substanță magnetizabilă în exterior, la câmp nul, 
pentru că frontiera domeniului este total permeabilă).

Relativ la această situație se observă următoarele F i g u r a  i 0 .5: Modelul sistem deschis, 
particularități:

-  sistemul studiat (porțiunea din mediul magnetizabil aflată în câmp magnetostatic) are 
volumul fixat (V = Vo =  constant), dar este un sistem termodinamic deschis (N  constant);

-  efectele magneto-strictive (variația volumului datorită variației câmpului magneto
static) se manifestă prin variații ale numerelor de particule, adică prin variații ale densității 
de particule n =  N/VQ #  constant;

-  în cazul cel mai simplu, când se consideră un câmp magnetostatic omogen2 2 , în domeniul

2 2Situația se realizează considerând un solenoid cilindric foarte lung, astfel ca să se aproximeze câmpul 
magnetostatic ca fiind nul în exteriorul solenoidului; spațiul din interiorul și exteriorul solenoidului este 
umplut cu un mediu magnetizabil fluid (paramagnetic sau diamagnetic). Conform definițiilor anterioare, 
sistemul studiat este numai partea din mediul magnetizabil aflată în interiorul solenoidului, iar frontiera 
acestui sistem este mentală.

cu volumul Vo, lucrul magnetic infinitezimal se poate scrie în forma

J£ m  = H <5(V0 B) , (10.78)

care implică următoarea definiție pentru parametrii de stare magnetici (extensiv și intensiv):

Vo B =  ® , 
H ;

(10.79)

[în acest caz V  =  constant, adică gradul de libertate volumic al sistemului este înghețat; dar 
trebuie să se remarce că expresia SEm  = H 6(V B) în cazul când volumul sistemului V poate 
să varieze este incorectă ].

2. M etod a  sistem ulu i închis Se consideră mediul magnetizabil înconjurat de un mediu 
fluid nemagnetizabil (adică mediul magnetizabil studiat nu ocupă întregul spațiu în care 
există câmp magnetic).
Atunci, este necesar să se definească sistemul compus corespunzător întregului spațiu în care 
există câmp magnetic

6<T> = 6  U  6 ' ,

unde 6  este sistemul magnetizabil, care are volumul V, iar 6 ' este un sistem auxiliar ne
magnetizabil care ocupă volumul V  = VQ — V, așa cum este ilustrat în figura 10.6.
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Trebuie să se remarce că sistemul auxiliar, cu pro
prietăți magnetice neglijabile, este necesar pentru a 
asigura condiția R  -> 0 către frontiera domeniului de 
volum Vo, iar pe de altă parte să se creeze o presiune 
asupra mediului magnetizabil; astfel, volumul medi
ului magnetizabil nu este fixat și se pot evidenția în 
mod direct efecte de magneto-stricțiune.

Datorită faptului că magnetizarea A î  este nenulă 
numai în domeniul V, care este ocupat de subsis
temul ©, se transformă expresia (10.75) pe baza 
relației (10.70), pentru a extrage lucrul de magne- 
tizare asupra subsistemului 6

Figura 10.6: Modelul sistem închis.

S C ^  = [  d3r R â B  = /  d3 r R f i 0 6 R  + [  d3r R . -p0 6M 
Jv0 JVo JVo

= 6W ^ } + J£ M  ,

unde 6 W ^  este variația de energie a câmpului magnetic din volumul total Vo, iar Î £ M este 
lucrul pentru magnetizarea mediului magnetizabil.

Primul termen permite separarea contribuției celor două subsisteme la variația de energie 
a câmpului magnetostatic:

< 5 ^ =  I y d 3 r 6 ( ^

= 6W-H + 6W ^ .

Al doilea termen, interpretabil ca lucrul de magnetizare, este dat numai de către sub
sistemul magnetizabil; pentru a include posibile efecte magneto-strictive se va scrie acest 
termen în forma

SCM = d3rJi0 R  ■ 6 M  = d3 r ^ R -  M f  -  I d3 r  Ț io R -M i 
JV Q Jv f  JVi

H=const.

adică lucrul de magnetizare implică variația magnetizării 6 A I  și a volumului <5 V  mediului 
magnetizabil în condiția câmpului magnetic constant: H  =  constant (în cursul procesului).

Pe baza rezultatelor precedente se poate separa contribuția lucrului magnetic asupra 
mediului magnetizabil studiat (J£m ) de cea asupra subsistemului nemagnetizabil auxiliar 
« ) :

îrf,;) = s c m  + s w ^ , 

$Cm  = ^ M  + SW-H .

(10.80a)
(10.80b)

Pentru lucrul magnetic asupra mediului magnetizabil studiat (subsistemul ©) se remarcă 
două interpretări pentru cazul când © este omogen2 3 :

2 3 Condiția de sistem omogen, implici un câmp magnetic uniform W(r) = constant în subsistemul 6 , iar 
această proprietate se poate realiza numai dacă se consideră că mediul magnetizabil este un elipsoid aflat 
într-un câmp magnetic extern uniform.

1. se ia în considerare numai lucrul de magnetizare 6CM și se neglijează în mod sistematic 
energia câmpului magnetic din interiorul mediul inagnetizabilui <5W ;̂ atunci lucrul 
de magnetizare în câmp magnetic uniform poate fi exprimat cu ajutorul momentului 
magnetic dipolar

SCM ^ Q H - S  [ d 3r M  = ȚiQ R - 6 M  ; 
Jv

(10.81)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



10.2. SISTEME MAGNETIZABILE 267

2. se estimează contribuțiile ambilor termeni din expresia (10.80b), cu particularizările 
datorate omogenității sistemului:

ăCM = t 0 H d M = 7 L 0 'H. d(VM ) , 

dWH = d ( ^ - V ^  = - ^ - d V  + H d (V p 0 H ) .

de unde se obține lucrul magnetic total efectuat de sistemul magnetic în forma

a£ m =$C M  + dWH = - ^ £ - d V  + 'H diVB) , (10.82)

ultima expresie fiind interpretabilă ca un lucru efectuat pe două grade de libertate 
(volumic și magnetic).

Se observă că pentru sisteme magnetizabile isotrope vectorii "H, B și M  sunt coliniari; 
ca urmare, pentru simplificarea scrierii, se va omite în continuare notația vectorială.

10.2.2 Potențiale termodinamice
Se va discuta, pentru simplitate, cazul când sistemul magnetizabil studiat este omogen 

și de tipul fluid, fiind înconjurat de un mediu nemagnetizabil. Atunci, forma diferențială 
termodinamică fundamentală este:

d W = J Q + î £ v + (f£ m + ^ N -  (10.83)

Pentru tratarea termodinamică a sistemului magnetizabil există mai multe metode, în funcție 
de alegerea variabilelor fundamentale (corespunzător alegerii expresiei concrete a lucrului 
magnetic d£ in ).

A. M etoda pseudo-potenția le lor

Se substituie expresia (10.80b) -  (10.81) pentru lucrul magnetic, precum și expresiile 
pentru căldură și pentru celelalte forme de lucru; atunci, forma diferențială termodinamică 
fundamentală are expresia explicită:

dW =  T d 5 - * p  d V +-p0 'H dM  +  d ^  + n  dN . (10.84)

Se observă că forma diferențială precedentă conține un termen dlV-  ̂ care este din punct de 
vedere matematic este o diferențială totală exactă, iar din punct de vedere fizic reprezintă 
variația de energie a câmpului magnetic aflat în spațiul ocupat de sistemul magnetizabil; 
prin trecerea acestei mărimi în membrul drept se obține:

d îi = T d S  - ^ d V  + p 0 -H d M + n d N  , (10.85)

unde U = K — W-  ̂ este numită pseudo-energia internă a mediului magnetizabil2 4 .
Se pot face următoarele observații asupra formei diferențiale (10.85):
• U(S, V ,M ,N )  este echivalentă cu ecuația termodinamică fundamentală a sistemului, 

în sensul că aceasta conține întreaga informație termodinamică asupra sistemului (adică 
permite obținerea ecuațiilor de stare prin derivări); pe de altă parte, pseudo-energia internă 
nu are proprietăți de convexitate precizate (deoarece s-a obținut prin scăderea unei energii 
din întreaga energie internă a sistemului);

• U(S, V ,M , N ) este o funcție omogenă de gradul 1 (pentru că se obține prin diferența 
a două funcții omogene de grad 1);

2 4 Datorita faptului că în expresia Wfi = V p0’H2 /2 se consideră intensitatea câmpului magnetic în prezența 
mediului magnetizabil, această energie este datorată atăt vidului, cât și mediului magnetizabil; ca urmare, U 
nu este energia internă a mediului magnetizabil (din care s-ar fi extras energia câmpului magnetic în vid), 
ci este o mărime artificială.
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• considerând forma diferențială (10.85) similară cu forma diferențială termodinamică 
fundamentală, rezultă că parametrii de stare magnetici sunt

X m  = M  = M V  , 
Pm = P cH ;

• dacă se efectuează transformata Legendre din funcția U (S ,V ,M ,N ), atunci se obțin 
mărimi de tipul potențialelor termodinamice (în sensul că, prin derivări, produc ecuațiile de 
stare ale sistemului magnetizabil); totuși, aceste mărimi nu sunt potențiale termodinamice 
veritabile (în primul rând datorită absenței proprietăților de convexitate-concavitate nece
sare), astfel că sunt uzual numite pseudo-potențiale termodinamice.

In continuare se vor discuta succint numai cele mai utilizate pseudo-potențiale: pseudo- 
energia liberă magnetică și pseudo-potențialul Gibbs magnetic.

a .l .  P seudo-energia  liberă m agnetică  este transformata Legendre pe gradele de liber
tate termic și magnetic25

25 Datorită absenței proprietăților corecte de convexitate, se va utiliza numai definiția clasică a transfonnării 
Legendre.

2 6Strict vorbind, T '  este un potențial Gibbs simplu, astfel că terminologia uzuală este criticabilă.

= U - T S - t o H M  , (10.86)
având astfel forma diferențială2 6 :

d r  =  - 5 d T - ! p d V - A 1 d ( / i 0 7 /)+ /zd /V , (10.87)

din care se deduc ecuațiile de stare în reprezentarea (T, V,H, N).
Se consideră cazul cel mai simplu, când în absența câmpului magnetic, mediul magnetizabil 
se comportă ca un fluid neutru, având energia liberă F o(T ,V ,N ) și când se cunoaște sus
ceptibilitatea magnetică Xm(T,V/N)-, atunci, se poate considera cunoscută ecuația de stare 
magnetică (expresia momentului magnetic dipolar):

= ~7i0 M (T ,V ,-H ,N ) = - p 0 X m (T ,V /N )H V  .
T,V,N

ar) 
d H  J

Prin integrarea parțială în raport cu câmpul magnetic și ținând cont de faptul că în absența 
câmpului magnetic pseudo-energia liberă magnetică se reduce la energia liberă (propriu zisă, 
adică potențialul Helmholtz):

^*1 =U 0 - T S 0 = X0 {T ,V ,N )y
l«=0

se obține:

F '(T , V/H, N) = T ^ T , V, N ) + F ^ T ,  V,H, N) , (10.88a)
^ ( T ^ . ' H . N )  = -  ^  Xm {T,V/N) V , (10.88b)

adică, pseudo-energia liberă magnetică a mediul magnetizabilui este suma dintre energia 
liberă în absența câmpului magnetic și partea magnetică 7 ' a g .

Proprietatea de aditivitate a pseudo-energiei libere magnetice se transmite ecuațiilor de 
stare nemagnetice: entropia, presiunea și potențialul chimic (care sunt fiecare o sumă dintre 
partea nemagnetică corespunzătoare absenței câmpului magnetic și partea magnetică):

S(T ,V ,-H ,N ) =

W P V / I L N )  =

fi(T,V,-H ,N) =

= S0 (T ,V ,N ) + ^ ( ^ }  V ,
2  \ d T  /V,N

2 \  ^  ̂  /T  V

(10.89a)

(10.89b)

(10.89c)
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a.2. P seudo -po ten ția lu l G ibbs m agnetic  se definește analog cazului anterior, ca trans
formata Legendre pe gradele de libertate termic, volumic și magnetic27

2 7 Datorită absenței proprietăților corecte de convexitate, se va utiliza (la fel ca și in cazul precedent) numai 
definiția clasică a transformării Legendre.

g ' = Î Â - T S + ^ V - ^ H  M  , (10.90)

având forma diferențială

dg* = - S d T + V  d ^ - M d C f lo îD + n d N  , (10.91)

care permite deducerea ecuațiilor de stare în reprezentarea
Se consideră cazul cel mai simplu (analog cazului anterior), când în absența câmpului mag
netic, mediul magnetizabil se comportă ca un fluid neutru, având potențialul Gibbs propriu 
zis (entalpia liberă) f o ^ ? ,  ^ )  ȘÎ se cunoaște susceptibilitatea magnetică x m (T, ți); atunci, 
se poate considera cunoscută ecuația de stare magnetică (expresia momentului magnetic 
dipolar):

Prin integrarea parțială în raport cu câmpul magnetic și ținând cont de faptul că în absența 
câmpului magnetic pseudo-potențialul Gibbs magnetic se reduce la potențialul Gibbs propriu 
zis:

^*1 =  Mo - r5 o + ? V o = C o (T ,!P ,/V ) ,
l^=o

se obține:

g - (T ,y /H ,N )  = g0 (T ,w ,N ) + g ; „ ^  , (10.92a)
^ a g ( 7 , ? , ^ ^ )  =  -  ^  x U ^ ? )  N  , (10.92b)

adică, pseudo-potențialul Gibbs magnetic al mediului magnetizabil este suma dintre poten
țialul Gibbs în absența câmpului magnetic și partea magnetică 5*,a g .

Proprietatea de aditivitate a pseudo-potențialului Gibbs magnetic se transmite ecuațiilor 
de stare nemagnetice: entropia, volumul și potențialul chimic (care sunt fiecare o sumă dintre 
partea nemagnetică corespunzătoare absenței câmpului magnetic și partea magnetică):

T ,V ;H

S t T , ^ , ^ . ^ )  = [ d T  I
\  / ’Ș ;H,N

= S0 (T ,V ,N )  + ^ - ( d x m
\  d T  ,) N ’ (10.93a)

V (T ,^ ,? { ,N )  =
( d g - \ = V0 ( T , W , N ) - ^ - (  d x m 

\  d W .) N ’
'T

(10.93b)

H (T ,^,-H ,N ) =
( d g - \
\ QN  1

= ^ T ^ ) - ^ X m
( T , W (10.93c)

Se observă în plus că, pseudo-potențialul Gibbs magnetic este o transformată Legendre 
maximală, astfel încât, datorită relației Euler, se obține relația

N . (10.94)

B. M etoda  p o ten ția le lo r m odificate (G. Nenciu)

Se utilizează expresia (10.82) a lucrului magnetic, fără să se extragă termeni de tipul 
diferențiale totale exacte din energia internă a mediului magnetizabil; atunci, forma diferen
țială (10.83) se explicitează în felul următor:

dW = r d 5  -  f t  +  ^ y " )  d V  + 'H d(B V ) + n d N

= T d S - i r d V  A - H d ^  + n d N  . (10.95)
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Se observă că în acest caz lucrul magnetic are contribuții pe două grade de libertate ter
modinamice, astfel că trebuie să se redefinească parametrii de stare volumici și magnetici:

X v  = V , P{, = - i r = - ^ +  ^ - ^  ’ (10.96a)

X!H = (B = B V  , PH = R- (10.96b)

în acest ultim caz apar următoarele particularități:
- V  și ^  = B V trebuie să fie considerate variabile independente;
-  presiunea efectivă are contribuție suplimentară magnetică Il0 R 2 /2.

Deși această metodă implică utilizarea unor parametri de stare neobișnuiți, totuși se obține 
avantajul principial că U {S ,V , tB ,N )  este ecuația termodinamică fundamentală veritabilă, 
fiind astfel o funcție convexă și omogenă de gradul 1; ca urmare, este asigurată relația Euler:

U = T S  - v V  + R<B + ^ N  (10.97)

și se pot defini potențiale termodinamice veritabile prin transformări Legendre. Din relația 
Euler (10.97) rezultă prin trecere la variabile uzuale relația

U = T S  - ^ V  + p 0 R  M V  + ! ? ^ -  V + ^ N  ,

care asigură c& U = U -  W^ este o funcție omogenă de gradul 1 în raport cu variabilele 
(S ,V ,M ,N ).

Pentru a face comparația cu rezultatele metodei pseudo-potențialelor, se vor discuta 
numai potențialele termodinamice energia liberă magnetică și potențialul Gibbs magnetic.

b .l .  E nergia liberă m agnetică  este transformata Legendre pe gradele de libertate 
termic și magnetic

F R T ,V ,R ,N )  = inf ( W(5 ,V ,B ,1 V )-T 5 -H ® ] , (10.98)

având forma diferențială2 8 :

2 8Strict vorbind, 5* este un potențial Gibbs simplu, astfel că terminologia uzuală este criticabilă.

d F ’ = - S d T - 7 t d V - ^ B d R + ^ d N  . (10.99)

Se vor evidenția următoarele proprietăți ale energiei libere magnetice F '(T , V ,R , N).
1) La câmp magnetic nul se reduce la energia liberă (potențialul Helmholtz)

F \ T ,  V,0, N) = Uo(T, V, N ) -  T S 0 (T, V, N) = F 0 (T, V, N) .

2) Ecuația de stare magnetică este

^ - W T W / H 'N )  = --jI0 [ l + X m (T ,V /N ) ] R V  .

3) Prin integrarea parțială în raport cu câmpul magnetic și utilizarea condiției de câmpul 
magnetic nul, rezultă expresia generală a energiei libere magnetice (pentru un sistem mag- 
netizabil liniar și omogen)

^ ( T ,V ,R ,N )  = F 0 (T ,V ,N ) -  ^ -  [l + X m (T ,V /N )] V . (10.100)

4) F * (T ,V ,R , N) este o funcție concavă în variabilele T  și R; ca urmare, rezultă relația

( ) = - ^ [ 1 + X m ] V < 0 ,
\  U FL / T tVtN
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de unde rezultă “condiția de stabilitate” Xm > — 1 - Se constată că termodinamica permite 
existența unor valori negative ale susceptibilității magnetice, adică diamagnetism; valoarea 
minimă Xm = — 1 corespunde la diamagnetism perfect.

5) Ecuațiile de stare deduse din expresia (10.33) sunt:

S (T ,V ,H ,N )  = - ( ^ \
\ O 1  /V .H .N

i r ^ V / H .N )

H (T ,V ,H ,N )

= S0 ( T ^ ,N )  + ^ [ ^ }  V ,

“ \  ^^^ / T  V

(10.101a)

(10.101b)

(10.101c)

Datorită faptului că TT =  ț j  + 'p0 'H2 /2  , rezultă că ecuațiile de stare (10.101) sunt identice 
cu ecuațiile (10.89), ceea ce arată că T* (pseudo-potențialul corespondent lui F*) produce 
ecuații de stare corecte.

Din relația (10.100) rezultă că energia liberă (potențialul Helmholtz) este

F  = : r + H (B = :FO + —  V  , 
de unde rezultă că partea magnetică a densității volumice de energie liberă este: 

_ :F - :F0 _ 'H B
Imag — y  -  2 '

Trebuie să se remarce că în multe lucrări expresia precedentă a părții magnetice a densității 
de energie este considerată în mod eronat ca partea magnetică a densității de energie internă. 

In mod corect energia internă are expresia

W =  T  + T 5 + 7 1 ®  = (7 0 + TSO) + ( ^  + ^ ^  T  ^ ^ )  V , 

de unde rezultă partea magnetică a densității volumice de energie internă 

_ U - U 0 _  H B  ^ H 2 d X m  , H B
U m ag “  V  “ 2 - 2  d T  *  2 '

b.2. Potențialul Gibbs m agnetic se definește analog cazului anterior, ca transformata 
Legendre pe gradele de libertate termic, volumic și magnetic

g ^ T ^ ^ N )  = inf |w (5 ,V ,® ,7 /)  - T S  + TTV - 7 / ® ]  , (10.102)

având forma diferențială

dg* = - S d T  + V d ir-fB d -H  + n d N  . (10.103)

Conform definiției, g* este o transformată Legendre maximală, astfel că din relația Euler se 
obține:

g * = n N .  (10.104)
Pe de altă parte, înlocuind variabilele 7r și ®, conform definițiilor (10.96), rezultă că po
tențialul Gibbs magnetic este egal cu pseudo-potențialul Gibbs magnetic29 (dar au variabile 
diferite):

2 9 Egalitatea Q* = Q’ (ca mărimi, dar nu ca funcții) se poate obține direct prin comparația consecințelor 
ecuației Euler (10.94) și (10.104).

g ’ (T,Tr,-H,N) = g \ T , ^ ,H ,N )

Pe baza proprietății precedente rezultă că ecuațiile de stare deduse din potențialul g* sunt 
identice cu ecuațiile (10.93); se observă însă că este preferabilă utilizarea pseudo-potențialului 
g*, datorită faptului că acesta are variabile mai naturale decât potențialul corespunzător g*.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



272 CAPITOLUL 10. SISTEME ELECTRIZABILE ȘI M AGNETIZABILE

C. P oten ția le  term od inam ice pen tru  sistem e deschise

Anterior s-a arătat că lucrul magnetic implică două metode de tratere a sistemelor mag- 
netizabile: ca subsistem închis al unui sistem compus (situație discutată anterior), sau ca 
sistem deschis aflat într-un volum fixat (iar câmpul magnetic este nenul numai în domeniul 
de volum fixat).

Dacă se utilizează a doua metodă de tratare, atunci lucrul magnetic are expresia (10.78) 
și sistemul magnetizabil posedă numai 3 grade de libertate termodinamice: termic, magnetic 
și chimic (gradul de libertate volumic este înghețat); atunci, forma diferențială fundamentală 
este

dU ^ T d S  + R d (V 0 B) + n d N  . (10.105)
Dintre potențialele termodinamice, obținute prin transformări Legendre ale ecuației termo
dinamice fundamentale U(S, Vo B, N) =  t/(5 , ®, N; Vo), se va discuta numai energia liberă 
magnetică:

:r (T ,-H ,N 'V 0 ) =  inf /  U(S, ®, N- Vo ) -  T S  -  R  ® )  , (10.106)
5,® l J

care are următoarele proprietăți:
1. forma diferențială:

dF* = -  S d T - V o B d H  + n d N  ■, (10.107)

2. la câmp magnetic nul se reduce la energia liberă (potențialul Helmholtz)

T ^ T ,  0, N- Vo ) =  Uo(T, N; Vo) -  T S ^ T ,  N- Vo ) =  T 0 (T, N- Vo ) ;

3. prin integrarea ecuației de stare magnetice Vo B(T, R , N ) = VQ [1 +  Xm] Mo^ > s e  obține

^ ( T ,R ,N ; V 0 ) = T-0 (T ,N ;V 0 ) -  Vo ^ !  [1 + X m (T ,V /N )] . (10.108)

Se observă că se obțin rezultate echivalente cu cele ale metodei anterioare, cu simplificarea 
că gradul de libertate volumic este înghețat.

10.2.3 Coeficienți și procese termodinamice
A. D efin iții ale principalilor coeficien ți term odinam ici

Datorită faptului că sistemele magnetizabile posedă (în cazul cel mai simplu, când sunt 
fluide) 4 grade de libertate, există un număr mare de coeficienți termodinamici simpli; din 
cauza acestei complexități, se vor prezenta numai coeficienții uzuali, corespunzători sis
temelor magnetizabile închise (N  =  constant).

a .l .  Călduri specifice (sensib ile) se definesc pentru procese”^ ” neisoterme:

C = 1 Ț ®  = Î 1 ®  • (10.109)

In cazul când procesul ip este simplu, se obțin următoarele călduri specifice isobare/isocore 
și isomagnetizare/isocâmp: c i/m , CV,H , cp,™, cp ^ .

a .2. Călduri specifice la ten te  se definesc pentru procese ”^ ” isoterme:

A(O) = 1 T ^  • (10.110)
. N  k '

Cazul cel mai important este pentru ’V ” procesul isoterm-isobar și parametrul a este câmpul 
magnetic a = R , când se obține coeficientul magneto-caloric isobar A și procesul conjugat 
isoterm-isocâmp cu a =  ip, când se obține coeficientul piezo-caloric isocâmp A^ .
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a.3. Suscep tib ilitățile  (term odinam ice) sunt de două categorii: pentru gradul volumic 
(în acest caz se numesc coeficienți de compresibilitate) și pentru gradul magnetic (în acest 
caz sunt susceptibilități magnetice)

-  z l
-  V v W 4  ’

(„,) =  1 \  =  ! ( d M \

(10.112)

(10.113)

în cazurile simple "p"  este un proces isoterm/adiabatic și isomagnetizare/isocâmp; rezultă 
coeficienții de compresibilitate simpli următori: X T ,M , X T ,H , X >,M  și XS,H - Analog”^ ” ca 
proces simplu este isoterm/adiabatic și isocor/isobar, rezultând următoarele susceptibilități

__ . . (m) (in) . (in)magnetice simple: XT ,V> XT,V >
Se observă pe baza relației (10.71b) că susceptibilitatea magnetică isotermă este propor

țională cu susceptibilitatea utilizată în electrodinamică:

%T,v ~
( d M \  1 ,

7 7 7  =  —  X m ( 7 »  •
1*0

a.4. C oeficienții term ici sunt de două categorii, corespunzători celor doucă grade de 
libertate netermice-nechimice (gradul volumic și gradul magnetic). Dacă se consideră nu
mai coeficienții termici ai parametrilor extensivi, atunci se definesc următoarele tipuri de 
coeficienți simpli:

• coeficienți de dilatare isobari (și isomagnetizare/isocâmp)

1 / 3 V \  _  1 / 3 v \ (10.114)

unde indicele y este M  sau "H;

• coeficienți piro-magnetici (și isocori/isobari)

1 Zd A 4\ _  Z 9 m \
^ \ ~ d T k , a , N ~ \ d T J H , a (10.115)

unde indicele a este V (pentru volum) sau P (pentru presiune).

a.5. C oeficienți m icști care exprimă corelații dintre gradele de libertate volumic și 
magnetic; se vor menționa următorii coeficienți simpli:

• coeficientul magneto-strictiv

1 f  d v \
v \ d n J T V

(10.116)

• coeficientul piezo-magnetic

d M \  _  Z 3 m \ (10.117)

B. R elații între coeficien ți sim pli

Datorită numărului mare de coeficienți termodinamici, existenți pentru sistemele mag- 
netizabile, trebuie făcută o selecție asupra prezentării relațiilor posibile dintre coeficienții 
simpli; ca urmare, se vor prezenta numai cele mai importante relații: relații de simetrie 
(consecințe ale unor relații Maxwell) și relații speciale (de tipul Reech - Mayer).

Pentru a evidenția relații de simetrie exprimate prin variabilele temperatură, presiune și 
intensitatea câmpului magnetic (T,!p,7{) pentru sistem închis (N  =  constant), se utilizează
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forma diferențială a pseudo-potențialului Gibbs redus g*(T,ty,'H), care se obține prin for
mulele generale de reducere din relațiile (10.90) -  (10.91):

dj* = — s d T  + v d ț î  — m d(p0 7i) . (10.118)

Din forma diferențială precedentă rezultă 3 ecuații Maxwell care se pot exprima prin coefi
cienți simpli, rezultând relații de simetrie între acești coeficienți:

(relația între coeficientul piezo-caloric isocâmp și coeficientul de dilatare isobar-isocâmp);

d ( R o H )  / TJP x d T . / y ' H
X = p.0 T irP  , (10.119b)

(relația între coeficientul magneto-caloric isobar și coeficientul piro-magnetic isobar);

d v dm
& (Mo^) /T ,^ dVJr;H

v
—  T = ~Q- 
Mo

(10.119c)

(relația între coeficientul magneto-strictiv și coeficientul piezo-magnetic).
Relații Reech se obțin prin particularizarea relației (3.26), rezultând egalitatea rapoarte

lor căldurilor specifice isobare, ale coeficienților de compresibilitate și ale susceptibilităților 
magnetice (isoterme și respectiv adiabatice):

Cp,m _  ^ s ,7 i  _  Xg^
c p ,n  *T;H X ^

(10.120)

Analog, prin particularizarea relației Mayer pentru călduri specifice (3.28) se obține

Cp,H ~  Cp,m =  T  V (10.121)
XT,W

Relații similare cu (10.120) -  (10.121) se pot obține pentru coeficienții asociați altor seturi 
de procese simple (de exemplu: isocore, isomagnetizare).

C. Factorizarea unor coeficien ți sim pli

O caracteristică importantă a unor coeficienți termodinamici este dată de proprietatea 
de factorizare-, expresia coeficientului respectiv este suma dintre partea corespunzătoare 
absenței câmpului magnetic (ca la fluidul neutru) și “partea magnetică”, rezultat datorat 
factorizării ecuațiilor de stare.

Se va ilustra factorizarea unor coeficienți utilizând variabilele reprezentării Gibbs mag
netice30 (T,ty,'H, N)-, în acest caz ecuațiile de stare au formele date de relațiile (10.93).

3 0 T¥ebuie să se remarce că pentru a obține unii coeficienți va fi necesar să se utilizeze în mod temporar 
alte reprezentări termodinamice.

Entropia este dată de relația (10.93), adică prin omiterea variabilelor (pentru a simplifica 
scrierea, dar și pentru a putea utiliza variabilele convenabile) se poate exprima în forma

^  — ^ 0  4" *^mag i (10.122)

unde So este entropia mediului magnetizabil ca fluid'neutru, în absența câmpului magnetic, 
iar S1Iiag este partea magnetică a entropiei:

. _ I ^ 2 ( d Xm \  »  MQ'H2 ( dX m \
’"’ag 2 \ 9 T  2 \  d T (10.123)
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Conform definiției generale (10.109), rezultă că se obține o factorizare a căldurilor specifice:

„ _  .(0 )  , „(mag) (10.124)

unde c ^  =  T ( d s ^ / d  T )^  este căldura specifică a mediul magnetizabilui în absența câmpului 
magnetic, iar c£1,ag) = T(ds^m a^  ldT).p  este partea magnetică a căldurii specifice.

Pentru procesele isobare apar căldurile specifice la câmp magnetic constant sau la mag- 
netizare constantă. Din relația (10.123) rezultă

_(">ag) 
CP,H

d X m \ MO'H2 
d T  Jv  2

(10.125)

Pentru a obține Cp1̂  se exprimă entropia magnetică Sm ag  cu ajutorai momentului magnetic 
dipolar (în locul câmpului magnetic), pe baza relației (10.6b):

™2 ( d * m \  N  =  ~™2 ( 9 W 2 \  N
2 A*o Xm \  d T  /«p 2 /JQ \  d T  J

atunci rezultă pentru partea magnetică a căldurii specifice isobare-isomagnetizare expresia:

„(mag) 
C P,m

-m 2

2 Mo
(10.126)

Se observă că pentru un paramagnet ideal (Xm) 1 ~  ^  > astfel că rezultă Cpn ’g’ = 0 , adică 
cp,m = c ^  (căldura specifică isomagnetizare este independentă de câmpul magnetic)3 1 .

31 Pentru căldura isocoră corespunzătoare se obține același rezultat c^"^8 ’ =  C y \

Este interesant să se remarce că pentru paramagneții ideali energia internă are de asemenea 
proprietăți particulare. Partea magnetică a densității volumice de energie internă pentru un 
sistem magnetizabil arbitrar are expresia

Xmu (mag) _  Mo^ M  , 

2 \

Pentru un paramagnet ideal se obține că această densitate de energie este egală cu densitatea 
de energie a câmpului magnetic u<m aK) = ~jx0 'H2 /2  = winag  , adică întreaga energie magnetică 
este dată numai de către câmpul magnetic, fără să existe contribuție de la procese de magne- 
tizare. Comportarea căldurilor specifice isomagnetizare și a energiei interne sunt similare cu 
fluidele neutre care satisfac ecuația Clapeyron - Mendeleev, justificându-se astfel termenul 
“ideal” pentru paramagneții cu susceptibilitate Curie.

Se observă de asemenea că sistemele diamagnetice, având susceptibilitatea magnetică con
stantă (aproximativ), au partea magnetică a entropiei Sm ag  nulă, conform relației (10.123); 
ca urmare, sistemele diamagnetice au proprietăți calorice independente de câmpul magnetic 
(sau de starea de magnetizare).

Spre deosebire de căldurile specifice, coeficientul magneto-caloric isobar are contribuție 
numai de la partea magnetică a entropiei:

X = Ț L0 U T ( d X m \
k d T  ) v

Volumul este dat de relația (10.93b), adică se poate exprima în forma:

V = Vo +  Vm ag  ,

unde V  este volumul mediului magnetizabil ca fluid neutru, în absența câmpului magnetic, 
iar Vmag este partea magnetică a volumului:

Vinag
Mo^2 

2
dXm A N 
d V  ) T

(10.127)
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Conform definițiilor generale (10.112) și respectiv (10.114), coeficienții de compresibilitate 
isotermă X T ,H  ?> coeficientul de dilatare isobară a-n (ambii la câmp constant) se factorizează 
în parte nemagnetică (corespunzătoare mediul magnetizabilui ca fluid neutru la câmp nul) 
și parte magnetică:

(0) . (mag)
KT.H = *T + *T,H > 

aH  = a ^  +  a ^ ’ ,

(10.128a)

(10.128b)

unde32

3 2 De fapt, factorizarea se obține numai dacă se consideră că efectele magnetice sunt mici, astfel ca să se 
poată aproxima vR ito la numitori.

3 3Se consideră că efectele magneto-strictive sunt mici, astfel că se poate face aproximația v «  VQ, la 
numitor.

„(mag) _  Mo ^ 2 (
W  2u0  \ d ^  ) T

H  “  2v0 d T d ^ '

(10.129a)

(10.129b)

Spre deosebire de coeficienții precedenți, coeficientul magneto-strictiv rezultă numai din 
partea magnetică a ecuației de stare volumică33

MQ'H ( ^ 
vo \  3!P ) T

(10.130)

D. P rocese term od inam ice

Pe baza rezultatelor anterioare se vor discuta cele mai semnificative procese termodina
mice ale sistemelor magnetizabile (se va discuta cazul când se utilizează setul de variabile T, 
^ , R ,  N  = constant).

d .l .  M agnetizare isoterm ă Se consideră mediul magnetizabil aflat inițial la câmp mag
netic nul (T, Sp, R i =  0, N) și se aplică în mod isoterm-isobar câmpul magnetic, astfel încât 
starea finală are parametrii ( T , ^ ,R f  = R , N).

Utilizând expresia (10.93a) pentru entropie, cantitatea de căldură transferată în acest 
proces este

Qi f  = T  & S i f  = T  { S ^ T ^ R , ^ - S ( T , W , 0 , N )  }

= Mo-̂ 2 N
2 '  \ d T j v  • (10.131)

Datorită faptului că x m (^>V) este în general o funcție descrescătoare în raport cu tempera
tura, rezultă că în procesul de magnetizare mediul magnetizabil cedează căldură: Q,f < 0 .

d.2. D em agnetizare ad iabatic-isobară Se consideră mediul magnetizabil aflat inițial 
în câmp magnetic R  și având temperatura T,; printr-un proces adiabatic-isobar cuasi-static 
câmpul magnetic este redus la valoarea nulă.

Datorită faptului că ecuația procesului este S (T ,ty ,R , N) =  constant, cu condițiile su
plimentare fp =  constant și N  =  constant, atunci prin utilizarea expresiei (10.93a), se obține 
ecuația temperaturii:

S ( T i ,^ ,R ,N ) = S { T f , ^ , 0 , N ) ;
adică după simplificări banale, se obține:

3 ° ^ )  +  ^
= s 0 (T,,«P).\ d T  v (10.132)

Datorită faptului că susceptibilitatea magnetică este în general o funcție descrescătoare în 
raport cu temperatura (d x m l  &T)y < 0 și că entropia s°(T,!P) este o funcție crescătoare 
de temperatură, rezultă s, < Sf, adică mediul magnetizabil se răcește la demagnetizarea 
adiabatică: Tf <T{.
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d.3. E fecte m agneto-strictive și p iezo-m agnetice
Efectul magneto-strictiv constă în variația volumului mediului magnetizabil datorită variației 
câmpului magnetic, în condiții isoterm-isobare (mediul magnetizabil fiind în condiția de sis
tem termodinamic închis)3 4 ; coeficientul magneto-strictiv este definit prin expresia (10.116). 
Efectul piezo-magnetic constă în variația momentului magnetic dipolar al mediului magne
tizabil, datorită variației de presiune, în condiții isoterme și la câmp magnetic constant (în 
plus, mediul magnetizabil fiind în condiția de sistem termodinamic închis)3 5 ; coeficientul 
piezo-magnetic este definit prin expresia (10.117).

34Adică efectul magneto-strictiv se poate considera ca răspunsul volumic al mediului magnetizabil la o 
perturbație magnetică.

35Se observă că efectul piezo-magnetic se poate considera ca răspunsul magnetic al mediului magnetizabil 
la o perturbație volumică, fiind conjugat efectului magneto-strictiv.

Intre coeficienții celor două efecte este relația de simetrie (10.53), iar expresiile corespunză
toare pot fi explicitate prin utilizarea susceptibilității magnetice:

^ . l ^ Z ^ f M  . (10.133)
v v \

Se observă că pentru a avea un efect magneto-strictiv și un piezo-magnetic este necesar ca x m 
să depindă de presiune; conform expresiilor (10.76), rezultă că numai paramegneții neideali 
prezintă aceste efecte.
Utilizând ecuația de stare volumică (10.26b), se poate evalua efectul magneto-strictiv global, 
adică variația volumului mediului magnetizabil, la magnetizarea isoterm-isobară:

N  . (10.134)
T

W i ^ H )  = V (T ,y p , 'H ,N ) -V (T ,^ ,0 ,N )  =

Din expresia precedentă rezultă că în cazul când susceptibilitatea magnetică este o funcție 
descrescătoare de presiune (d x m /dyp)r < 0 , atunci se obține o contracție (o micșorare a 
volumului) la magnetizarea mediului magnetizabil.

10.2.4 Tranziția de fază supraconductoare
A. Fenom enologie

Starea supraconductoare este o stare specială (de fapt este o fază) pe care o au unele 
metale și aliaje la temperaturi joase, care este caracterizată prin următoarele proprietăți:

-  rezistivitatea electrică a supraconductorului este nulă 
(efect Kamerlingh Onnes);

-  dacă se introduce supraconductorul într-un câmp magne- 
tostatic, atunci câmpul magnetic din interiorul supraconduc
torului este nul (efect Meissner - Ochsenfeld, adică supracon
ductorul se comportă ca un diamagnet perfect);

-  un câmp magnetic suficient de intens produce o tranziție 
de fază de la starea supraconductoare la starea normală (în 
care rezistivitatea electrică este nenulă și sistemul se comportă 
ca paramagnet), câmpul minim care “distruge” starea supra
conductoare numit câmpul critic fiind dependent de tempera
tură 'HC{T)\ altfel spus, la o temperatură suficient de coborâtă 
T  < Tc starea supraconductoare există numai în prezența unui 
câmp magnetostatic suficient de mic: H < 'HC(T).

Figura 10.7: Câmpul mag
netic critic reprezentat ca 
funcție de temperatură.

Câmpul magnetic critic depinde de temperatură după o lege parabolică (legea Tuyn)

H C(T) = HO 1 - (10.135)

care este bine verificată experimental și este de asemenea obținută în cadrul teoriilor micro
scopice.

In figura 10.7 este ilustrată dependența de temperatură a câmpului magnetic critic.
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Din legea Tuyn se observă următoarele caracteristici:
i. constanta Ho este câmpul magnetic critic la temperatura nulă;
ii. parametrul Tc este temperatura maximă la care poate exista faza supraconductoare 

(câmpul magnetic critic este nul la această temperatură);
iii. pentru temperaturi ridicate (supra-critice) T > Tc , este posibilă numai faza normală-,
iv. la temperaturi subcritice (T < Tc ), starea supraconductoare se realizează la câmpuri 

magnetice mici H < H C(T), iar la câmpuri magnetice intense H > HcfT) se realizează starea 
normală.

Datorită faptului că se utilizează termodinamica proceselor 
cuasi-statice, iar conducție electrică este un fenomen de trans
port care implică utilizarea termodinamicii proceselor irre- 
versibile, se vor deduce proprietăți termodinamice ale tranziției 
de fază stare normală - stare supraconductoare utilizând numai 
informațiile magnetice, reprezentate prin consecințele efectu
lui Meissner - Ochsenfeld. Astfel, pe baza relațiilor (10.71) - 
(10.72) se obțin următoarele comportări ale inducției magne
tice și ale magnetizării în cele două faze (normală și supracon
ductoare).
• In faza normală susceptibilitatea magnetică este foarte mică, 
astfel că se poate aproxima cu valoare nulă Xm^ ~  0; ca rezul
tat magnetizarea este aproximativ nulă și inducția magnetică 
egală (aproximativ) cu valoarea din vid

M n  «  O, 
®n Mo •

• In faza supraconductoare sistemul se comportă ca un diamag- 
net ideal, astfel că susceptibilitatea magnetică este x~m =  — 1; 
ca rezultat magnetizarea este egală în mărime cu intensitatea 
câmpului magnetic (dar opusă acestuia) și inducția magnetică 
este nulă

(10.136a)

M s
B, 0 . (10.136b)

Figura 10.8: Dependența în 
raport cu câmpul magnetic 
a inducției magnetice și a 
magnetizării.

în figura 10.8 sunt reprezentate dependențele magnetizării și ale inducției magnetice ca 
funcție de câmpul magnetic la o temperatură subcritică T  < Tc (atunci, starea supracon
ductoare este la valori mici ale câmpului magnetic H < H C, iar starea normală este la valori 
mari ale câmpului magnetic H < Hc)-

Se observă că, dacă se consideră în sensul teoriei Landau că 
faza supraconductoare este mai ordonată decât faza normală, 
atunci magnetizarea poate fi aleasă ca parametru de ordine3 6 .

3 6 Observația precedentă implică o comportare a tranziției de fază normal - supraconductor ca fiind de 
ordinul 2. Se va arăta în această secțiune că tranziția de fază normal - supraconductor este de ordinul 2 (în 
sensul lui Ehrenfest) la câmp magnetic nul.

3 7 Efectele demagnetizante sunt produse de curenții de magnetizare superficiali care apar pe frontierele 
sistemului magnetizabil, iar acești curenți demagnetizanți depind de geometria sistemului și modifică valoarea 
câmpului magnetic în interiorul sistemului magnetizabil. în electrodinamică se arată că pentru cilindri lungi 
curenții demagnetizanți sunt neglijabili.

Pentru a simplifica problema se va considera că sistemul 
care poate fi supraconductor este un cilindru foarte lung, iar 
câmpul magnetic este uniform (constant în spațiu) și orientat 
paralel cu axa cilindrului, după cum este ilustrat în figura 10.9. 
în acest caz efectele demagnetizante37 sunt neglijabile, astfel 
încât se poate considera câmpul magnetic din interiorul cilin- < - ~ >
drului ca fiind egal cu câmpul magnetic extern: Hioc = 7Yext
(în consecință, acest câmp magnetostatic intern este, de aseme- figura 10 9: Geometria sis- 
nea, un câmp uniform). ternului supraconductor.
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B. P oten ția le le  chim ice ale celor două faze

Se consideră bara cilindrică, care poate efectua o tranziție de fază supraconductoare și 
care a fost definită în subsecțiunea precedentă; în aceste condiții parametrii termodinamici 
naturali ai sistemului studiat sunt temperatura T, presiunea țJ, intensitatea câmpului mag
netic H și numărul de particule N  (în general supraconductorii au efecte magneto-strictive, 
care sunt însă mici, astfel încât în mod riguros volumul variază la modificarea câmpului 
magnetic).

Pentru a stabili condiția de echilibru între fazele normală și supraconductoare se face 
apel la expresia generală a potențialului chimic (10.93c), împreună cu relația dintre suscep
tibilitățile volumică și specifică (10.73):

V ^ T ,V ,'H )  = fs0 ( T , V ) - ^ - X m (T ,V ) , X m ^ X m -

Prin utilizarea valorilor susceptibilităților magnetice pentru cele două faze (adică x^n ~  0, 
Xm =  — 1), se obțin expresiile potențialului chimic al fazei normale fj.n  și respectiv al fazei 
supraconductoare n s :

M n (T ,V ,H ) = Mon(T,^J) ,

M a(T,V ,'H ) = ^ . ( T , ^ )  + ^ -  ^  ■
(10.137a)

(10.137b)

în figura (10.10) sunt reprezentate potențialele chimice ale celor două faze ca funcții de 
câmpul magnetic, pentru o temperatură subcritică38 T  < Tc .

3 8 Deoarece efectele magneto-strictive sunt mici (volumul este o funcție lent variabilă în raport cu câmpul 
magnetic), potențialul chimic al fazei supra-conductoare este aproximativ o funcție pătratică (convexă) de 
intensitatea câmpului magnetic; această dependență nu este tn contradicție cu principiile termodinamicii 
deoarece este necesar ca n(T,ir = ĴJ -t- fio'H2 /2,'H) să fie o funcție concavii în raport cu variabelele T, w și H.

Datorită faptului că faza mai stabilă are un potențial chimic 
mai mic [conform discuției prezentate în Capitolul (6)|, pe baza 
expresiilor (10.137) se poate stabili o relație între părțile ne
magnetice ale celor două potențiale chimice și câmpul magnetic 
critic.

Dacă se alege o temperatură subcritică (T < Tc ), la va
lori subcritice ale câmpului magnetic B  <"Hc faza stabilă este 
faza supraconductoare, astfel că potențialele chimice nemag
netice satisfac inegalitatea/«on  < Hos- Pentru valoarea critică 
a intensității câmpului magnetic H = H c se produce echili
brul (coexistența) celor două faze, ceea ce implică egalitatea 
potențialelor chimice corespunzătoare:

Figura 10.10: Potențialul 
chimic ca funcție de inten
sitatea câmpului magnetic.

iar în figura (10.10) cele două curbe se intersectează.
în relația precedentă, prin substituirea expresiilor (10.137), se obține:

^ O n (T ,^ )  = l ^ s { T ^ }  + ^ & 1  ^  X m  , (10.138)

unde Vc este volumul sistemului la valoarea critică a câmpului magnetic H C(T).

C. Salturile m ărim ilor term odinam ice la tranziția  de fază

Se vor utiliza relațiile (10.138) și (10.135), împreună cu ecuațiile de stare (10.93), pentru a 
determina saltul de entropie, iar apoi saltul de căldură specifică (isocoră și la câmp magnetic 
constant) pentru tranziția se fază.
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C .l. Saltul de entropie se obține prin derivarea potențialelor Gibbs magnetice ale celor 
două faze în raport cu temperatura, pe baza formei diferențiale (10.103) sau în mod echivalent 
a formei (10.91).

Potențialele Gibbs magnetice se obțin din potențialele chimice prin utilizarea relației 
(10.104), astfel încât sunt valabile expressile:

g; = ^ - N  = L  + ^  N  .

în continuare, prin derivări în raport cu temperatura, la valori constante ale parametrilor 
TT = ® + 'p,0 'H2 /2, ® = V • PoU + x)^> N  (s a u  echivalent ț i ,  H, N  constante) și în plus 
neglijând efectele de dilatare (dependența de temperatură a volumului) se obțin expresiile 
entropiilor celor două faze:

d T *,<B,N

9 MQ, 
d T ^  -  Mo Hc(T) Vc , 

ț  ar
(10.139a)

S a = - OG;
d T

dpos 
d T

N  . (10.139b)

Din expresiile anterioare rezultă saltul de entropie la tranziția de fază normal - supracon- 
ductor (exprimat cu ajutorul câmpului magnetic critic):

<Sn -  S, = -  Mo^eCO ^ 7 ?  K  . (10.140)

Rezultatul anterior implică următoarele consecințe.
i. Câmpul magnetic critic 'He (T) este o funcție descrescătoare de temperatură, ceea ce 

implică o valoare mai mare a entropiei în faza normală Sn  > 5 , (pe stările de coexistență 
ale celor două faze); acest rezultat se poate interpreta că faza supraconductoare este mai 
ordonată ca faza normală.

ii. Prin utilizarea legii Tuyn (10.135) se poate explicita saltul de entropie și se obține

expresia precedentă a saltului de entropie arată că în prezența câmpului magnetic (când 
temperatura tranziției de fază este subcritică T  < Tc ) saltul de entropie este nenul, ceea ce 
implică o tranziție de fază de ordinul 1, dar la câmp magnetic nul (când tranziția de fază 
are loc la temperatura critică T  = Tc ) saltul de entropie este nul, ceea ce implică o tranziție 
de fază de ordinul (cel puțin) 2.

iii. Saltul de entropie determină căldura latentă a tranziției de fază, astfel că se obține

/  'T' \  2 r / rr> \  2 *

iv. Rezultatul anterior (saltul de entropie la tranziția de fază normal - supraconductor) 
se putea deduce din ecuația Clapeyron - Clausius generalizată (6.19) cu hipoteza că tranziția 
de fază este de ordinul 1. în acest caz gradul de libertate netermic-nechimic ” z ” este gradul 
magnetic, având parametrul extensiv X, =  V B și parametrul intensiv conjugat Pi = H 
[se observă că parametrul intensiv la echilibrul fazelor este câmpul magnetic critic 'HC(T)|; 
atunci ecuația (6.19) devine

dKcCT) _  ^ n - S ș 
d T  (V B )n - ( V B ) a '

Pe baza relațiilor (10.136) se exprimă parametrii extensivi ai celor două faze coexistente: 
pentru faza supraconductoare este (V B)s =  0, iar pentru faza normală este (V B)n  = VȚIQH,
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astfel că ecuația precedentă devine

d H c {T) =  S n - S a 
d T  VȚ^Hc ’

ceea ce este echivalent cu relația (10.140).

C.2. Saltul de căldură specifică se obține din rezultatele anterioare, care au fost deduse 
pentru saltul de entropie.

Conform definiției (10.109), capacitatea calorică (sensibilă) isobară și la câmp constant 
(pentru fiecare fază) are expresia

r>(n/8 )
^ P ,H ,N

/  dSn/s\

Prin utilizarea expresiilor entropiilor celor două faze (10.139) se obțin expresiile corespon
dente pentru capacitățile calorice

v ’

z^(s ) _  T 1 / ^ d  ROri \
^ P ,-H ,N  ~  J \ a n  I\  /<p,w

(10.141a)

(10.141b)

Pe baza expresiilor anterioare și neglijând dependența de temperatură a volumului (adică se 
efectuează din nou aproximația Vc «  constant) se obține diferența dintre capacitățile calorice 
isobare și la câmp magnetic constant ale celor două faze, exprimată cu ajutorul câmpului 
magnetic critic:

p ( n ) /^(*)
'-'P ,H ,N -  '-'P.'H.N -  Ho T

d H c \ 
d T  ) + Tic

d^Hc 
d T 2 Vc;

în continuare se utilizează legea Tuyn (pentru a explicita depencența de temperatură a 
câmpului critic), astfel încât diferența capacităților calorice isobar-isocâmp ale celor două 
faze devine: .

- 4 1 ^  = - 2 ^ ®  ( 1 O 1 4 2 )

l \ ^ c /  L \   ̂0 /  J J

Din relația precedentă se obține saltul densității de capaci
tate calorică isobară și la câmp magnetic constant, calculat la 
temperatura critică Tc (când se anulează saltul de entropie)39

(10.143)

numită formula Rutgers.
Saltul nenul al capacității calorice (care se exprimă printr-o 
derivată de ordinul 2 a potențialului termodinamic) arată că 
la temperatura critică (adică la câmp magnetic nul) tranziția 
de fază normal - supraconductor este de ordinul 2.

Dependența de temperatură a capacității calorice este ilus
trată în figura 10.11, evidențiindu-se saltul la temperatura 
critică.

Figura 10.11: Saltul densi
tății de capacitate calorică.

3 9 Densitatea volumică de capacitate calorică isobar-isocâmp (pentru oricare dintre faze) la temperatura 
critică p.ste

P;H,N
V Vc
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D. C oncluzii asupra tranziție i de fază

Pe baza rezultatelor anterioare se remarcă următoarele proprietăți ale tranziției de fază 
normal - supraconductor:

i. Dacă tranziția de fază se face la temperatura critică (adică în absența câmpului mag
netic), atunci

-  saltul de entropie este nul, ceea ce implică o căldură latentă de tranziție nulă,
-  saltul de căldură specifică este finit (nenul);

ca urmare în această situație tranziția de fază este de specia a Il-a.
ii. Dacă tranziția de fază se face în prezența câmpului magnetic (evident în acest caz 

R  < R C(T) și T  < Tc), atunci saltul de entropie este nenul (faza normală are entropia mai 
mare), astfel că tranziția de fază este de specia l-a.

iii. Caracteristicile acestei tranziții de fază sunt în concordanță cu teoria Landau. în acest 
caz faza normală este faza dezordonată și faza supraconductoare este faza ordonată; totuși, 
parametrul de ordine nu are o semnificație simplă (cum era cazul tranzițiilor de fază para- 
fero), acesta fiind explicabil numai prin utilizarea unei teorii microscopice bazate pe mecanica 
cuantică. Mai mult, deși saltul de căldură specifică se poate obține prin particularizarea 
ecuației Landau (6.52), funcționala Landau este mai complexă și întreaga teorie Landau 
trebuie generalizată4 0 .

4 0Teoria termodinamică a tranzițiilor de fază normal - supracondictor și normal - suprafluid este cunoscută 
sub numele teoria Ginzburg - Landau.
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Capitolul 11

Soluții

11.1 Definiții
în cazul sistemelor termodinamice constituite din mai multe specii chimice și care se 

află într-o singură fază, se utililizează noțiunile amestec și soluție. Deși există mai multe 
accepțiuni ale acestor termeni utilizate în literatură vom adopta următoarele definiții:

am estec este o fază omogenă constituită din particule de specii chimice diferite și care pot 
eventual să participe la reacții chimice,

soluție este o fază omogenă (atât din punct de vedere fizic, cât și din punct de vedere 
chimic) care conține mai multe componente chimice dintre care o componentă chimică 
este dominantă (în general se consideră cazul componentelor chimice nereactante).

Datorită faptului că sunt prezente mai multe specii de particule se vor utiliza următoarele 
notații:

• {/Vj }J= 1  n  este setul numerelor de particule ale fiecărei specii chimice,

• N  = 52J=1  Nj este numărul total de particule,

• Cj = N j/N  ,( j  = 1 ,.. .  ,n) este concentrația procentuală a speciei chimice "j"; conform 
definiției, se observă că setul concentrațiilor procentuale satisfac relația £ " = 1  Cj = 1 .

Deși se pot studia soluții sau amestecuri având componente cu proprietăți termodinamice 
arbitrare, totuși cazul cel mai important pentru aplicații practice și cel mai simplu din punct 
de vedere teoretic este cazul când sistemul este de tipul unui fluid neutru multi-component 
(adică fiecare componentă are proprietăți de tipul fluid neutru, astfel că sistemul total are 
numai gradul de libertate termic, gradul de libertate volumic și mai multe grade de libertate 
chimice). în continuare se va considera numai cazul simplu menționat anterior.

Pentru un amestec sau o soluție care se află la temperatura T, presiunea Sp și are numerele 
de particule pentru speciile chimice componente N j , . .. ,N n  potențialul termodinamic natu
ral este potențialul Gibbs Q (T ,^ , N i, . . . ,  Nn ).

Se vor lista principalele proprietăți ale potențialului Gibbs care sunt importante pentru 
studiu) amestecurilor sau al soluțiilor:

forma diferențială este
n

d £ =  - 5 d T + V d ț J  +  £ / < j d ^  , (11.1)

-  relația Euler este n
(1 1 2 ) 

j=i

-  potențialul chimic al unei componente chimice este

» =  ' 1 1 1 5 1
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-  potențialul chimic al unei componente chimice fiind o funcție omogenă de gradul 1 în 
raport cu numerele de particule, astfel că acesta depinde numai de concentrațiile procentuale 
ale componentelor chimice

H j(T ,y ,N x , . . . , N n ) = ^ ( T , ^ , . . . , ^ )  . (11.4)

11.2 Amestecuri de gaze ideale
11.2.1 Potențialul Gibbs al amestecului de gaze ideale

Se consideră un amestec constituit din n  gaze ideale care se află la echilibru într-o incintă 
având temperatura T  și presiunea ț i ,  iar fiecare componentă având numărul de particule 
^ , 0  =  1 , . . . , ^ .

Pentru un gaz ideal (cu o singură componentă chimică) s-au dedus în Capitolul 7 expresiile 
mărimilor termodinamice utilizând variabilele (T, V, N)-, astfel presiunea, energia internă și 
entropia componentei " j"  au expresiile (7.101), (7.103) și (7.104):

T
d T  + kg In ,O>

Pentru amestecul de gaze presiunea, energia internă și entropia se obțin prin însumarea 
contribuțiilor fiecărei componente

kgT  _  ^  B̂Tv  = E  ^ 
j= i

(11-5)

(H 6 )

(11-7)

Utilizând relația (11.5) se exprimă volumul incintei prin presiune și numărul total de 
particule ale amestecului

atunci, se înlocuiește volumul din expresia entropiei (11.7) cu ajutorul relației (11.8) și rezultă

Potențialul Gibbs al amestecului de gaze ideale se obține cu ajutorul expresiilor (11.6) 
pentru energia internă IÂ(T, (W})1, (H-9) pentru entropie 5(T,ț3, {A7}) și (11.8) pentru 
volum 1 (7 ’,^ ,  {A7}); astfel rezultă următoarea expresie

1 Energia internă în reprezentarea energiei libere U(T, V ,{N }) este independentă de volum, astfel că această
mărime este independentă de presiune în reprezentarea potențialului Gibbs.

G(T, ȚȚ {A7}) = U(T, { N } ) - T  5(7,<p,{A'}) + ț i  V'(T,‘P, { O

^ ^ [ o  +  ^ T l n i p j + l B T ^  ^  l n ^ ,  (11.10) 
J= I j=i
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unde V’j(T )  este partea dependentă numai de temperatură a contribuției componentei " j ” 
la potențialul Gibbs:

^ { T )  = I c ^ ( T )  d T - T I  ^ ^  d T - k B T  In (kB T) + kB T  + u (̂  -  s ^ } T  . (11.11)

11.2.2 Potențialele chimice ale componentelor
A . C azu l co m p o n en te i pure implică valori nule ale numerelor de particule pentm toate 
celelalte componente și prezența numai a componentei considerate:

Ni = N  , 
Nj = 0 , ( j ^ l ) .

Atunci, prin particularizarea expresiei (11.10), potențialul Gibbs al componentei ”1” când se 
află singură în incintă are expresia2 :

2 Pentru a obține potențialul Gibbs al componentei ”1" aflate singură in incintă, prin particularizarea 
expresiei corespunzătoare amestecului, se utilizează pentru al doilea termen al expresiei (11.10) identitățile 
matematice următoare:

0 , j  = 1

/ 1= lim i  In ( —
I—>0 \ N

De fapt, potențialul Gibbs al unei componente aflate singure în incintă se poate determina direct din rezul
tatele pentru gazul ideal (evident, în acest caz se obține același rezultat ca cel produs prin particularizare 
din expresia corespunzătoare amestecului).

G i ț T ^ N ^  Nj M T )  + kB T  In*?] .

Potențialul chimic al componentei " l” pure (aflată singură în incintă) se obține prin derivarea 
potențialului Gibbs corespunzător în raport cu numărul de particule:

^ { T , ^ ) = ( ^ \  = ^ ( T )  + kB T \ n ^ .
\u J v /  / T ^

(1112)

B . C azu l co m p o n en te i în  a m estec  permite determinarea potențialului chimic al com
ponentei respective pe baza formei diferențiale (11.1) a potențialului Gibbs al amestecului 
și cu ajutorul expresiei (11.10)

p t{T ,^ ,{N } ) dg\
®Nl JT  y  {uy

<pt (T) + k B T  I n ț p H B î h n ^  + M l - ^ ^  |

observând că ultimii 2 termeni se anihilează reciproc și luând în considerare expresia (11.12) 
potențialului chimic pentru componenta considerată când aceasta se află în stare pură, 
rezultă

pi(T,W ,ci) = p°(T,°p) + kB T  Inc, . (11.13)

Din expresia precedentă se observă următoarele proprietăți:

• potențialul chimic al unui gaz ideal aflat într-un amestec cu alte gaze ideale depinde 
numai de concentrația procentuală a componentei considerate, dar este independent 
de concentrațiile procentuale ale celorlalte componente ale amestecului (numerele de 
particule ale celorlalte gaze apar numai în expresia concentrației procentuale c/);

• datorită faptului că, prin definiție, concentrațiile procentuale ale tuturor componentelor 
sunt subunitare (c, < 1) expresia (11.13) arată că în amestec potențialul chimic al unui 
gaz ideal este mai mic decât în stare pură: p,j < fi® .

= 1 • In 1

o , 3 ^ 1 .

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



286 CAPITOLUL 11. SOLUȚII

11.2.3 Condiția de echilibru față de reacții chimice
A. R eacții chimice: se consideră o reacție chimică generală în care componentele chimice 
inițiale sunt { Aj }j=1 > m  și componentele chimice rezultante sunt { B[ }i=m+i,...,n (unde Aj 
și Bi sunt simbolurile chimice ale componentelor reacției considerate). Conform standardelor 
din chimie reacția anterioară se notează simbolic în forma

m n
Ș 2  ^ j  Aj ^  ^  & Bl
j=l l=m + l

unde mărimile (oj};=i,...,m  și {A}i=m+i,...,n sunt numere întregi pozitive, numite coeficienți 
stoichiometrici.
Dacă se consideră <5N  reacții chimice, atunci variațiile numerelor de molecule corespunzătoare 
sunt

( 5Nj = —otj 6N , (j = 1 ,.. .  ,m ) ,
\  6Nt = +P16N, (l = m +  l , . . . , n )  .

Datorită faptului că reacția chimică se poate desfășura în ambele sensuri, este convenabil 
să se introducă o notație comună pentru ambele tipuri de componente chimice (inițiale și 
finale); astfel, coeficienții stoichiometrici generalizați sunt numere întregi pozitive (pentru 
componentele rezultante la reacția directă) sau negative (pentru componentele inițiale la 
reacția directă):

{ —a
P
i
i 
 ,
,
 
 

(
(
i
i
 
 
=
=

 
 m
1 ,

 
.
+
..
 
 
1
,i
,
n
..
)
.
 
 
,
,ri) .

Atunci, variația numărului de molecule ale unei componente când se produc 6N  reacții 
chimice este

6Ni = V, 6N , (i = 1 ,... ,n)

(expresia este valabilă pentru ambele tipuri de componente chimice).

B. C ondiția  de echilibru chim ic: se consideră sistemul constituit din n componente 
chimice reactante, reacția chimică fiind caracterizată de coeficienții stoichiometrici genera
lizați { vi }i= l i  n . Dacă sistemul este în condiții de echilibru chimic la tem peratura.T și 
presiunea țJ, atunci conform teoremei potențialelor termodinamice (energetice), condiția de 
echilibru se obține din minimizarea potențialului termodinamic natural, care este potențialul 
Gibbs (în raport cu variații ale numerelor de particule ale componentelor):

^ ( ^ f p , ^ 0 , . .. ,2V°) = min({A^}) .

Dar, conform formei diferențiale (11-1), variația potențialului Gibbs față de numerele de 
particule este

=  E ^  ^  6 N i  =  Z  6 N  ’ 

i= 1 * i= 1

astfel că din condiția iț/ = 0 , se obține relația

n

(11.14)
1=1

care este condiția de echilibru chimic3 .

C. Legea acțiunii m aselor: în continuare se va considera numai cazul când reactanții 
sunt gaze ideale aflate într-un amestec la temperatură și presiune fixate; în condiția de

3 Trebuie să se remarce că pentru deducerea condiției de echilibru chimic (11.14) nu s-a efectuat nici o 
particularizare asupra subsistemelor care reacționează chimic.
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echilibru chimic (11.14) se substituie expresiile (11.13) -  (11.12) pentru potențialele chimice 
ale componenelor considerate gaze ideale; după operații algebrice elementare rezultă:

5 2  V i l l i  =  5 2  t ^ C 7^ )  +  k BT  l n c j  ] 
1=] t= l

n
=  5 7  ^  [ ^ ( ^ )  +  B̂T In^P 4- k s T  Inc , ]

n  r r  n
= 1 2 + k t , T i n  ^ i = i  n c i* 

i= l t= l -

Atunci, din condiția de echilibru chimic (11.14), utilizând expresia anterioară, se obține 
(după regrupări banale) relația între concentrațiile procentuale ale componentelor ca funcție 
de temperatură și de presiune:

n
J ] ^  = K C(T,Ț1) , 
•=i

numită legea Guldberg - Waage (legea acțiunii maselor), unde

A'C(T,*P) =  *P •=• exp —  £ I/ ,^ ( T )  ,

(11.15a)

(11.15b)

este numită constanta de echilibru a concentrațiilor.
Asupra legii acțiunii maselor trebuie făcute următoarele observații:

• Această relație este utilizată pentru determinarea concentrațiilor procentuale de echili
bru ale componentelor reactante, fiind utilizată împreună cu relații suplimentare de 
conservare.

• Există variante ale legii acțiunii maselor exprimată prin presiuni parțiale sau densități 
ale componentelor.

• în cazul când coeficienții stoichiometrici satisfac relația ^ ( i/, = 0, atunci conform 
definiției (11.15b), se obține o constantă de echilibru dependentă numai de temperatură 
și independentă de presiune.

11.3 Soluții diluate

11.3.1 P rob lem e generale

Uzual se consideră că o soluție este un amestec în care o componentă chimică este domi
nantă și nu se produc reacții chimice între componente.

Componenta dominantă este numită solvent și componentele minoritare sunt numite 
solvatați.

Dacă se exclud reacțiile chimice între componentele soluției, atunci toate componentele 
sunt independente (adică toate componentele se pot afla în soluție în cantități arbitrare, 
pentru stări de echilibru termodinamic complet).

Soluție diluată este o soluție în care cantitatea solventului este mult mai mare decât 
cantitatea totală a solvataților.

Se va utiliza indicele ” 0” pentru solvent și indicii " i” pentru solvatați (i = l , . . . ,n ) . 
Condiția de soluție diluată implică

n

No »  5 2  ,
1=1
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de unde rezultă următoarele aproximații valabile pentru soluțiile diluate:
n

N  = No + ^  Ni No ,

11.3.2 Potențialul Gibbs pentru o soluție diluată
Se consideră o soluție diluată care este descrisă prin variabilele (T ,Ț , N o , {M}i=i,. ,n)-
Mărimile extensive volumul V, energia internă U și entropia S  sunt funcții omogene de 

gradul 1 în raport cu numerele de particule ale componentelor {NQ, N I , . .  ., N n )\ atunci, se 
poate efectua reducerea acestor mărimi în raport cu numărul de particule ale solventului, 
conform formulei (A.31)

V(T,qj,7V0 ,W } )  = No V (T ,% ,l,{N i/N o}) , (11.16)
« ( ^ ^ . ^ . { M } )  =  ^ o W(T,‘P,l,{7V i /^o}) , (H-17)
5(T,<p,7V0 ,{M }) =  No 5 ( T ,^ I J ^ /A T o } )  ■ (H-18)

Pentru volum și energia internă se pot efectua dezvoltările în serie Taylor față de can
titățile mici N i/N , cu aproximația de ordinul 1:

A  N ■V (T,Ț1,1, {Ni/No}) = V(T,W , 1, {0}) + £  ^ ‘P) +

N 
, (11.19)

" N-
U (T ,V , 1, {NJN o}) = U{T,ȚȚ 1, {0}) + £  ^ ( T ,V )  - i  + -

N- ^ u o t T ^  + V r i A T ^ ) - ^  . (11.20)

Asupra expresiilor (11.19) - (11.20) este necesar să se efectueze următoarele completări:

• aceste expresii sunt dezvoltări Taylor minimale (de ordinul 1) față de concentrațiile 
procentuale ale solvataților, fiind astfel valabile numai pentru soluții diluate;

• mărimile VQ^ , ți)  = V ț ^ ț l ,  1, {0}) și uo(T, *P) = U{T,ȚȚ 1, {0}) sunt volumul specific 
și respectiv energia internă specifică ale solventului pur;

• mărimile ^ ( T ,^ )  și t)j(T,ip) sunt dependente atât de solvent cât și de solvatatul "j", 
dar nu depind de celelalte substanțe solvatate;

• soluțiile care satisfac relațiile (11.19) -  (11.20), chiar dacă nu sunt diluate, sunt numite 
soluții ideale.

Pentru entropia soluției 5(T, tp, No , {Ni}) formula de reducere (11.18) nu este utilă, deoarece 
nu se poate efectua o dezvoltare Taylor de tipul (11.19) -  (11.20); există două motive pentru 
a considera dezvoltarea Taylor inaplicabilă pentru entropie:

• Expresiile (11.19) -  (11.20) implică un proces de dizolvare a solvataților în soluție, când 
pentru soluții ideale volumul și energia internă sunt aditive; pe de altă parte, procesul 
de dizolvare este irreversibil și nu se pot deduce proprietăți de aditivitate ale entropiei.

• în cazul particular al soluției (amestecului) de gaze ideale entropia are expresia (11.17), 
care arată o dependență logaritmică față de toate numerele de particule; datorită 
acestei dependențe funcționale, nu se poate efectua o dezvoltare a entropiei în serie de 
puteri față de rapoartele N j/N 0 -
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Entropia unei soluții diluate (mai riguros, a unei soluții ideale) se poate determina pe cale 
termodinamică prin metoda Planck, care va fi expusă în continuare.
Se consideră un proces infinitezimal care implică variații mici ale temperaturii și presiunii, 
dar numerele de particule (No, {Ni}) sunt menținute constante; conform relațiilor (11.17) — 
(11.20) pentru energia internă și respectiv (11.16) -  (11.19) pentru volum, variațiile cores
punzătoare ale energiei interne și ale volumului în procesul considerat sunt

dN = No [ du0 + y  d»/j ^  ] =  ^ °  d’z° + y  N i ^ L  > 

j 0 i
d V = No [duo + £  d& ^  ] =  No dv0 + £  N j d ^  .

J 0 i

Pe baza formei diferențiale termodinamice fundamentale (entropice) variația de entropie a 
soluției, la numerele de particule ale componentelor menținute constante, este

d 5 = - 1d W  +  Ŵd V .

Atunci, prin substituirea expresiilor anterioare ale variațiilor de energie internă și de volum, 
urmată de regruparea termenilor, se obține4

4 In aceste relații se consideră în mod explicit că mărimile diferențiale UQ, VQ, T; și ț  sunt funcții de 
temperatură și de presiune.

’ Mărimile CoCCV) Și ( j(7 ,W  nu trebuie interpretate ca fiind entropiile specifice ale solventului și 
solvalaților; se va arăta ulterior că există un termen suplimentar dependent numai de numerele de particule 
ale componentelor (de fapt, în cazul unui amestec sau al unei soluții, datorită creșterii irreversibile a entropiei 
prin procesul de amestecare a componentelor, nu se pot defini părțile de entropie ale componentelor).

d S  = No y  [dtZo+V duo] + y w ^  [ d ^ + ț p ^ ]  .

i

Datorită faptului că expresia precedentă este o diferențială totală exactă pentru orice valori 
ale numerelor de particule, se pot considera succesiv toate cazurile pure posibile (adică, în 
fiecare caz se consideră numai un singur număr de particule ca fiind nenul); atunci, rezultă 
că fiecare expresie diferențială care multiplică numerele de particule din diferențiala entropiei 
este în mod separat o diferențială totală exactă5

^  [ d u o ^ V j + ^ d v o ^ q j ) ]  =dCo(T,’P ) ,

1  [ d n j^ W + f p d ^ tT .f p ) ]  = d $ ( T ,‘P ) ,  0  = l , . . . , n ) .

Cu ajutorul diferențialelor definite anterior expresia diferențialei entropiei devine

d S  = No d ^ T ,* ? )  + y  Nj dG(T,<p) ,

care integrată în raport cu variabilele ( T , ț )  conduce la expresia

S țT ^ M U N j} )  = No (0 (T,fP) + y  Ni ^ ( T , ^ )  + K (N 0 , {N ,}) . (11.21)

unde K (N Q, {Aj}) este o “constantă de integrare” (este independentă de temperatură și de 
presiune).
Se observă că expresia (11.21) este valabilă pentru valori arbitrare ale temperaturii și ale 
presiunii; dacă se consideră temperaturi suficient de mari și presiuni suficient de mici, atunci 
soluția este în fază gazoasă și poate fi considerată un amestec de gaze ideale. Pentru un 
amestec de gaze ideale expresia entropiei este dată de formula (11.9); adaptând această
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formulă la cazul soluției (adică separând contribuția solventului de cea a solvataților și re
grupând termenii) se obține

"  N« + £  N, ■ £  N ‘ k B  •

Comparând expresia precedentă a entropiei cu formula (11.21) se obțin expresiile asimptotice 
ale mărimilor (o fî’.iP) și Q{T,Ț1), precum și expresia constantei K {N Q, {Nj}):

^ ( T , ^  f ^ l d T + k B  l n ^ ,

^ ( T . ’P H  [  ^ l d T  + kB  l n ^ ,

W , { » ) ) )  =  - W .  i - s ^ ^ ;  -  E ^ »  ‘ ■ ^

= - k B  No In No + 5 2  N i ln  N i + k B N  In N  .

Atunci expresia entropiei soluției diluate (11.21) devine
n

S M ,  No , T O )  = No C o ^ țJ )  + 5 2  N i M ™

n
-  kB  J/Vo In NQ + 5 2  Nj In Nj j + kB N  In N .

3=1

(11.22a)

(11.22b)

(11.22c)

(11.23)

Cu ajutorul expresiilor (11.20), (11.23) și (11.19) se obține expresia potențialului Gibbs 
pentru o soluție diluată:

Q{T, țp. No, {Ni}) = U{T, țp, No, {Ni}) -  T  S{T, *p, No , {N,}) + <p V(T, țp, N o , {Ni}) 
n

= NQ {u0 + ^  v0 -  T  Qo ) + 5 2  Nj (yj + V  ț j  ~ T  ț j )

n
+ k B T  [ No In No + 5 2  N j  \ n N j -  N  In W j .

Expresia anterioară este valabilă pentru o soluție diluată, adică în condiția Nj <K No (inclusiv 
când Nj = 0); dacă se aleg numere de particule nule pentru toate substanțele solvatate 
|Aj = 0 , (j = l , . . . ,n ) ] ,  atunci se obține limita solventului pur. în acest ultim caz 
potențialul Gibbs devine

f/0 = N Q {UQ + îp Vo -  T  (o) = N Q (/Q ,

unde ,ijo(7’,!p) este potențialul Gibbs specific al solventului pur.
Introducând notația condensată

il>j{T,W) = ,h (T, <p) + <p ț j(T , W ) - T  Q {T ,țp) 

se exprimă potențialul Gibbs al soluției diluate în forma

< 7 (7 ,^ ,^ ,  {Ni}) = No P o M )  + 5 2  Nj ^ ( T , ^ )
3 = 1

(n .24)
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Datorită faptului că Q {T ,^, NQ, {Ni}) este potențialul termodinamic natural al sistemului, 
din cunoașterea expresiei potențialului Gibbs se obțin toate proprietățile soluției diluate 
considerate. Totuși, relația (11.24) exprimă forma generală a potențialului Gibbs pentru o 
soluție diluată fără să precizeze formele explicite ale funcțiilor go{T, ți)  și ipj{T,Țl), astfel că 
se obțin din expresia discutată numai unele rezultate generale asupra soluțiilor diluate.

11.3.3 Legile termodinamice ale soluțiilor diluate
A . P o te n ț ia le le  ch im ice  ale c o m p o n e n te lo r

Datorită faptului că majoritatea fenomenelor specifice soluțiilor diluate sunt legate de 
echilibrul chimic, este necesar să se deducă expresiile generale ale potențialelor chimice pentru 
solvent și pentru solvatați, din forma generală a potențialului Gibbs (11.24) prin operații de 
derivare în raport cu numerele de particule corespunzătoare componentei chimice considerate, 
conform formei diferențiale (11.1).

1. P o te n ția lu l ch im ic  al so lv en tu lu i se obține prin derivarea potențialului Gibbs al 
soluției în raport cu numărul de particule ale solventului:

Mo = ^  = g0 (T,W) + kB T  [In No + 1 -  In N -  1] ;

dar primul termen este egal cu potențialul chimic al solventului pur, conform relației (7.52) 
pentru un fluid neutru arbitrar:

g0 (T ,V )  = ^ ( Î - U )  ;

termenii din paranteză se grupează și luând în considerare că solvatații au concentrații pro
centuale foarte mici se poate face aproximația liniară a dezvoltării Taylor pentru logaritm:

In Ao -  In/V = - I n —  = -  +  f  C j .

Atunci potențialul chimic al solventului unei soluții diluate are expresia
n

^ T ,W ,{ c } )  = g°0 (T,W) -  W  . (11.25)
J = I

2. P o te n ția lu l ch im ic  al unui so lv a ta t se obține prin derivarea potențialului Gibbs al 
soluției în raport cu numărul de particule ale solvatatului:

^3 = ^  =  V b M )  + ^B T  [In +  1 -  In A -  1] ;

dar termenii din paranteze se grupează și utilizând definiția concentrației procentuale rezultă

N ■
In Ni — In N = In —— = In c, .3 N 3

Atunci potențialul chimic al unui solvatat dintr-o soluție diluată are expresia

f l j (T ,V ,c j ) = ^ j { T ^ ) + k B T ln c j  , ( j = l , . . . , n ) .  (11.26)

Se numește soluție simplă o soluție cu 2 componente chimice, adică cu un singur solvatat; 
notând concentrația procentuală a solvatatului cu c, prin particularizarea expresiilor (11.25) 
și (11.26) se obțin potențialele chimice ale solventului și solvatatului (pentru care se utilizează 
indicele ” d ”)6 în cazul unei soluții simple diluate:

li0 { T ^ ,c } = g ° 0 { T ,Ț I ) - k B T c ,  (11.27a)
p d (T,W,c) ^ ( T ^  + k e T  Inc . (11.27b)

6 Solvatatul este numit de asemenea dizolvatul, astfel justificându-se utilizarea indicelui ”d ”.
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B. Presiunea osm otică  (legea van ’t H off)

Se consideră 2 soluții simple și diluate, care au ambele atât ca solvent cât și ca sol- 
vatat aceleași substanțe chimice. Concentrațiile solvatatului în cele două soluții sunt c ^  și 
respectiv c '2\  iar cele două soluții sunt separate printr-o frontieră permeabilă pentru parti
culele solventului dar impermeabilă pentru particulele solvatatului. Datorită permeabilității 
parțiale a frontierei interne apare o diferență de presiune între cele două soluții, care este
numită presiune osmotică.

Conform situației definite anterior, echilibrul termodinamic 
între cele două soluții implică egalitatea parametrilor intensivi 
pe gradele de libertate la care frontiera internă este permeabilă, 
adică a temperaturilor și a potențialelor chimice corespunză
toare solventului; notând numele soluției prin indice superior, 
cele două condiții sunt7

7 Se observă că, datorită impermeabilității frontierei interne față de particulele solvatatului, potențialele 
chimice ale substanței dizolvate nu sunt egale în cele două soluții

De asemenea, presiunile în cele două soluții nu sunt în mod necesar egale.

ri') = T^ = T

Se înlocuiesc expresiile (11.27a) pentru potențialul chimic al 
solventului, astfel că din condițiile precedente se obține ecuația

^ ( T , ^ 1) ) - * ^ 1’ = 9 ° ( T , ^ 2 ) ) - ^ ^  ,

sau ecuația echivalentă

Figura 11.1: Dispozitivul 
pentru ilustrarea legii van’t 
Hoff.

Jo0 ^ ^ 1) -  9 o ^ ^ }  = kB T ( c ^  -  c ^ )  . (11.28a)

Datorită faptului că s-au presupus soluții diluate, rezultă că efectele solvatatului sunt mici, 
deci presiunea osmotică trebuie să fie mică: Aîp = fp ^  -  ip '1* ^  ț ^  . Atunci, în membrul 
stâng al ecuației (11.28a) diferența potențialelor chimice ale solventului în cele două soluții 
se pot exprima prin aproximația de ordinul 1 a dezvoltării în serie Taylor

/ a o 0 \
s J ^ ’P0 ’ + A?) -  ^ ( T ,^ 1’) «  A«p = vo A*P ,

unde derivata isotermă în raport cu presiunea a potențialului Gibbs pentru solventul pur 
este egală cu volumul specific al solventului pur, conform formei diferențiale a potențialului 
Gibbs redus pentru un fluid neutru (7.49). Utilizând aproximația anterioară în ecuația de 
echilibru (11.28a) se obține presiunea osmotică (diferența de presiune dintre soluții)

A ți w (c(2) -  c( 1 )) ^ -  . (11.28b)

Se particularizează situația precedentă cu cazul când una dintre soluții (de exemplu 
soluția ” 1 ”) este fără solvatat, adică conține solventul pur; conform dispozitivului ilustrat în 
figura 11.1 se introduce într-un vas care conține solventul pur un tub vertical, care conține o 
soluție (solvent și solvatat) și care are la bază o membrană permeabilă numai pentru solvent. 
Conform situației definite anterior, concentrațiile solvatatului sunt

c<') = 0 , 
c*2 * = c .

Utilizând definițiile concentrației procentuale a solvatatului c = N (\/N  ss N<\/No , respectiv 
a volumului specific pentru solvent Ho = V/NQ > d>n  expresia (11.28b) se obține presiunea 
osmotică în forma

A¥  =  C ^ = W ,  (1 1 2 9 )
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numită legea van’t Hoff.
Sunt necesare următoarele precizări asupra rezultatelor anterioare:

• legea van’t Hoff este valabilă numai pentru soluții diluate, dar este independentă de 
natura substanțelor (solvent și solvatat);

• există o similitudine formală între ecuația Clapeyron - Mendeleev și legea van’t Hoff 
ilustrată prin tabelul de similitudine:

V g

K g

A<p
H o l 

N d

• presiunea osmotică se produce datorită faptului că potențialul solventului în soluție 
este mai mic decât în cazul solventului pur, după cum rezultă din relația (11.27a); ca 
urmare nu este posibil echilibrul solvent pur -  soluție la temperaturi și presiuni egale.

C. Legile Raoult (echilibrul fazelor solventului)

Se consideră 2 soluții simple și diluate, care au ambele atât ca solvent cât și ca solvatat 
aceleași substanțe chimice. Concentrațiile solvatatului în cele două soluții sunt c 1̂) și respec
tiv c*2\  iar cele două soluții sunt în faze diferite care coexistă la echilibru termodinamic.

Datorită faptului că frontiera dintre cele două faze este total permeabilă, condițiile de 
echilibru între faze implică egalitatea temperaturilor, a presiunilor și a potențialelor chimice 
pentru solvent și pentru solvatat (dizolvatul):

’ T ^  = T ^  = T , 
țp(l) = țjG) = țp j

Din condițiile precedente, împreună cu expresiile (11.27) ale potențialelor chimice ale solven
tului și solvatatului pentru soluții simple diluate, se obține sistemul de ecuații care determină 
stările de echilibru pentru coexistența celor două faze:

9
(o \ T ^ - k B T C^  = g ^ \ T ^ ) - k B T c ^  , (11.30)

^ ''( T . ip )  + A:B T ln c (1) = ^ ( T ^ )  + fcB T ln c (2) . (11.31)

Se vor evidenția următoarele consecințe ale ecuațiilor de echilibru (11.30) - (11.31).

• Sistemul studiat este un sistem termodinamic compus care are /  =  2 faze, n = 2 
componente chimice și g = 2 grade de libertate nechimice (termic și volumic); conform 
regulii fazelor a lui Gibbs (6.6), numărul gradelor de libertate termodinamice este 
l = n — f  + 2 = 2 .  Datorită faptului că variabilele uzuale sunt temperatura T. 
presiunea $  și concentrațiile procentuale ale solvatatului în cele două faze Ic11' și 
c'2*], prin utilizarea regulii fazelor Gibbs rezultă ca se pot alege numai 2 variabile 
independente (de exemplu: qj și c*1 )̂.

• Dacă cele două faze conțin numai solventul pur (adică lipsește solvatatul în ambele 
faze), atunci condiția de echilibru între faze este egalitatea potențialelor chimice ale 
solventului (care este egal cu potențialul Gibbs specific)8

8 Se notează cu indicele ” 0" inferior temperatura To și presiunea qJo corespunzătoare echilibrului fazelor 
solventului pur, pentru a lua în considerare influența solvatatului asupra temperaturii sau presiunii de echili
bru (la coexistența fazelor).

^ T o . q J o ^ ^ T o . q J o ) -  (11-32)
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• în cazul când ambele faze sunt soluții diluate se poate considera că solvatatul are 
o influență mică asupra condițiilor de echilibru dintre faze, adică temperatura și pre
siunea de echilibru între cele două faze se modifică foarte puțin (față de cazul solventului 
pur); atunci, introducând deviațiile față de cazul pur A T  = T  — TQ (modificarea tempe
raturii de echilibru) și â ip  =  ? - ! P o  (modificarea presiunii de echilibru), se efectuează 
dezvoltările în serie Taylor ale potențialelor Gibbs pentru solvent cu aproximația de 
ordinul 1:

^ ( ^ « p )  = g ^ ^  + A r ,Ț 0 + Afp)

/  A \  n \
« ^ ( T o ,  W +  ^

«  g ^ ( T 0 , «Po) -  i ? ’ ^ T  + v ^  A<p , (11.33)

unde s-au exprimat derivatele potențialului Gibbs specific prin entropiile specifice s0 
și volumele specifice VQ  ̂ ale solventului pur în cele două faze (j =  1,2), conform formei 
diferențiale (7.49) valabilă pentru un fluid neutru arbitrar.

Atunci, prin utilizarea aproximației (11.33), condiția de echilibru pentru solvent (11.30) 
devine

^ ' ( T o ^ o l - s i ”  AT + v ^  ^ - k B T  c ^

= ^ (T o .fP o )  -  s ^  ^ T  + 4 2) A Ț -  k B T  c™ ;

dar datorită condiției de echilibru pentru solventul pur (11.32) se simplifică termenii cores
punzători aproximației Taylor de ordinul zero și după regrupări se obține

- ( 4 °  -  4 2 )) △̂  +  ("o1’ -  "o2’) A ?  ~  kB T  (c(1 ’ -  c(2>) .

în ultima formă a condiției de echilibru pentru solvent se poate substitui diferența entropiilor 
specifice cu căldura latentă a tranziției de fază 1 —> 2 a solventului pur A, conforn definiției 
s o ’ “  4 ^  =  A/T > astfel că rezultă relația

A ^  + ( 4 ” -  v<2 )) AȚ «  kB T  ( c ^  -  c<2 ))' (11.34)

Ultima relație permite determinarea variației temperaturii sau a presiunii de echilibru a 
fazelor solventului datorită prezenței solvatatului (în principiu în ambele faze) și este numită 
ecuația generalizată a lui Raoult.

Se vor discuta 2 cazuri particulare ale ecuației precedente.

1. V ariația presiunii de echilibru: se consideră că temperatura este fixată la valoarea 
corespunzătoare solventului pur T  = To . Atunci se particularizează ecuația (11.34) pentru 
cazul AT = 0, iar A ț! = ? _ ? o |T _const este variația presiunii de echilibru a fazelor datorată 
proceselor de dizolvare a solventului în cele două faze; se obține

kB T ( c ^  -  c ^ ) (11.35)

Se observă că variația presiunii de echilibru este proporțională cu diferența concentrațiilor 
(considerate foarte mici) ale solvatatului în cele două soluții.

Rezultatul anterior se poate particulariza pentru cazul când faza ” 1 ” este gazoasă și 
conține numai solventul pur (în acest caz faza gazoasă fiind în echilibru cu faza lichidă este 
numită faza de vapori saturați), iar faza ” 2” este o soluție lichidă diluată (adică solvatatul 
este nevolatil).
Atunci cele două concentrații procentuale ale solvatatului sunt: c 1̂  ̂ = 0 și c ^  =  c ; pe de 
altă parte, se pot considera următoarele approximații:
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-  volumul specific al solventului în fază lichidă este neglijabil față de cel din faza gazoasă 
v o^ ^  r o^> pentru că faza lichidă are densități mari;

-  solventul din faza gazoasă se comportă ca un gaz ideal, adică satisface (aproximativ) 
ecuația Clapeyron - Mendeleev: ȚI v ^  & kn T  ;

-  variația presiunii de echilibru fiind mică, se poate aproxima presiunea vaporilor saturați 
ai solventului deasupra soluției cu cea corespunzătoare vaporilor saturați ai solventului pur:

Efectuând particularizările și aproximările menționate, se obține din relația (11.35) ur
mătorul rezutat:

△«p «  ^  (-c ) « -<Po C , (11.36)

care este numită legea întâia a lui Raoult. Trebuie remarcat că legea I Raoult arată că 
presiunea vaporilor saturați scade datorită prezenței substanței solvatate în faza lichidă.

2. V ariația tem peraturii de echilibru: se consideră că presiunea este fixată la valoarea 
corespunzătoare solventului pur ț)  =  țo -  Atunci se particularizează ecuația (11.34) pentru 
cazul A*p =  0, iar A T  = T  — ^o|<p_co n s t este variația temperaturii de echilibru a fazelor 
datorată proceselor de dizolvare a solventului în cele două faze; se obține

A T » ^ ( C(1> - C(2>)];. (11.37)

Se observă că variația temperaturii de echilibru este proporțională cu diferența concentra
țiilor (considerate foarte mici) ale solvatatului în cele două soluții.

Dacă faza ” 2” este solventul pur (adică c 1̂) = c, c*2> = 0), atunci relația anterioară 
devine

(11.38)

care este numită legea a doua a lui Raoul.
Se vor face două particularizări ale legii II Raoul.

a. Faza ” 1” este o soluție lichidă, iar faza ” 2” este constitută din solventul solid pur 
(adică solvatatul este insolubil în faza solidă); datorită faptului că A < 0 (tranziția de fază 
1 —► 2 este solidificare), din relația (11.38) se obține A T  < 0, <id\cA temperatura de solidificate 
scade în prezența soluției față de cazul lichidului pur.
Rezultatul precedent se poate interpreta cu Principiul Le Chatelier în felul următor.

La dizolvarea solvatatului în solventul lichid pur (pentru formarea soluției în faza 
lichidă) crește concentrația procentuală c a solvatatului (aceasta este perturbația 
în sensul principiului Le Chatelier); conform principiului Le Chatelier trebuie să 
apară un proces care să aibă ca efect micșorarea perturbației, adică să producă 
o scădere a concentrației procentuale c. Dacă temperatura de topire T  scade, 
atunci se produce o topire parțială a solventului pur care are ca efect creșterea 
cantității de substanță a solventului în soluția lichidă, astfel că scade concentrația 
procentuală c. Din cele prezentate anterior, rezultă că fenomenul de reacție față 
de perturbația externă (care produce o scădere a concentrației procentuale a 
solvatatului în soluția lichidă) este cauzat de o scădere a temperaturii de topire.

b. Faza ” 1 ” este o soluție lichidă, iar faza ” 2” este constitută din solventul pur în fază 
de vapori (adică solvatatul este nevolatil); datorită faptului că A > 0 (tranziția de fază 1 —> 2 
este vaporizare), din relația (11.38) se obține &T > 0, adică temperatura de fierbere crește 
în prezența soluției față de cazul lichidului pur.
Rezultatul precedent se poate interpreta cu Principiul Le Chatelier în mod analog cazului 
precedent.

La dizolvarea solvatatului în solventul lichid pur (pentru formarea soluției în faza 
lichidă) crește concentrația procentuală c a solvatatului (aceasta este perturbația
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în sensul principiului Le Chatelier); conform principiului Le Chatelier trebuie să 
apară un proces care să aibă ca efect micșorarea perturbației, adică să producă 
o scădere a concentrației procentuale c. Dacă temperatura de fierbere T  crește, 
atunci se produce o condensare (lichefiere) parțială a solventului pur care are 
ca efect scăderea cantității de substanță a solventului în soluția lichidă, astfel 
că scade concentrația procentuală c. Rezultă deci că fenomenul de reacție față 
de perturbația externă (care produce o scădere a concentrației procentuale a 
solvatatului în soluția lichidă) este cauzat de o creștere a temperaturii de fierbere.

D. Legea N ern st (echilibrul fazelor solvatatu lui)

Se consideră 2 soluții simple și diluate, care au aceeași substanță solvatată, dar au solvenți 
diferiți. Concentrațiile solvatatului în cele două soluții sunt c '1) și respectiv c '2\  iar cele două 
soluții sunt în faze diferite care coexistă la echilibru termodinamic.

9 Se observi că ^ ( '• (T ,^ )  și ^ 2 \ T ,  ț)) sunt funcții diferite, pentru că cele două soluții au solvenți diferiți.
1 0 Evident acest raport depinde, în plus, de natura substanțelor solvenților și solvatatului.
11 Se consideră de asemenea că procesul de dizolvare a solvatatului se produce fără procese de disociere.

Datorită faptului că frontiera dintre cele două faze este impermeabilă numai pentru 
solvenți, dar în rest este permeabilă, condițiile de echilibru între faze implică egalitatea 
temperaturilor, a presiunilor și a potențialelor chimice pentru solvatat (dizolvatul):

' T ^  - T ^  = T , 
< țp ( l )  =  țp(2) =  țp  ,

Combinând condițiile precedente, împreună cu expresia (11.27b) pentru potențialul chimic 
al solvatatului în soluții simple diluate, se obține ecuația care determină stările de echilibru 
pentru coexistența celor două faze9 :

^ ( 1 )(T,!P) +  kB T \ n c ^  = ^™(T,ȚS) + kgTlnc™  .

Din ecuația anterioară se obține raportul concentrațiilor solvatatului în cele două soluții

( 1 L 3 9 )
( kgT  )

care se numește legea de distribuție a substanței solvatate sau legea Nernst pentru soluții 
diluate.

Legea Nernst stabilește că substanța solvatată se distribuie între cele două soluții astfel 
încât raportul concentrațiilor sale în cele două soluții este determinat numai de valorile 
temperaturii și presiunii, dar este independent de cantitățile de substanțe ale solvenților și 
solvatatului10 .

E. Legea H enry

Se consideră 2 faze aflate la echilibru în condiții de coexistență; faza” 1 ” este o soluție 
diluată în stare condensată (lichidă sau solidă) solvatatul având concentrația procentuală 
c, iar faza ” 2” este constituită numai din vaporii substanței solvatate (adică solventul este 
nevolatil)11 .

Datorită faptului că frontiera dintre cele două faze este impermeabilă numai pentru sol
vent, dar în rest este permeabilă, condițiile de echilibru între faze implică egalitatea tempe
raturilor, a presiunilor și a potențialelor chimice pentru solvatat (dizolvatul) din cele două 
faze:

' T^U = ȚW  = Ț  , 
«p(i) =  q j(2 ) =  țp ;

Md -  Md •

Pentru faza gazoasă se poate aproxima comportarea vaporilor solvatați puri cu com
portarea gazului ideal; potențialul chimic al unui gaz ideal (aflat în stare pură) este egal cu
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potențialul Gibbs specific corespunzătror, care are expresia dată de relația (11.12), astfel că 
se poate aproxima potențialul chimic al vaporilor solvatatuhii pur prin expresia

^ \ T W ^ \ T )  + kB T  I n ? ,

funcția de temperatură <p^ (T) având o expresie de tipul (11.11), dar pentru prezenta discuție 
expresia explicită este neinteresantă.

Pentru faza condensată (care este o soluție diluată) potențialul chimic al solvatatului are 
expresia (11.27b); datorită faptului că într-o fază condensată mărimile caracteristice au o 
dependență slabă de presiune, se poate face aproximația ^ ^ ( î , ? )  ~  ^ ' ’f î '^ o )  , unde *p0 
este o presiune etalon. Ca urmare, potențialul chimic al solvatatului în soluție are expresia 
aproximativă

^ \ T , Ț l , c ) ^ ^ \ T , Ț I 0 ) + kB T  Inc .

Pe baza aproximațiilor anterioare condiția de echilibru chimic al solvatatului (exprimată 
prin egalitatea potențialelor chimice în cele două faze) are următoarea formă:

^ ’f f .ț lo )  + kB T  Inc = ^ ( T )  + kB T  In ?  .

Din relația precedentă se obține concentrația procentuală a substanței solvatate ca funcție 
de temperatură și de presiune în forma numită legea Henry:

c * f ( T ) W ,  (11.40)

unde f (T )  este o funcție numai de temperatură și de natura substanțelor (solvent și solvatat)

k B T
f(T )  = exp

Se observă, conform legii Henry, că la dizolvarea gazului concentrația soluției (în condiții de 
diluare) este proporțională cu presiunea vaporilor saturanți ai solvatatului.

F. Efecte termice în procesul de dizolvare

Se consideră o soluție diluată simplă (constituită din solvent și un singur solvatat) aflată 
la temperatura T  și la presiunea ? ;  atunci potențialul natural al soluției este potențialul 
Gibbs f to i t f ,? ,  No , Ni), care are expresia generală (11.24) [evident particularizată pentru 
cazul n =  1). •

Pentru această soluție se va analiza procesul de dizolvare isoterm - isobar al solvatatului, 
considerând că inițial solvatatul are concentrația procentuală c și se dizolvă suplimentar o 
cantitate mică de substanță 6N \, (6N] <gc N J ; prin această analiză se va evidenția că proce
sul de dizolvare al solvatatului este însoțit de efecte termice, dintre care cele mai importante 
sunt degajarea de căldură și variația volumului soluției.

Studiul procesului de dizolvare definit anterior implică a se lua în considerare sistemul 
compus alcătuit din soluție și din solvatatul pur (din acest ultim sistem se obține substanța 
suplimentară necesară pentru dizolvare), iar aceste subsisteme sunt separate printr-o fron
tieră permeabilă chimic la particulele solvatatului:

^ t o l a l  =  ® s o l [ J  ® d  —pur ■

Variația potențialului Gibbs al sistemului total, în etapa infinitezimală a procesului de di
zolvare (definit anterior), este egală cu suma dintre variația potențialului Gibbs a) soluției 
<5 £soi Și variația potențialului Gibbs al solvatatului pur <5 £a-pur

* i^ to la l  — *il?sol 4" ^^Al —pur ■

Datorită faptului că procesul considerat implică numai un transfer de particule 6A\ de la 
solvatatul pur în soluție, variațiile potențialelor Gibbs ale celor două subsisteme se produc 
numai prin variția numerelor de particule ale solvatatului; pe de altă parte, forma diferențială 
generală a potențialului Gibbs (11-1) arată că derivatele acestui potențial termodinamic în 
raport cu numerele de particule sunt egale cu potențialele chimice corespondente.
Atunci se pot exprima cele 2 variații astfel:
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• pentru soluția, care primește 6Ni particule

<5 & oi =
£ & o i \

^ ^ 1  /T,<P,N 0
6N I =  / i ]  6 N i ,

unde /^(T , Sp,c) =  ^(T,!p) +  kB T  Inc -  este potențialul chimic al solvatatului în 
soluție, având expresia generală de tipul (11.27b);

• pentru solvatatul pur, care cedează 6Ni particule

6 & - p u r  =  ( 6N{ = -  M<0 )  6N l ,

unde Mi0 ' ^ ? )  este potențialul chimic al solvatatului pur (pentru discuția prezentă 
nu este necesară explicitarea dependenței funcționale), iar 6N{ = —6Ni (datorită 
conservării numărului total de particule ale solvatatului).

Pe baza rezultatelor anterioare, variația potențialului Gibbs al sistemului total într-o etapă 
infinitezimală a procesului de dizolvare se exprimă în forma:

i^ to taJ  =  [ ^ ( T . î p . c )  - / ^ ( T . q j ) ]  <5M

= [ ^(T , qj) + kB T  In c -  Z!*0 ’ (T, <P) ] JN1 .

Expresia precedentă se poate rescrie grupând în mod convenabil termenii astfel ca să se 
formeze termeni adimensionali:

<5£totai =  ~ k B T  In [ ^ ^ ]  6N, . ( 1 1 .4 1 )

In expresia precedentă s-a introdus mărimea ca(T,Țl) numită solubilitatea soluției, care are 
expresia generală

i^wg;
kB T

V)M T .’P) =  exp

Este necesar să se facă următoarele observații și completări asupra rezultatului anterior.

• Echilibrul termodinamic dintre soluție și solvatatul pur implică starea de saturație 
pentru procesul de dizolvare; pe de altă parte, condiția de echilibru se exprimă prin 
minimizarea potențialului Gibbs al sistemului total, conform teoremei potențialelor ter
modinamice exprimată prin (4.11). Atunci, impunând condiția <5 (/io ta i = 0 și utilizând 
expresia (11.41) rezultă că la saturație concentrația solvatatului este c = cs (T,fp) , 
adică solubilitatea este egală cu concentrația soluției saturate (soluția aflată în echili
bru cu solvatatul pur)1 2 .

12 Rezultatul anterior se putea obține direct din condiția de echilibru chimic (la saturație) al solvatatului 
aliat în soluție și fazJ pură:

Mi(T,’P,c) =  /1
(
1
0 ) (7’,1)) = >  < < P )  + fcf l 7’ lncs = /1

(
1
0 ) (7’J ) .

• Rezultatele obținute sunt valabile numai dacă soluția este diluată, inclusiv în situația 
de saturație, ceea ce implică cs <  1.

• Expresia (11.41) a variației potențialului Gibbs al sistemului total într-o etapă infini
tezimală a procesului de dizolvare va fi utilizată pentru a deduce expresiile cantității 
de căldură și ale variației de volum produse prin dizolvarea solvatatului în soluție.
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a. C antitatea de căldură degajată în  procesul de dizolvare: conform condițiilor 
definite anterior, se studiază procesul de dizolvare a unei substanțe de tip fluid neutru din 
solvatatul pur în soluție la temperatură și presiune constante, iar sistemul total este ter
modinamic închis (adică pentru sistemul total numerele de particule sunt constante și lucrul 
chimic total este nul). în absența lucrului chimic și în condiții isobare căldura infinitezimală 
este egală cu variația entalpiei, conform egalităților următoare1 3 :

13Prima egalitate este expresia Principiului 1 al termodinamicii clasice (2.18) -  (2.21), a doua egalitate 
utilizează faptul că lucrul este numai în forma lucrului volumic pentru cazul studiat, a treia egalitate se obține 
datorită faptului că procesul este isoterm, iar ultima egalitate utilizează definiția (7.30) pentru entalpia unui 
fluid neutru.

crQ = d W - d £  =  dM + l)3dV =  d(W + !pV ) =  d ? î .

Pentru un proces finit cantitatea de căldură isobară a sistemului termodinamic închis este 
egală cu variația entalpiei (între stările inițială și finală): Q - ^ N ^  =  (A H )if .

Pe de altă parte, entalpia (ca funcție de temperatură, presiune și numerele de particule) 
se poate exprima prin potențialul Gibbs, în conformitate cu relațiile (7.40), (7.52) și (7.45) 
ale fluidului neutru:

—  = - T 2 { ----  —^^ /V ,{N }  \ d T  T ) y  {N y

Din relația precedentă rezultă că în condiții isoterme variația de entalpie este legată de 
variația potențialului Gibbs prin relația

Se utilizează relația anterioară pentru cazul procesului de dizolvare, când variația potenția
lului Gibbs este dată de formula (11.41) și se obține

^  =  k B In [ ^ 2 ^ 1  ] ^ ^  =  k B T > 6 N 1  ( J L  in C s(T ,țp)]

Se observă că variația de entalpie este proporțională cu cantitatea de solvatat dizolvată în 
etapa infinitezimală a procesului; datorită faptului că în procesul de dizolvare isoterm - isobar 
variază numai numărul de particule ale substanței dizolvate, rezultă că se pot cumula efectele 
tuturor etapelor infinitezimale ale procesului de dizolvare al unei cantități finite de substanță 
solvatată, iar pe de altă parte variația totală de entalpie este egală (în situația studiată) cu 
cantitatea de căldură degajată în procesul finit de dizolvare; atunci, se obține următoarea 
expresie a cădurii degajate (atât de soluție cât și de solvatatul pur) pentru dizolvarea în 
soluție a unei cantități âWi de substanță solvatată

/
Q = k B T 2 A N . —  In c ^ T ,^ ) (11-42)

Se observă din relația precedentă că degajarea de căldură la procesul de dizolvare este de
terminată de dependența de temperatură a solubilității solvatatului.

Este important să se evidențieze că rezultatul (11.42) are o interpretare conform princip
iului Le Chatelier.

Se alege cazul când la dizolvare se degajă căldură, Q < 0 și soluția este satu
rată; atunci dacă scade temperatura, conform Principiului Le Chatelier trebuie 
să crească solubilitatea, astfel încât dizolvarea să continue. în acest caz se degajă 
căldură, adică sistemul se opune răcirii inițiale (care a scos sistemul din stare de 
echilibru).
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dV  =

b. Variația de volum  în procesul de dizolvare: se consideră că variația volumului 
este diferența dintre suma volumelor solventului și a solvatatului, ambele aflate în stări pure, 
și volumul soluției (diluate). Se observă că pentru a estima variația volumică la dizolvare, 
analog cazului căldurii, este necesar să se considere pe lângă soluție și solventul pur (care 
este sursa particulelor dizolvate).

Se consideră o etapă infinitezimală a procesului de dizolvare, care corespunde la transferul 
de CT] particule din solvatatul pur în soluție și pentru care potențialul Gibbs al sistemului 
total (soluție și solvatat pur) are variația dată de formula (11.41); datorită formei diferențiale 
a potențialului Gibbs (11.1) rezultă că variația volumului sistemului termodinamic corespun
zătoare variației potențialului Gibbs este

^  /T ,{ N )

Prin substituirea expresiei (11,41) a variației potențialului Gibbs, în relația precedentă 
rezultă

= = - k B T 6 N 1 Inc^T .qj)

Se observă că variația de volum este proporțională cu cantitatea de solvatat dizolvată în 
etapa infinitezimală a procesului; datorită faptului că în procesul de dizolvare isoterm - 
isobar variază numai numărul de particule ale substanței dizolvate, rezultă că se pot cumula 
efectele tuturor etapelor infinitezimale ale procesului de dizolvare al unei cantități finite 
de substanță solvatată; atunci, se obține următoarea expresie a variației de volum (atât 
al soluției, cât și al solvatatului pur) pentru dizolvarea în soluție a unei cantități AN \ de 
substanță solvatată:

△ V = - / CBT A M  Inc^T .'P )) . (11.43)

Se observă din relația precedentă că variația volumului la procesul de dizolvare este deter
minată de dependența de presiune a solubilității solvatatului.

Rezultatul (11.43) are o interpretare conform principiului Le Chatelier analoagă cazului 
anterior. •
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Capitolul 12

Stratul superficial

12.1 Noțiuni generale
Sistemele termodinamice heterogene sunt constituite din faze distincte, aflate în contact 

termodinamic (se vor considera numai situațiile corespunzătore echilibrului termodinamic 
între faze); în general, frontierele dintre faze pot fi tratate ca subsistemele termodinamice 
distincte, numite straturi superficiale (adică, stratul superficial este considerat ca o fază 
distinctă, alături de fazele aflate în contact).

Deși stratul superficial dintre 2 faze este introdus ca un subsistem termodinamic distinct, 
totuși aceasta are unele particularități specifice:

• grosimea stratului superficial este infimă la nivel macroscopic; atunci, se neglijează 
volumul stratului superficial, dar se ia în considerare aria suprafeței de contact cu 
fazele adiacente;

• cantitatea de substanță conținută în stratul superficial este infimă la nivel macroscopic; 
atunci, se neglijează numărul de particule ale stratului superficial în raport cu numerele 
de particule ale fazelor adiacente.

Proprietățile anterioare implică tratarea stratului superficial aproximativ ca o suprafață 
matematică, având însă contribuții energetice (efectuează lucru mecanic) și entropice.

Trebuie să se observe că la sistemele macroscopice uzuale efectele superficiale sunt negli
jabil de mici, în raport cu efectele volumice (datorită interacțiilor microscopice cu rază scurtă 
de acțiune, care implică un număr foarte mic de particule aflate în straturile superficiale).

Totuși, există situații fizice importante când efectele superficiale sunt apreciabile:
-  sisteme cu dimensiuni mici (de tipul picături),
-  sisteme cuasi-bidimensionale (de tipul straturi subțiri),
-  sisteme constituite din subsisteme mici, dar macroscopice (de tipul domenii magnetice).

12.2 Termodinamica stratului superficial
Pentru simplificarea expunerii se va considera în continuare 

cazul când cele 2 faze adiacente stratului superficial sunt două 
stări de agregare diferite (de tipul fluidului neutru) ale aceleiași 
specii chimice1 . Situația este ilustrată schematic în figura 12.1.

1 De exemplu, fazele lichidă și gazoasă aflate in condiții de echilibru; în acest caz stratul superficial este 
constituit din particule ale lichidului aflate în vecinătatea fazei gazoase.

Trebuie să se observe că în cazul enunțat anterior stratul 
superficial (S) este o frontieră permeabilă termic, mecanic și 
chimic.

Conform modelului, definit anterior, stratul superficial este 
un sistem termodinamic de tip fluid neutru anomal, având 3 
grade de libertate termodinamice:

Figura 12.1: Reprezentarea 
schematică a stratului su
perficial.
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• termic, cu parametrii de stare energetici S^  (entropia) și T  (temperatura);

• mecanic, cu parametrii de stare energetici >1 (aria suprafeței) și 7 (coeficientul de 
tensiune superficială); în acest caz lucrul mecanic este numai lucrul forțelor de tensiune 
superficială

c rr 4 = 7 d ^ ,  (12.1)
(datorită neglijării volumului V^ «  0, nu apare lucrul volumic al forțelor de presiune, ca 
la fluidele neutre normale și astfel acest grad de libertate poate fi considerat anomal)-,

• chimic cu parametrii de stare energetici N^ ss 0 și /t; se observă că acest grad de 
libertate are efecte nule, datorită neglijării parametrului extensiv corespunzător2 .

2 Anomalia gradului de libertate chimic al stratului superficial prezintă unele similitudini și deosebiri față 
de radiația termică: în ambele cazuri gradul de libertate chimic, are efecte nule, dar din cauze diferite; astfel, 
pentru radiația termică numărul de fotoni este o mărime inobservabilă la nivel macroscopic și potențialul 
chimic este nul (în toate stările), dar pentru stratu l superficial numărul de particule este neglijabil, iar 
potențialul chimic are valoarea da tă  de fazele adiacente (dar această valoare este fără im portanță, datorită 
faptului că lucrul chimic este aproximat ca fiind nul <I£N = fi dN ^  ssO ).

3 Se va arăta ulterior că acest coeficient este dependent numai de tem peratură.

Pentru a avea o completitudine a expunerii, se va prezenta în continuare deducerea lucrului
corespunzător gradului de libertate superficial, din expresia căruia se va obține parametrul
de stare intensiv al acestui grad de libertate, conform relației generale (2.21). 

Se consideră că stratul superficial are suprafața E, cu aria
.4, care este mărginită de curba (închisă) r .  Datorită fap
tului că stratul superficial are tendința de a-și micșora aria 
suprafeței, pe conturul frontierei există forțe perpendiculare 
pe fiecare porțiune a acestei curbe și tangente la suprafața 
stratului superficial, numite forțe de tensiune superficială-, 
aceste forțe de tensiune superficială sunt proporționale cu 
lungimea conturului (în cazul unei porțiuni rectilinii), astfel 
că se definește coeficientul de tensiune superficială 7 ca fiind
densitatea liniară de forță, adică

- r 6 F
7 = hm —  , 

6L—>0 â L

Figura 12.2: Deducerea lu
crului superficial.

unde 6L este lungimea unei porțiuni mici a conturului frontieră și 6F este forța de tensiune 
superficială rezultantă care se exercită pe porțiunea de contur considerată. Coeficientul 
de tensiune superficială este constant spațial pe conturul frontieră al suprafeței3 ; atunci, 
conform definiției anterioare, forța exercitată din exterior asupra stratului superficial pe o 
porțiune infinitezimală a frontierei este egală și opusă forței de tensiune superficială, fiind 
normală la porțiunea de frontieră considerată și are mărimea dF  = 7 dL .

Se consideră o deformare mică a conturului frontierei, astfel încât deplasarea unui ele
ment de curbă pe direcția normalei (și în planul suprafeței) este ăln (r) (considerat orientat 
spre exterior la valori pozitive și respectiv spre interior pentru valori negative); ca urmare, 
conturul deformată devine T', situație ilustrată în figura 12.2.

In conformitate cu situația definită anterior, lucrul mecanic efectuat de către sisteme 
externe asupra stratului superficial pe porțiunea de frontieră dL(r) este

d(J£) r  = d F (r )-â ln (r) = y dL(r) ■ 6 ln (r) .

Lucrul mecanic datorat deplasării tuturor elementelor curbei frontieră se obține prin inte
grarea pe întreaga curbă inițială T (care este o curbă închisă):

^CA = j  d (i£ ) r  = j  y dL(r) • <5 ln (r) :

dar coeficientul de tensiune superficială 7 fiind constant spațial, acesta iese în afara integralei, 
iar integrala rămasă este variația ariei la deformarea frontierei

6A = ^  dL(r) ■ i /„ ( r )  .
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Conform rezultatelor anterioare se obține pentru lucrul superficial expresia SC, A = 7 SA , de 
unde rezultă parametrii de stare ai gradului de libertate superficial.

Ecuația termodinamică fundamentală (energetică) a stratului superficial este de forma 
Uz = N E {SE ,A , N E = 0) , iar forma diferențială corespunzătoare este

^U E = T d 5 E + i d ^  . (12.2)

Reprezentarea termodinamică fundamentală este pentru stratul superficial o reprezentare 
pur academică, datorită faptului că aceasta este reprezentarea naturală pentru un sistem 
izolat. In cazul de față sistemul studiat (stratul superficial) este în mod natural separat 
de sistemele vecine (fazele adiacente) prin frontiere total permeabile; ca urmare, descrierea 
naturală a stratului superficial se face într-o reprezentare termodinamică derivată (de tipul 
energiei libere).

12.2.1 Reprezentarea energie liberă
Energia liberă a stratului superficial este prin definiție4 

^ ( T M j E i n f l W r ^ . ^ - T ^ j ; ]  = U E {SE ,A ) -  T S E I (12.3)

4 Vezi formula generală (2.69) și respectiv particularizarea pentru fluidul neutru (7.18).
5Vezi formula generală (2.70) și respectiv particularizarea pentru fluidul neutru (7.20).

SE 1 J lsE =S°(T,.4)

și are forma diferențială5 
d 7 E  =  - 5 E d7 ' + 7 d > l .  (12.4)

Vom remarca următoarele consecințe ale anomaliilor stratului superficial, ca proprietăți ale 
reprezentării energiei libere.

• ^ ^ { T , A) este o funcție omogenă generalizată de gradul 0 în raport cu temperatura T 
și de gradul 1 în raport cu aria >1: J-E (T, A >1) = A F E (T, A) , iar relația Euler devine

(12-5)

• Stratul superficial, având numai 2 grade de libertate termodinamice efective (termic 
și mecanic - superficial), energia liberă este o transformată Legendre maximală; în 
consecință, densitatea superficială de energie liberă (mărimea redusă la aria suprafeței) 
T E ! A  este egală cu coeficientul de tensiune superficială 7 [conform relației (12.5)].

• Coeficientul de tensiune superficială y(T, A) trebuie să fie o funcție omogenă de gradul 0 
în raport cu aria A', dar A  fiind singura variabilă de omogenitate, rezultă independența 
de arie a coeficientului de tensiune superficială, adică y(T).
Pe de altă parte, aria A  este o mărime nemărginită superior, astfel că utilizând Teo
rema 1.3 se obține pozitivitatea coeficientului de tensiune superficială

M  A r
= 7 > 0 . (12.6)

• Entropia stratului superficial 5 E (T,>I) rezultă din relațiile (12.4) -  (12.5)

S E (T ,A ) =
Q F E 
d T

< W )  . 
1 m *** (12.7)

Din condiția de pozitivitate a entropiei Stratului superficial (considerat un sistem ter- 
modinamic)‘5 E  > 0, rezultă că ^(T) este o funcție descrescătoare.

• Ecuația calorică de stare a stratului superficial este

U E ^ A ^ f E l T ' A j  + T SE (T , A) = 7(T) -  T (12.8)
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304 CAPITOLUL 12. STRATUL SUPERFICIAL

Utilizând expresia entropiei (12.7) se obțin următoarele consecințe asupra unor mărimi de 
proces ale stratului superficial:

a) căldura absorbită de stratul superficial la expansiunea isotermă .4] — > A i  corespun
zătoare temperaturii T  este

212 = T S ^ (T ,A i)  -  T S E (T ,A I ) = - T  ( 4 2 -  A )  , (12.9)ci 1

b) ecuația procesului adiabatic (efectuat de stratul superficial) este

S Z (T, A) = -  • .4 = constant. (12.10)
d 1

Se observă că reprezentarea grand-canonică este imposibilă pentru stratul superficial, da
torită faptului că aceasta implică o transformare Legendre pe gradul de libertate chimic, dar 
nu se poate efectua extremi zarea în raport cu numărul de particule, deoarece s-a considerat 
inițial N E ~  0.

12.2.2 Formula Laplace
Pentru a studia anomalia gradului de libertate mecanic 

(volumic-superficial) introdusă de stratul superficial, se con
sideră sistemul compus constituit din cele două faze adiacente 
stratului superficial, care sunt în contact cu un rezervor termic, 
conform figurii 12.3

T = (  6 ' | J  6 E  J  6 "  ]  U  !RT  .

Rezervorul termic impune sistemului total temperatura T, iar 
starea de echilibru se obține din teorema potențialelor termo
dinamice |vezi secțiunea (4.2.3) din Capitolul 4] în forma mi
nimului energiei libere (în raport cu permeabilitățile interne).

Figura 12.3: Reprezentarea 
sistemului compus.

Pentru sistemul total T = ( 6 '  |J  6 E  U 6 "  ) energia liberă este

^ ( T - ,V ' 1 V " ,A ;N ',N " )  = ^ ' ( T ,V ,  N ') + ^ " ( T ,V " , N") + ^ ( T , A )  . (12.11)

Pe de altă parte, frontierele cu rezervorul sunt numai diaterme, iar stratul superficial implică 
frontiere total permeabile, din care rezultă relațiile de conservare:

V' + V" = constant , 
N ' + N "  = constant .

(12.12a)
(12.12b)

Trebuie să se observe că pentru o formă specificată a stratului superficial, volumele V', V" 
și aria .4 nu sunt variabile independente (această proprietate este o consecință a anomaliei 
gradului de libertate mecanic).

Pentru a determina condițiile de minim ale energiei libere totale, se consideră variații 
independente ale volumului <5 V' și ale numărului de particule 6N' dintr-o fază; datorită 
relațiilor de conservare (12.12) și a formelor diferențiale (7.20) pentru energiile libere ale 
celor două faze, respectiv (12.4) pentru energia liberă a stratului superficial, se obține:

6T =

( - ^ ” ) + ( - ^ ' )

-<P '+<p" +  7 —  6 V '+ [ p ' - p " ] 6 N '  .

9 7 s \  d.4 ------  I ----- o VdA ) T  d V'

(12.13)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



12.3. FORMAREA PICĂTURILOR LICHIDE 305

Condiția de extrmum (minim) a energiei libere totale implică 6 ^  — 0, considerând 6 V  și 
6N' ca variații independente; atunci, din expresia (12.13) se obține:

(12.14a)

p' = p" (12.14b)

Relația (12.14b) arată că la echilibrul fazelor (constituite ambele din aceeași specie chimică 
și separate prin stratul superficial care este o frontieră permeabilă chimic) potențialele chi
mice ale celor două faze sunt egale; adică anomalia gradului de libertate chimic al stratului 
superficial nu influențează condiția de echilibru chimic a fazelor adiacente.

Relația (12.14a) arată că stratul superficial modifică con
diția de echilibru a presiunilor. Dacă se alege o porțiune mică z-----------
din suprafața stratului superficial, atunci conform rezultatelor / 
geometriei diferențale, această porțiune (considerată curbată) \
se poate caracteriza prin două raze de curbură principale ri /  '. /  ' \  j
și F2, care sunt pozitive dacă centrele de cercurilor de curbură ; /  1
se află în domeniul fazei 6 ' și sunt negative în cazul contrar. •. Z  1
Geometria unei porțiuni de suprafață curbată este ilustrată în \
figura 12.4 pentru cazul când ambele raze de curbură sunt po- ; •.
zitive. Utilizând aceste raze de curbură se poate deduce relația ’. \  /  •

unde r este raza de curbură medie a suprafeței. '•
Atunci, relația locală între presiuni (12.14a) se exprimă în Oi »
forma 2<£' = <£" + - , 

r
Figura 12.4: Razele de cur 
bură ale unei suprafețe.

numită formula Laplace6 .
Conform formulei Laplace, în cazul unei suprafețe curbate a stratului superficial presiunile 

celor două faze, aflate la echilibru, nu sunt egale; în cazul suprafeței plane (r = oo) stratul 
superficial nu modifică echilibrul presiunilor (care sunt egale în cele două faze).

Datorită faptului că pentru faze de tip fluid neutru potențialul chimic este funcție de tem
peratură și de presiune /<(T,!P), cele 2 condiții (12.14), pentru echilibrul fazelor în prezența 
stratului superficial, se pot condensa prin condiția

HĂT,^") = H" (T ,W" + ^ )  . (12.17)

Se observă că relația (12.17) necesită cunoașterea expresiilor potențialelor chimice ale celor 
două faze și este o ecuație pentru raza r la care se produce echilibrul fazelor.

12.3 Formarea picăturilor lichide
Se consideră un fluid neutru care conține în două faze aflate în coexistență la echilibru 

termodinamic; pentru concretizare, faza 6 ' este o sferă lichidă, iar faza 6 "  este gazoasă 
(adică constituită din vapori saturați sau supra-saturați).

Situația este ilustrată în figura 12.5.
Se va discuta influența efectelor superficiale asupra echilibrului dintre cele două faze și 

în particular posibilitatea formării unei picături lichide din masa de vapori saturați.
6 în cazul particular când faza 6 ' este o sferă de rază r, aflată in interionil fazei 6 " ,  relația (12.16) se 

poate deduce prin metode elementare. Pentru o sferă de rază r, aria suprafeței este A = 4irr2 și volumul 
este V = 4TTT3 /3 ; atunci, rezultă

d .4 d .4 1 8zrr 2
d V dr d V 4rrr2 r
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12.3.1 Ecuațiile echilibrului picăturii
Pentru a determina soluții aproximative ale ecuației (12.17) 

se utilizează condiția de echilibru a fazelor corespunzătoare 
suprafeței de separare plană (când presiunile în ambele faze 
sunt egale cu tPo):

p/(T,îPo) = /iff(T,îPo) . (12.18)

Prin scăderea ecuației (12.18) din (12.17) se obține:

m i T ^ t )  -  ^ T , ^  =  M T .Î P J  - ^ M o ) , (12.19)

unde presiunile 9h și fp9 sunt corelate cu raza picăturii prin 
formula Laplace (12.16).

Se vor determina soluțiile aproximative ale ecuației (12.19)

Figura 12.5: Picătura lichi
dă în interiorul vaporilor.

în cazurile asimptotice, când raza sferei lichide este sau foarte mare, sau foarte mică.

A. în cazul când sfera lichidă are raza mare, diferențele dintre presiunile din fazele lichidă 
și gazoasă sunt mici, astfel încât se pot considera diferențele de presiuni (față de cazul 
suprafeței plane) <5 93/ E  93i -  ^o  (pentru faza lichidă) și respectiv <5 939 =  !£s  — Țo (pentru 
faza gazoasă) ca fiind suficient de mici pentru a putea efectua dezvoltări în serii Taylor ale 
celor două potențiale chimice, cu aproximația de ordinul 1:

m ( T ,^ t ) -  f t l (T ,V 0 ) «  CP, -  «Po) = vt <5 93,

^ ( T ^ g )  ~ Rg(T,V 0 ) «  (9b -  <P0 ) = Vg 6 ^ 9 ,

unde, pentru ultimele rezultate, s-a utilizat forma diferențială a potențialului chimic a fluidul 
neutru (7.49) -  (7.52): dg =  —s d T  + vd*P ; atunci, relația (12.19) se poate aproxima în 
forma

vl d!p / = D9 d!p j , (12.20)

numită ecuația Gibbs - Poynting.
Pe de altă parte, formula Laplace poate fi rescrisă cu ajutorul diferențelor de presiuni

2-v ’P / - ’P S  = <5<P/-<5«P9 = ^ , 
r

astfel că, prin combinarea ultimei relații cu ecuație Gibbs - Poynting, rezultă expresiile celor 
două diferențe de presiuni ca funcții de raza sferei și de volumele specifice ale fazelor lichidă 
și respectiv gazoasă:

<593/» — —^ — , (12.21a)
r vg -  Vi

<5939 « — — ^ — . (12.21b)
T Vg ~  Vl

Expresiile precedente pot fi simplificate luând în considerare densitatea mare a fazei lichide 
în raport cu cea a fazei gazoase (vi ^  vg ) și aproximând vaporii ca fiind un gaz ideal 
(’'j ~  k ^ T /^ g  ss k g T / ^ Qy, atunci se obține:

<593/«

i<P5 «

r ’
27 Vi

V Vg

27 vi 93 o 
r kg T  '

(12.22a)

(12.22b)

Se observă că <5 93/ >> <5 939 > 0, astfel încât presiunea vaporilor asupra picăturii este mai 
mare decât presiunea corespunzătoare suprafeței plane: 93j > %■
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B. Dacă picătura lichidă are rază mică, rezultatele anterioare (deduse prin aproximația de 
ordinul 1 a dezvoltării în serie Taylor) nu mai sunt corecte, deoarece variațiile de presiuni 
6 ^ i  și <5țb nu mai sunt mici. Ca urmare, ecuația (12.19) trebuie să fie prelucrată astfel:

în membrul stâng, datorită compresibilității foarte mici a lichidului, influența variației 
de presiune nu este importantă și se poate face aproximația utilizată anterior

m ( T ,V i ) - P i ( T ,V o ) ^ v i6 V i - ,

• în membrul drept se aproximează comportarea fazei gazoase cu comportarea de gaz 
ideal, pentru care potențialul chimic are expresia n(T, fp) = ^(T ) + k e T  \n V  ; atunci, 
se obține

^ ( 7 , ^ ) - ^ ( 7 , ^ )  « ^ 7  In

Prin substituirea expresiilor aproximative precedente în ecuația (12.19) rezultă:

(Vi -  W  T  In J  ■

Deoarece, pentru valori mici ale razei formula Laplace conduce la inegalitatea i!P/2> ^Vg^ 
rezultă că se poate face aproximația țb  -  țlo Vi ~ Vg> >a r  a Poi diferența presiunilor se 
exprimă cu ajutorul razei picăturii, conform formulei Laplace (12.16); în final, se obține 
relația

uz — 7  In (12.23)
r Vo

care este ecuația aproximativă pentru raza picăturii lichide aflate la echilibru cu vaporii 
saturați.

Din rezultatele anterioare se observă dependența puternică a presiunilor de echilibru ale 
celor două faze în funcție de raza picăturii.

12.3.2 Discuția stabilității picăturii
Se consideră că într-o incintă suficient de mare se află vapori saturați ai unei substanțe 

|adică vaporii se află la temperatura T  și presiunea țJ9 > îPo(7), care este mai mare decât 
presiunea de echilibru lichid - gaz separate printr-o suprafață plană]; în aceste condiții, dacă 
se neglijează fenomenele superficiale, trebuie să se producă tranziția de fază, ceea ce implică 
formarea spontană a fazei lichide în masa de vapori.

Din ecuație (12.23) se obține raza picăturilor lichide ro(7,l]3o>?j) în condiții de echilibru 
între cele două faze, când vaporii au presiunea *P9 ( >

Se observă că pentru o cantitate mare de gaz și 
condiții de slabă supra-saturare a vaporilor (expri
mată prin condiția *P9 > țlo), o picătură lichidă are 
la echilibru o rază mică, astfel încât starea vaporilor 
este practic nemodificată de formarea unei picături 
(*P9 sa const., n g «  const.). Pe de altă parte, lichidul 
din picătura sferică este aproximativ incompresibil și 
are o presiune ț î |  determinată de formula Laplace 
(țb = țP j + 27/r), dependența presiunii în funcție de 
raza picăturii fiind ilustrată în figura 12.6; se observă 
că țb  (r) este o funcție descrescătoare.

Pentru a studia stabilitatea picăturilor, în cadrul
modelului prezentat anterior, se consideră variații 
mici, față de valoarea de echilibru (r0 ), ale razei unei 
picături lichide (rn — > r  = FQ + i r ) 7 .

Figura 12.6: Presiunea din picătura 
lichidă ca funcție de raza picăturii.

’ Datoriti incompresibilității lichidului, variația razei picăturii implică un transfer de substanță din faza 
de vapori (adică o variație a numărului de particule din picătura lichidă).
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A. Dacă raza picăturii crește (ro — > r' = rg + dr > ro), atunci presiunea asupra picăturii 
scade (după cum rezultă și din figura 12.6):

<Pi <p;=<PJ + ^ < ? i  = >  <5$, ^ - ^ i  < 0 ;
r

ca rezultat, potențialul chimic al lichidului din picătură scade:

<5/0 ~  I i5*p( =  m i ț ,  < 0 .

în situația inițială picătura se afla la echilibru chimic cu vaporii (m = Hg), astfel încât 
prin scăderea potențialului chimic cil picăturii (în condițiile în care starea fazei gazoase este 
neschimbată) se obține o stare de neechilibru între faze (/*{ < n g ).

Pentru refacerea echilibrului chimic între cele două faze apare un proces de transfer de 
particule, care are ca efect creșterea potențialului chimic aJ picăturii8

"Se observi că fenomenele prezentate sunt în concordantă cu Principiul Le Chatelier: procesul de transfer
de particule este procesul de reacție directă.

9 Se va studia în secțiunea următoare modificările introduse de prezența impurităților asupra stabilității 
picăturilor lichide.

6'Hi > 0  = >  6'N t K ( )  6'm > 0 ,

(datorită condițiilor de stabilitate, derivata numărului de particule în raport cu potențialul 
chimic, care este parametrul conjugat, este pozitivă).

Pe de altă parte, datorită incompresibilității lichidului, prin creșterea numărului de par
ticule crește de asemenea raza picăturii; ca rezultat, picătura se mărește spontan în mod 
continuu, obținându-se în final transferul întregii cantități de substanță în faza lichidă (dacă 
se neglijează efectele gravitaționale, astfel încât faza lichidă să rămână o sferă).

Rezultatul anterior arată instabilitatea picăturii lichide față de creșteri ale razei (peste 
valoarea de echilibru).

B. în cazul când raza picăturii scade (r0 — > r" = ro -  6r < r0 ) se poate face o discuție 
similară. Atunci, presiunea picăturii crește (țh  — > ți"  < fP/), având ca efect creșterea 
potențialului chimic (6[ii »  vi 6^1 > 0); situația de neechilibru chimic între faze produce 
fenomenul de transfer de substanță (pentru a micșora potențialul chimic al picăturii), care 
are ca efect scăderea numărului de particule ale lichidului (6'Ni < 0), adică evaporarea 
picăturii, ceea ce implică instabilitatea picăturii lichide față de scăderi ale razei.

C. în concluzie, modelul simplu pentru picătura lichidă este instabil (adică starea de echili
bru picătură - vapori este o stare instabilă față de perturbații în ambele sensuri); ca urmare, 
acest model nu poate explica formarea picăturilor lichide din faza gazoasă prin creșterea 
continuă a razei de la valoarea nulă până la valoarea de echilibru (r, = 0 — > r0 ).

De fapt, modelul simplu conduce la următoarele rezultate.

• în absența fenomenelor superficiale există o presiune țJo (f) corespunzătoare echilibru
lui între faze; la temperatură fixată, pentru presiuni mari (ț3 > țlo) este posibilă numai 
faza lichidă, iar pentru presiuni mici (ți < !Po) este posibilă numai faza gazoasă.

• Dacă se includ fenomenele superficiale, apare posibilitatea existenței fazei gazoase la 
presiuni ț3s  > SPo, pentru că eventualele picături mici (r < ro) sunt instabile.
Aceste stări sunt numite stări de vapori supra-saturați (sub-răciți) și se pot realiza 
numai în cazul substanței chimic pure, adică sunt stări meta-stabilc9 .

Trebuie făcută observația suplimentară că stările meta-stabile datorate efectelor superficiale 
sunt evidențiate de către modelele fenomenologice ale gazelor neideale, cum este modelul 
van der Waals; de asemenea, aceste stări metastabile sunt evidențiabile experimental.
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12.3.3 Modelul de picătură cu impurități
Anterior s-a arătat că în cazul unei substanțe pure, stratul superficial are ca efect insta

bilitatea picăturilor lichide, iar astfel fiind posibile stări de vapori supra-saturați; din discuția 
prezentată anterior, a rezultat că sursa de instabilitate este dependența presiunii lichidului
de rază SP/ (r) ca funcție descrescătoare.

Dacă se consideră particule de impurități neutre (pentru simplitate se alege cazul când 
acestea sunt sfere de rază r > ro), atunci pe suprafața unei astfel de impuritate se poate 
forma o peliculă lichidă, care se comportă ca o sferă de rază mai mare decât raza de echilibru; 
ca rezultat, aceste impurități vor face imposibile stările de vapori supra-saturați, peliculele 
lichide (de pe sferele de impurități) fiind centre de condensare.

Există însă un mecanism suplimentar pentru con
densarea vaporilor, mecanism datorat impurităților 
electrizate și care implică particule de raze arbitrar 
de mici.

Se consideră o incintă suficient de mare, în care se 
află o substanță de tip fluid neutrii, care poate avea 
2 faze: lichidă și gazoasă; în plus față de modelul an
terior, se consideră că faza lichidă este electrizabilă, 
susceptibilitatea electrică fiind y, iar faza gazoasă are 
susceptibilitate electrică nulă (xg =  0), adică faza 
gazoasă are proprietăți electrice de tipul vidului.
In interiorul acestei incinte se află o impuritate sferică 
(cu raza a) care are sarcina electrică q (pentru sim
plitate se consideră sarcina repartizată uniform pe 
suprafață).

Figura 12.7: Modelul cu impuritate 
electrizată.

Analog cazului impurității neutre, se consideră formarea pe sfera electrizată a unui strat 
sferic de lichid, având raza exterioară R, așa cum este ilustrat în figura 12.7.

Câmpul electric produs de sarcina q în exteriorul sferei electrizate este dat de legea 
Coulomb:

{
J ______ Q a < r  < R
4 ^ O (1 + X )r ’ ’ a - r ~ ( 1 2 2 4 )

2 ’ T >  R47reo
iar potențialul electrostatic al sferei se obține prin integrarea expresiei intensității câmpului 
de la suprafața sferei și până la infinit

4TC0 (1 + x)
(12.25)

în aceste condiții, la expresia (12.11) a energiei libere a sistemului total (vapori, lichid și 
stratul superficial) trebuie să se adauge termenul electrostatic:

F(T; Vg , V^A-q- N ^ N t)  = Fg (T, Vg ,N g ) + J ^ T , Vh  N t ) + F ^ T ,  A) + F q (T, q) . (12.26)

Partea electrică a energiei libere totale se determină utilizând expresia lucrului electrostatic 
elementar

d F(q) = d F q \T  =<TCq = * a dg, (12.27)

de unde rezultă

Atunci, considerând F q (T, q) |? _Q = 0, prin integrare se obține partea electrostatică a energiei 
libere

4  +  “  )  • (12 28)
’  4TTE0 (1 + x) \  ^  a /

[dependența de temperatură a energiei libere electrostatice este conținută în susceptibilitatea 
electrică a fazei lichide x ^ )]-
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Condiția de echilibru a păturii sferice lichide electrizate în contact cu vaporii saturați din 
exterior se obține din minimizarea energiei libere totale (12.26) în raport cu raza exterioară 
a păturii sferice (R) cu condițiile suplimentare

T  = constant, (12.29a)
q = constant, (12.29b)

V = Vi +V g = constant, (12.29c)
N = Ni + Ng = constant , (12.29d)

Pi = Pg ■ (12.29e)

Se observă că mărimile Vi, Vg , A , Ni și Ng sunt fiecare dependente de raza R; atunci, condiția 
de minim a energiei libere totale devine

(12.30)

Dar prin efectuarea explicită a operațiilor de derivare și incluzând relațiile de conservare 
(12.29) se obține

a n
dR ) T

Iii
@^9 /T ,N g d R  \ ^ ^ 9 / T , V , 

țaV) ) T ,NI d R  \  d N i  JȚ  ^

dN g 
dR

. m idV t

dR +  \  dA  ) T dR +  \ d R  ) T q

1

32jr2EO 1 + X « 4-%  + !P 4JT/ Î 2 .
s + ^

Cu expresia precedentă condiția (12.30) conduce 
la următoarea relație între presiuni și raza exterioară 
a păturii lichide:

’ - ^ K s f c T ^ ^  l|B 1 >

numită formula J. J. Thomson1 0 .

' “Rezultatul se putea obține, în mod echivalent, utilizând formalismul termodinamicii sistemelor electriza-
bile, care este discutat în Capitolul 10, dar în acest ultim caz expunerea este mai complexă, deoarece câmpul
electrostatic din exteriorul sferei metalice este neomogen.

11 In cazul picăturii neutre graficul presiunii din picătura lichidă ca funcție de raza picăturii era monoton 
descrescător și s-a arătat că în acest caz picătura este instabilă în ambele sensuri; dacă acest grafic are o 
porțiune crescătoare, atunci pentru toate stările corespunzătoare acestei porțiuni se obține stabilitatea în 
raport cu ambele tipuri de variații ale razei picăturii (atât față de creșteri, cât și față de descreșteri).

în figura 12.8 este reprezentat graficul calitativ 
al presiunii din stratul sferic lichid *P/ ca funcție de 
raza exterioară 7î (corespunzătoare contactului cu 
faza gazoasă).

Se observă în acest caz că $ i(fl)  are o porțiune 
ascendentă, pentru valori Rm  < R < R M .

Atunci, repetând raționamentele efectuate ante
rior pentru studiul stabilității picăturii sferice neu
tre, se constată că în domeniul de valori ale razei 
exterioare în care SPi(72) este o funcție crescătoare,

Figura 12.8: Presiunea din stratul 
lichid ca funcție de raza exterioară.

stările de echilibru ale stratului sferic lichid sunt stabile1 1; ca urmare, picăturile formate pe 
impurități ionizate (care pentru simplitate au fost considerate sferice), au un domeniu de 
stabilitate.
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12 .3  .4 C om entarii și interpretări

Asupra rezultatelor anterioare (relative la influența efectelor superficiale asupra tranziției 
de fază lichid - gaz) sunt necesare următoarele comentarii.

1. Dacă se neglijează efectele superficiale, atunci tranziția de fază gaz —> lichid se realizează 
numai prin condensarea lichidă care are suprafața de separare plană (adică starea lichidă este 
un strat plan aflat la baza incintei, efect datorat câmpului gravitațional).
în acest caz nu se poate explica apariția picăturilor lichide (deorece acționează procese de 
tipul Le Chatelier - Brown, care sunt consecințe ale condițiilor de stabilitate).

2. în absența centrelor de condensare (neutre sau electrizate) picăturile lichide formate 
(eventual) sunt instabile, adică:

• picăturile produse spontan, cu rază foarte mică (r < ro), se evaporă;

• picăturile produse artificial, cu rază mare (r > ro), produc o tranziție de fază bruscă, 
care conduce la condensarea întregii substanțe, prin formarea unui strat lichid plan la 
baza incintei (datorită efectului gravitațional).

Ca urmare, stările de vapori supra-saturați sunt stări meta-stabile.

3. Existența unor impurități neutre suficient de mari (în cazul cel mai simplu o astfel de 
impuritate este o sferă solidă cu raza r s > ro) are ca efect formarea unei pelicule lichide pe 
suprafața unei sfere de impuritate, astfel încât raza exterioară a stratului sferic lichid (aflată 
la contactul cu faza gazoasă) are raza R > rs > r0 . Ca urmare, se formează picături lichide 
mari care cad la baza incintei (datorită câmpului gravitațional) și formează un strat plan 
lichid.
Se observă că numai sferele solide (impuritate) care au razele suficient de mari (rs > ro) 
constituie centre de condensare, dar sferele mai mici (care au razele r s < ro) nu contribuie 
la condensare.

4. Conform teoriei lui J. J. Thomson, existența unor impurități electrizate (sfere cu raza a 
și sarcina electrică g) face posibilă formarea picăturilor lichide (de fapt straturi sferice lichide 
pe sferele electrizate) care sunt stabile la raze externe suficient de mici (R < R M )- 
Trebuie remarcat faptul că formarea picăturilor lichide este independentă de mărimea și 
semnul sarcinii electrice și de asemenea se produce pentru valori mici ale razelor sferelor 
solide (a < R M , unde valoarea maximă RM este dependentă de sarcina electrică).

Pe baza teoriei J. J. Thomson se poate explica funcționarea “camerei Wilson” (care este 
un dispozitiv pentru vizualizarea traiectoriei aproximative a unor particule microscopice):

• se consideră o incintă cu vapori puri (fără centre de condensare) aflați în condiții de 
supra-saturare;

• dacă în această incintă pătrunde o particulă ionizantă mobilă, se crează perechi de 
ioni (pozitivi și negativi) de-a lungul traiectoriei particulei externe; acești ioni consti
tuie centre de condensare, astfel încât se formează picături lichide vizibile de-a lungul 
traiectoriei, iar traiectoria particulei ionizante poate fi vizualizată prin fotografierea 
picăturilor lichide1 2 .

l 2 Trebuie să se remarce faptul că particulele microscopice ionizante sunt obiecte cuantice, astfel încât nu 
există în mod strict o traiectorie a particulelor, decât în limitele Principiului cuantic de incertitudine; ca 
urmare, aceste particule au mișări caracterizate prin imprecizii ale pozițiilor și ale impulsurilor, dar aceste 
imprecizii sunt infim de mici la scară macroscopică. De aceea, centrele de condensare (care sunt sfere cu raze 
mai mari decât limitele inferioare ale relațiilor de imprecizie cuantice) dau o imagine macroscopică foarte 
grosieră pentru traiectoriile acestor particule.
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5. Anterior s-a discutat numai influența fenomenelor superficiale asupra tranziției de fază 
gaz —> lichid, dar se poate face o discuție analoagă pentru tranziția de fază inversă: formarea 
de bule gazoase în faza lichidă.

In acest caz pentru substanța pură bulele de vapori sunt instabile, astfel că se obțin stări 
de lichid supra-încălzit (care sunt stări meta-stabile)13 .

1 3Se observă că la modelele empirice de gaze neideale, cum este de exemplu modelul van der Waals, se 
evidențiază aceste stări metastabile.

Existența impurităților neutre și electrizate conduc la efecte similare celor discutate ante
rior (pentru fenomenele de condensare ale vaporilor saturați), astfel că se produce vaporizarea 
lichidului pe aceste impurități, care se comportă ca centre de vaporizare.

Pe baza acestor fenomene funcționează un tip de detector utilizat în fizica particulelor 
elementare cu energii mari, numit “camera cu bule”, care vizualizează aproximativ traiectori
ile particulelor ionizante prin fotografierea lichidului în care s-a produs vaporizare datorită 
acestor particule ionizante (deoarece porțiunea vaporizată este mai opacă în raport cu restul 
lichidului).
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Anexa A

Complemente matematice

în această anexă se vor prezenta unele noțiuni matematice care sunt utilizate în textul 
principal al cursului. Acele noțiuni care sunt tratate în cursurile de matematică din programa 
analitică a Facultății de Fizică vor fi prezentate foarte sumar, numai pentni referințe, fără să 
se discute demonstrarea proprietăților afirmate, dar acele noțiuni care uzual nu sunt tratate 
în cursurile de matematică specificate vor fi prezentate detaliat, cu discutarea demonstrațiilor 
pentru toate proprietățile afirmate.

Trebuie să se facă observația că prezentarea din această anexă este făcută în spiritul 
fizicii teoretice și nu în spiritul matematicii pure, astfel că a fost permanent sacrificată 
rigurozitatea matematică în favoarea intuitivității fizice. De asemenea, se vor discuta numai 
acele proprietăți matematice ale noțiunilor respective care sunt necesare pentru înțelegerea 
textului principal.

A .l Forme diferențiale
Pentru o exprimare condensată se vor introduce următoarele notații:

• x = ( i i , . . . ,  i n ) g D c  R" este un set de n variabile reale,

• / ; (x) : D —> R , (j =  1 ,2 ,... ,n) este un set de n funcții reale dependente de n 
variabile reale.

O formă diferențială de ordinul 1 este prin definiție o expresie infinitezimală dată de combi
nația liniară a diferențialelor variabilelor, care au drept coeficienți funcții de aceste variabile, 
adică:

n

d’̂ (x) ^ ^ ^ ( x )  d ij . (A.l)
j=i

Se remarcă utilizarea notației “ cf”, datorită faptului că în general forma diferențială nu este 
o diferențială veritabilă ci numai o cantitate infinitezimală.

Formele diferențiale se clasifică în 2 categorii principale:

1. diferențiale totale exacte, cănd forma diferențială este diferențiala veritabilă a unei 
funcții,

2. forme Pfaff, cănd nu există nici o funcție care să aibă diferențiala egală cu forma 
diferențială dată; la rândul lor formele Pfaff se clasifică în forme Pfaff olonome și 
forme Pfaff neolonome.

In continuare se vor prezenta succint (fără demonstrații) unele proprietăți ale celor 2 clase 
de forme diferențiale, anume acelea care sunt importante pentru termodinamică.
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A. 1.1 Diferențiale totale exacte
Prin definiție, forma diferențială d"4>(x) este o diferențială totală exactă, dacă există 

o funcție de variabilele respective F(x) : D -)  R, (numită funcția generatoare a formei 
diferențiale), care are proprietatea că diferențiala sa este egală cu forma diferențială consi
derată: c f^ x )  = dF(x) ; adică în mod explicit, este valabilă egalitatea:

n

dF(x) =  £ / > (x )dx J . (A.2)

Utilizând metodele analizei matematice clasice se deduc următoarele condiții necesare și 
suficiente pentru ca forma diferențială tf$(x) să fie o diferențială totală exactă:

1. Să existe funcția F(x), care să satisfacă condițiile ca derivatele sale în raport cu 
fiecare dintre variabile să fie egale cu funcțiile coeficienți corespunzătoare din forma 
diferențială

A(x) =  ^ ,  (A.3)

datorită faptului că diferențiala formală a funcției F(x) este

2. Funcțiile coeficienți din forma diferențială să satisfacă condițiile

=  ( V u = î ^ ) ,  (A.4)
O X i O X j

care sunt consecințe ale lemei Schwartz (independența derivatelor parțiale de ordinul 
2 de ordinea de derivare).

3. Integrala formei diferențiale în spațiul euclidian n-dimensional al variabilelor este inde
pendentă de forma traiectoriei alese și depinde numai de punctele extreme ale acestei 
traiectorii

y  ^ ^ (x )  = F (x B ) -  ^ (x ^ ) . (A.5)

4. Integrala formei diferențiale pe orice traiectorie închisă din spațiul variabilelor este nulă

^ ă ^ ( x )  = 0 . (A.6)

Pentru multe probleme specifice termodinamicii, 
aplicate unui sistem simplu, este importantă deter
minarea funcției generatoare F (x,y) pentru o formă 
diferențială totală exactă cu 2 variabile. In acest caz 
forma diferențială totală exactă este

y) = î k c  y) d i  + g(x, y) dy , (A.7) 

iar funcțiile coeficienți satisfac condiția Schwartz

y
“ A

y ................................

! /o . . . .^ -------• -------- X]

x '  X

d f(x ,y )  =  d g ^ ,y )  Figura A.l: Conturul de integrare.
dy dx

(A.8)

In acest caz, aplicând relația (A.5), pentru o traiectorie formată de porțiuni paralele cu axele 
de coordonate dintre punctul etalon (io,J/o) și punctul curent (x,y) (care este ilustrată în 
figura A.l) se obține

F (x,y) = F(x0 ,y 0 ) + {  f ( x ' ,y 0 )d x ' + (  g(x,y ') d y ' ; 
J Xo • 'j/o

(A.9)
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rezultatul (A.9) arată că forma diferențială totală exactă permite determinarea funcției ge
neratoare pănă la o constantă aditivă.

Trebuie remarcat că în cazul când funcțiile coeficienți depind numai de o singură variabilă 
f{ x ,y )  = f (x )  și g(x,y) = g(y), atunci funcția generatoare se poate determina (până la 
constanta aditivă) prin simple primitivări

F (x,y) = / f{x) dx + y  g(y) dy + C . (A.10)

A. 1.2 Forme Pfaff
A. Forme Pfaff olonome

O formă Pfaff este, prin definiție, olonomă dacă admite factor integrant, adică deși forma 
diferențială considerată nu este o diferențială veritabilă, totuși există o funcție reală și de
pendentă de variabilele formei Pfaff (numită factor integrant) ^(x) : © —> R, care prin 
multiplicare cu forma diferențială produce o diferențială totală exactă:

/z(x) 'd^fx) = dF(x) . (A.H)

Se vor menționa următoarele proprietăți ale formelor Pfaff olonome:
1) Factorul integrând (dacă există) nu este unic; astfel, dacă p(x) este un factor integrant 

pentru forma Pfaff olonomă d ^ x ) ,  cu care se obține funcția generatoare F(x) conform 
relației (A.11), atunci funcția /i'(x) = /i(x) • g(F(x)) este de asemenea un factor integrând, 
unde g(F) este o funcție continuă arbitrară.

Pfaff
2) Unei forme Pfaff d$ (x ) îi corespunde ecuația

d $ ( x ) = 0 .  (A.12)
In cazul când forma Pfaff este olonomă, conform pro
prietății de definiție (A .ll), rezultă că soluția ecuației 
Pfaff este de forma

F(x) = C .

Soluția ecuației Pfaff are o interpretare geometrică în 
spațiul D al variabilelor, ilustrată în figura A.2:

soluția ecuației Pfaff este o familie de hiper- 
suprafețe uni-parametrice disjuncte {E c}c ;

există o traiectorie Pu  care leagă două hiper- 
suprafețe soluții distincte ale ecuației Pfaff (notate 
Si și £2) ȘÎ care are proprietatea că forma Pfaff este

Figura A.2: Ilustrarea proprietăților 
geometrice pentru o formă Pfaff olo
nomă.

nenulă în toate punctele acestei hiper-curbe dî>(x) ^  0 .
-  orice traiectorie (din spațiul D), care leagă două hiper-suprafețe soluții distincte ale 

ecuației Pfaff, are porțiuni pe care forma Pfaff este nenulă.

B. Forme Pfaff neolonome

Formele Pfaff neolonome sunt prin definiție acele forma Pfaff care nu admit factori in- 
tegranzi, adică nu se pot transforma în diferențiale totale excte prin multiplicare cu funcții 
reale

V /i(x ):D  -» R = >  /t(x) d ^ x )  ^  dF(x) .

Aceste forme diferențiale se pot clasifica la rândul lor în mai multe specii și au proprietăți 
foarte complexe; din fericire, aceste forme diferențale au o importanță redusă pentru termo
dinamică. Dintre aceste proprietăți se va remarca numai faptul că ecuația Pfaff are în acest 
caz o soluție dependentă de o funcție arbitrară, care nu mai poate fi interpretată geometric 
ca o familie de hiper-suprafețe disjuncte.

Este important să se remarce faptul că în cazul 71 = 2 toate formele Pfaff sunt fie 
diferențiale totale exacte, fie forme Pfaff olonome; adică nu există forme Pfaff neolonome 
de tipul î$ ( i , ! / ) .
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A.2 Jacobieni și funcții implicite
Pentru o exprimare condensată se vor introduce notații similare cu cele utilizate în 

secțiunea anterioară:

• x =  ( z i , . . .  ,x n ) £ D c  R" este un set de n variabile reale,

• f j(x )  : © —> R , (j =  1, n) este un set de n funcții reale dependente de n variabile 
reale și diferențiabile în raport cu aceste variabile.

Pentru acest set de funcții se definește matricea Jacobi ca fiind matricea pătratică a deriva-
telor acestor funcții:

râ/i d f i l
dx\ dxn

d f ^ Y 
. d x k . j,k= 1 ,n

d f n dfn

, (A.13)

- dx^ dxn ^

iar determinantul funcțional al acestui set de funcții (numit de asemenea jacobianul setului 
de funcții) este determinantul matricii Jacobi:

Q t f i , - - , f n )  _  d f j r t  a / d x )  d f n ^ )
0 ( z i , . . . , î n ) dx k  j <k=T^ „ d x ^  d x ^

(A.14)

unde II este o permutare a numerelor naturale

II =  ( 1

V *1

71

iar a* este paritatea acestei permutării.
Se vor evidenția unele proprietăți ale jacobienilor:

• reducerea.la derivata parțială

d (f, x-j, . . . , x n )
d (x \ ,X 2 ,. . . ,X n )

Of 
dxy

(A.15)

• permutări ale funcțiilor sau ale variabilelor produc o eventuală schimbare de semn, în 
funcție de paritatea permutării

d ( f i , . . . , f j , . . . , f k , . . . , f n )  =  ( _ 1 ) f f j t  d ( f ^ . . . J k , . . . , f j , . . . , f n )
d ( x i , . . . , x j , . . . , x k , . . . , x n ) d ( x i , . . . , x j , . . . , x k , . . . , x n )

d j j i ^ ^ f j ^ ^ ^ f k ^ ^  .
d ( x } , . . . , x k , . . . , x j , . . . , x n ) ’

(A.16)

• în cazul când se consideră funcții compuse f j ^ )  = /) (u i(x ),. . . , un (x)) , (j = l,n ) 
și funcțiile { Uj(x) J j ^  sunt funcții diferențiabile, se obține formula de schimbare de 
variabile în jacobieni:

d ( f l ,  - ,fn )  _  d ( f l ,  - ,fn ) d (« ! ,■  ■ - ,» n )

9  ( i i , . . . ,  z „ )  d (u i, . . . ,  un ) d ( x . i , . . . , x n ) ’

din care rezultă formula de inversare a unui jacobian

3 ( / l , - , / n )  1
9 ( M i , . . . , u n ) d ( u i , . . . , u n )

(A.18)
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Se va considera situația când sunt 3 variabile reale x ,y ,z  corelate printr-o dependență 
funcțională f ( x ,y ,z )  = 0 , astfel încât se poate explicita formal oricare dintre variabile 
în funcție de celelalte două. Conform teoremei funcțiilor implicite din analiza matematică 
clasică, sunt valabile următoarele identități remarcabile:

1. formula de compunere

(A.19)

2. formula de inversie

(A.20)

3. formula de transformare

(A.21)

A .3 Funcții omogene

Se vor prezenta succint principalele proprietăți ale funcțiilor omogene simple și ale func
țiilor omogene generalizate.

A .3.1 Funcții omogene simple

Definiție Funcția reală de variabilă reală F(x) =  F { x \, . . . , i n ) : D -> R este o funcție 
omogenă de gradul "l" dacă satisface condiția

F (A i1 , . . , A x n ) = A 'F ( i 1 , . . . , i „ ) ,  V A 6 R .  (A.22)

Relația Euler Dacă F(x) este o funcție omogenă de gradul l, atunci satisface relația 
următoare, numită relația Euler

= l F W  . (A.23)

Demonstrație: Se derivează relația de definiție a funcțiilor omogene (A.22) în raport cu 
parametrul A, iar apoi se alege valoarea A = 1; utilizând formula de derivare a funcțiilor 
compuse, membrul stâng devine

pe de altă parte, prin derivarea membrului drept se obține

Ă fw = l A'"1 F(*) 1^^ = l F W  ,

astfel că rezultă relația cerută. □
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D erivata unei funcții om ogene: dacă F(x) este o funcție omogenă de gradul l, atunci 
derivata sa în raport cu oricare dintre variabilele de omogenitate este o funcție omogenă de 
gradul l — 1.
Demonstrație: Se consideră funcția produsă prin derivarea funcției omogene inițiale

> x def 9F[xi ,. . . , I n )

și se efectuează testarea proprietății de definiție a omogenității (A.22) asupra acestei funcții, 
rezultând egalitățile succesive:

9 F ( A n ,. . . ,A i n ) A' . u - i  n-------------- 9 ( Ă ^ ----------"  Ă ----  A  C i ( l 1 '

Ultimul rezultat arată că G(x) este o funcție omogenă de gradul / -  1. □

Formula de reducere: dacă F(x) este o funcție omogenă de gradul l, atunci se alege în 
relația (A.22) parametrul de omogenitate egal cu inversa unei variabile A = 1 / x n  și se obține

F (x l y . . . , I n - l , I n )  =  ( i n ) '  F (  —  , ■■■ , —  , 1 ) - 
'  I n  Xn  /

în relația anterioară se introduc următoarele notații:

• x n  este numită variabilă de reducere-,

• rapoartele de variabile Uj A= i j / x n  , 0  = 1 ,... ,n  -  1) se numesc variabile reduse-,

• funcția de n — 1 variabile reduse / ( u i , . . . , u „ - i )  = F ( u i , . . .  ,u n ~i, 1) este numită 
funcția redusă-,

asfel că se obține
F (x i,. . . , I n - l , I n )  =  Xn f ( u ! , . .  . ,Un - i )  , (A.24)

numită formula de reducere. Este important să se observe că în general funcția redusă 
f ( u t , . . . ,  un _ i ) nu mai este o funcție omogenă. .

Se vor particulariza rezultatele anterioare pentru cele 2 cazuri interesante pentru termo
dinamică.

a) Pentru funcțiile omogene de gradul "l = 0” se obține

• derivatele sunt funcții omogene de gradul l = —1

relația de definiție
F (A ib . .. ,Axn ) = F {x i,. . . ,x „ ) ,  (A.25a)

relația Euler

dF(Xx) _  \_ dF(x) 
d(X xj)  A dxj

(A.25c)

• formula de reducere

F ( n , .  . . , I n - l , I n )  = F ( — , • • • , —  , 1 ) = /(« !,•  ■ ■ ,« n - l)  • (A.25d)

b) Pentru funcțiile omogene de gradul ”1 = 1” se obține

• relația de definiție
F {X x \, . . .  ,X x n ) =  A F (x \, . . .  , x n ) , (A.26a)
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relația Euler
(A.26b)

derivatele sunt funcții omogene de gradul l = 0

dF (X x) _  dF(x) 
d (X x j)  d i j

(A.26c)

formula de reducere

F ( n , . .  .,X n - i ,X n ) = x n  F ^ , l ] = I n / ( u i , . . . , U n . i ) .  (A.26d)

Funcțiile omogene de gradul 1 au proprietăți suplimentare (care sunt importante pentru 
termodinamică) exprimate prin lemele următoare.

Lem a A .l  Dacă F(x) este o funcție omogenă de gradul 1 și este de asemenea o funcție 
diferențiabilă cel puțin de ordinul 2 în raport cu toate variabilele sale, atunci determinantul 
hessianei sale (matricea derivatelor de ordinul 2) este nul:

det
& F (x) 
d ii d i j = 0 . (A.27)

t,j=l,...,n

Demonstrație: Datorită faptului că F(x) este o funcție omogenă de gradul 1, conform pro
prietății (A.26c), derivatele sale sunt funcții omogene de gradul 0, astfel că satisfac relații 
Euler de tipul (A.25b):

care poate fi considerat un sistem de n ecuații liniare și omogene cu n necunoscute, mărimile 
i i , . . . , r n  și având drept coeficienți ai ecuațiilor derivatele de ordinul 2 ale funcției F(x) 
(adică elementele de matrice ale hessianei acestei funcții). Pe baza faptului că variabilele 
x i , . . . , x n  au evident valori nenule, rezultă că sistemul de ecuații considerat anterior tre
buie să aibă soluție nebanală, iar condiția de nebanalitate a acestui sistem este, conform 
teoriei ecuațiilor liniare, ca determinantul coeficienților să fie nul; atunci, rezultă propri
etatea (A.27).

Lema A .2 Dacă F(x) este o funcție omogenă de gradul 1 și este de asemenea o funcție 
inversabilă în raport cu una dintre variabilele sale, atunci inversa acesteia este, de asemenea, 
o funcție omogenă de gradul 1.

Demonstrație: Se consideră funcția Fțx^ ,X2, - ■ ■, x n ) că este omogenă de gradul 1 și este in
versabilă în raport cu variabila i ) ;  se va nota inversa acestei funcții ca xj = G(F, i2 , ■ ■ ■ ,x n ). 
Pentru valori fixate ale variabilelor i 2 , . . . , x n  pentru valoarea x\ corespunde valoarea F', 
adică F' = F(x\ ,X 2 ,... , x n ) și respectiv x\ = G(F' ,x-2,. . .  ,x n ) .

Se testează condiția de definiție a omogenității (A.22) pentru funcția inversă

G(A F ', A x>,. . . ,  A Xn) = G(A F(x\ ,X2, ■ ■ ■ ,x n ), X i2, ■ ■ ■, X x n )
= G{ F {X x\, X X2, ■ ■ ■, X x n ), X X2, ■ ■ ■, X x n ) ,

unde ultima egalitate este datorată proprietății de omogenitate a funcției F(x). Pe de altă 
parte, inversa inversei unei funcții este funcția inițială, astfel că este valabilă egalitatea

G ( F { G " ,x ^ , . . . , x Ț ) ,x ^ . . . ,x '^  = G" .

Utilizând această proprietate, ultimul termen din relația de testare anterioară este egal cu 
A x \ , astfel că se obține

G (A F ,A I 2 , . , A I „) = Ax') = X G (F ',X 2 ,- ..,x n ) ;

se observă că funcția inversă G (F,i2, ■. ■ , i n ) satisface condiția de definiție a funcțiilor omo
gene de gradul 1, adică relația (A.26a).
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A .3.2 Funcții omogene generalizate
Se vor discuta foarte succint numai funcțiile omogene generalizate cti 2 tipuri de variabile.

Definiție: funcția F {x \. . . .  , x m ; x m + i , . . . ,  x n ) este o funcție omogenă generalizată de gra
dul ”a” față de variabilele { i i , . . . , i m } și de gradul "b" față de variabilele { im + i , . . . , i n } 
dacă satisface următoarea condiție

F(Xa x 1 , . . . ,X a x m -,Xbx Tn+ i , . . . ,X bx n ) = A F ( i | , . . . , z m ; i m + i , . . . , i n ) . (A.28)

Se observă că proprietatea

F (A "ii, . . . ,  A‘ i m ; Ahi m + i , . . . ,  A‘i n ) =  A' F (n  , . . . , x m ;x m + 1 , . . . , i n )

nu definește o proprietate de omogenitate suplimentară, ci în acest caz funcția este omogenă 
generalizată cu gradul a/l față de primele sale variabile și cu gradul b/l față de ultimele sale 
variabile.

Pentru termodinamică este interesant cazul când a = 0 și 6 = 1; atunci relația de definiție 
a acestui tip de omogenitate este

F ( r i , . . . , i m ;A im + i , . . . ,A r „ )  = X F (x } , . . .  , x m ,x m + i , . . .  ,x n ) . (A.29)

Se observă că această proprietate de omogenitate generalizată se poate interpreta astfel: 
F ( i i , . . . , r m ; r m + 1 , . . . , r n ) este considerată o funcție omogenă simplă față de variabilele 
{ im + i , . . . ,  r n } și se tratează mărimile { i i , . . .  ,x m ) ca fiind parametri.

Proprietăți: utilizând ultima interpretare împreună cu proprietățile funcțiilor omogene 
simple (A.26), rezultă următoarele proprietăți ale funcțiilor omogene generalizate cu gradul 
0 față de primele variabile și gradul 1 față de ultimile variabile:

a. relația Euler
f  X j  = F &  , (A.30)

j=m+l J

b. derivatele în raport cu primele variabile

sunt funcții omogene de gradul 1 față de variabilele {xm + \ , . . .  ,x n }, considerând mărimile 
{ i i , . . . ,  i m } ca fiind parametri;

c. derivatele în raport cu ultimele variabile

dF(^) 1

sunt funcții omogene de gradul 0 față de variabilele { jm + i , . . . ,z „ } ,  considerând mărimile 
{ Î I  , . . . ,  x m } ca fiind parametri;

d. formula de reducere

F{XA,.. . , i m ; i m + i , . . . , ! „ - ! , ! „ )  = x„ F ( Xj , . . .  , x m  ; —  ț . . .  ; j

= x n  f ( x i , . . . , x m ;iim + i,-- - ,u n _ i ) . (A.31)

A.4 Funcții concave și convexe
Se vor prezenta detaliat principalele proprietăți ale funcțiilor cu mai multe variabile 

concave și convexe, datorită importanței lor pentru termodinamica neo-gibbsiană și a faptului 
că aceste noțiuni nu sunt studiate în cursurile de matematică.
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A .4.1 D efin iții

Se vor utiliza notații similare cu secțiunile precedente:

• x =  ( i ) , . . . , x n ) g D C R" este un set de n variabile reale,

• F(x) : UD —> R , este o funcție reală dependentă de n variabile reale,

• a  € [0,1] este un parametru real pozitiv și subunitar.

Cu notațiile anterioare, se pot formula în mod condensat definițiile funcțiilor concave și 
convexe:

• F(x) este o funcție concavă dacă, pentru orice număr real pozitiv și subunitar a, 
satisface inegalitatea

a F ( x ')  +  ( l - a ) F ( x " ) < F ( a x '  + ( l - a ) x " )  , V x ',x " e © ;  (A.32a)

iar în cazul inegalității stricte (<) funcția este strict concavă.

• F(x) este o funcție convexă dacă, pentru orice număr real pozitiv și subunitar a, 
satisface inegalitatea

a F (x ')  +  (1 - a ) F ( x " )  > F ( a x ' + (1 -  a)x") , V x ',x " g D ;  (A.32b) 

iar în cazul inegalității stricte (>) funcția este strict convexă.

A .4.2 P rop rietă ți generale

Se vor prezenta detaliat unele proprietăți generale ale funcțiilor convexe, iar apoi în mod 
succint proprietățile analoage ale funcțiilor concave.

A. P roprietăți generale ale funcțiilor convexe

1. R educerea proprietății de con vexitate  la un su bset al variabilelor funcției: 
se consideră»cazul când cele 2 seturi de variabile x' și x" diferă numai printr-o pereche de 
variabile (de exemplu prima variabilă din fiecare set)

i'i #  *'i' , = Xj , (j = 2 , . . . , n) .

Datorită faptului că pentru perechile de variabile egale se obține

a x'j + (l -  a) x" = Xj , (j = 2 ,. . .  ,n) ,

inegalitatea de definiție (A.32) devine

O ^(^1,^2, • • • ,*n) + (1 -  a) ^ ( x " ,x 2 ,. ■ ■, r n ) > F ( a x \  + (1 -  a) x\' ,x 2 , . . .  ,x n ). (A.33)

adică: dacă o funcție este convexă față de setul tuturor variabilelor, atunci aceasta este 
convexă față de fiecare variabilă în parte (sau față de un subset al variabilelor sale)1.

2. Ilustrare geom etrică  a proprietății de convexitate: se consideră numai conve- 
xitatea față de 1 variabilă (celelalte variabile se mențin constante și vor fi omise, pentru 
simplificarea notației): F (x ,...)  = f(x )  ; atunci, inegalitatea (A.33) devine

a f(x ')  + (1 -  a) f(x " )  > f  ( a x' + (1 — a) x" ) .

1 Se observi o deosebire între proprietățile de convexitate și de omogenitate: omogenitatea este o propri
etate care implică setul tuturor variabilelor funcției și nu poate fi restrânsă numai la un subset al acestor 
variabile.
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în inegalitatea anterioară se mențin fixate valorile 
pentru x' și x " , iar parametrul a  € [0,1] este con
siderat variabil în domeniul său de definiție. Atunci, 
argumentul funcției din membrul drept al inegalității

x  = a  x' + (1 — a) x"

considerat ca funcție de parametrul a este un punct 
variabil în intervalul [x", x']; se observă că i | 0 = o = x" 
și r | a = , = x'.

Pe de altă parte, din relația de definiție a lui x  se 
poate exprima a ca funcție de x:

Figura A.3: Ilustrarea grafică a con- 
cavității prin secantă.

atunci, mărimea din membrul stâng al inegalității se poate exprima ca funcție de x:

f(x )  =  a (r )  • f(x ')  +  [1 -  o(x)] f{x") = f(x " )  + ^  _  ^  (x -  x") ,

adică, f (x )  este dreapta secantă la f (x )  în punctele x 1 si x". Revenind la inegalitatea 
anterioară, cu mărimile precedente aceasta se rescrie în forma

f ix )  > f(x )  , V x G [ r '', r 'j  ,

adică: secanta este deasupra funcției. Rezultatele anterioare sunt ilustrate în figura A.3.
Efectuând un raționament analog celui l-dimensional, se obține interpretarea geometrică 

a inegalității de definiție pentru cazul funcțiilor convexe de n variabile: graficul unei funcții 
convexe este o hiper-suprafață care are proprietatea că hiper-planul secant este deasupra 
porțiunii din hiper-suprafață în domeniul având frontiera intersecția acestui hiper-plan secant 
cu hiper-suprafața funcției respective.

3. D ezv o lta rea  tay lor ian ă: funcțiile convexe au proprietatea remarcabilă că valoarea 
lor în orice punct este mai mare decât dezvoltarea lor tayloriană în primul ordin, conform 
lemei următoare.

L em a A .3  Dacă F(x) este o funcție convexă, atunci satisface următoarea inegalitate:

F{x) > F{x°) + £  (x, -  X?) .

i  =  l J  x

(A.34)

Demonstrație: Conform relației de definiție, funcția convexă F(x) satisface inegalitatea

o F(x) + (1 -  a) F(x°) > F (a  x + (1 — a)x°) ,

din care rezultă, după rearanjarea termenilor urmată de dezvoltarea în serie Taylor a funcției 
F ^  + n(x -  x°) în jurul punctului x ° , inegalitatea

F(x) -  F țx°) > -  [ F(x° + a (x  -  x 0 )) -  F(x°) ]

= A  dF(x) . n . z_. .
Z - ă T  ( x j - x ^  + Oța)-,

în ultimul termen se poate efectua trecerea la limită a  -> 0, astfel că rezultă inegalitatea
cerută (A.34). □

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



A.4. FUNCȚII CONCAVE ȘI CONVEXE 325

Datorită inegalității (A.34) termenii de ordinele superioare (> 2) din dezvoltarea în serie 
Taylor a funcției convexe F(x) au contribuție totală pozitivă:

^șW)
“  dxi dx.

&Xi • 6 ij + O(6x3 ) > 0 , V i i  /  0 . (A.35)

Pozitivitatea (sau eventuala anulare) a părții din seria Taylor de ordine superioare (A.35) 
are implicații importante în termodinamică și implică 2 cazuri distincte.

1) Cazul când termenul de ordinul 2 din seria Taylor este pozitiv:

^  d2 F(x) 
d i , dxj 6 ii ■ 6 ij > 0 ;

atunci, conform teoriei formelor pătratice pozitiv definite, rezultă că hessiana funcției con
vexe este o matrice pozitiv definită. Condițiile matematice necesare pentru ca hessiana să 
fie pozitiv definită sunt ca determinanții tuturor minorilor săi principali să fie pozitivi:

Dz
( n ) > 0 ,  l = l , . . . , n (A.36)

unde D ^  este determinantul unui minor principal ai hessianei funcției convexe

iar

D ^ } = det d 2 F(x) 
d i, d i j i , j = ^ l  ,* l

este o permutare a primelor n  numere naturale.
Considerând cazul 1 = 1 ,  condițiile (A.36) cer ca elementele de matrice diagonale ale 

hessianei funcției convexe să fie pozitive

d2 F{x) 
dx2 > 0 , (j = ! , . . . , n) .

2) Cazul când termenul de ordinul 2 din dez
voltarea în serie Taylor este nul:

‘—' dx, dx.
&Xi • Sxj = 0 ;

atunci este necesar studiul termenilor de ordin supe
rior (> 3).

Rezultatele anterioare sunt particularizabile pen
tru cazul funcțiilor convexe dependente de 1 vari
abilă2 :

a. Inegalitatea (A.34), afirmată de Ierna A.3 
devine

/ ( * )  >  / ( io )  +  / '( ^ o )  ( i  -  io )  ,

Figura A.4: Ilustrarea grafică a con- 
cavității prin tangentă.

și are următoarea interpretare geometrică: graficul unei funcții convexe este deasupra tan
gentei (aceasta este ilustrată în figura A.4).

b. Inegalitatea tayloriană (A.35) este în cazul l-dimensional următoarea inegalitate:

|  f" (x )  {6x)2 + i  f '" (x )  (6x)3 + f ' ^ x )  (6xY  + • • • > 0 .
2 O 24

^Rezultatele acestui caz sunt importante la deducerea condițiilor pentru determinarea punctului critic la 
tranzițiile de fază de ordinul 1.
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Pentru realizarea condiției anterioare sunt posibile două situații (în mod similar cu cazul 
n-dimensional):

• f " W  > 0,

• dacă f" (x )  =  0, atunci sunt automat satisfăcute condițiile:

f " 'W  = 0 , 
f ‘ V ^  > 0 .

4. Inversa unei funcții convexe: se consideră o funcție F(x) convexă și monoton 
crescătoare în raport cu una dintre variabile, astfel că este inversabilă față de această vari
abilă; atunci, este valabilă Ierna următoare:

Lem a A .4 Inversa unei funcții convexe și monoton crescătoare este o funcție concavă.

Demonstrație: Se va utiliza următoarea notație vectorială pentru funcția convexă considerată 
(în vederea obținerii unei exprimări mai concise):

F (x ,x 2 , . . . , x n ) "= F (x ,y) , 

unde s-a notat prin y  setul variabilelor neinteresante. Se face hipoteza că funcția F {x,y) 
este monoton crescătoare în raport cu variabila x (deci este inversabilă în raport cu această 
variabilă), iar funcția inversă este x = G(F,y).

Pentru funcția convexă inițială F (x ,y)  se aplică inegalitatea de definiție (A.32b): 

o F (x ',y ')  + (1 -  a) F (x" ,y") > F (a x ' +  (1 -  a) x", a y '  + (l -  a) y") ;

pe de o parte, membrul drept al inegalității se exprimă conform inversării discutate anterior 
în forma:

F( a x' + (1 -  a) x", a y '  + (1 -  a) y" ) 
= F ( a  G(F', y ')  +  ( l - a ) G(F", y"), a  y ' + (1 -  a) y" ) ;

pe de altă parte, membrul stăng al inegalității se exprimă în forma

a F țx ,y ')  + (1 -  a) F (x '',y")
= a F ' + (1 -  a) F"
= F ^ G ( a F ' + (I -  a) F", a y '  + ( l - a )  y" ) , a y ' + (1 - a ) y " ^  , 

unde ultima egalitate este bazată pe proprietatea: inversa inversei unei funcții este egală cu 
funcția inițială

F ’" = F (x '" ,y”') = F (G (F " ',y '" ) ,y " ')  .

Se substituie în inegalitatea de definiție expresiile transformate ale celor doi membri, astfel 
că se obține

F (a G { F ',y ')  + { \ - a ) G ( F " ,y " ) ,  a y ' + (l -  a) y" )

< F^ G( a F' + (1 — o) F ", a y ' + (1 — a) y" ) , a y '  + (i — a) y ” ) ;

în această ultimă inegalitate se remarcă aceeași combinație a variabilelor neinteresante în 
ambii membri y " ' = a y '  + (1 — a) y "  = constant , și datorită faptului că F (x ,y )  este o 
funcție crescătoare în raport cu variabila x  se obține inegalitatea

a G (F ',y ')  + (l -  a) G(F" ,y") < G( a F '+ (1 -  a) F ”, a y '  + ( l - a ) y " )  ,

iar această ultimă inegalitate este, conform relației (A.32a), proprietatea de definiție a unei 
funcții concave, deci funcția inversă G (F,y) este concavă. □
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5. O pusa unei funcții convexe: deoarece prin multiplicare cu —1 se schimbă sensul 
unei inegalități, atunci prin utilizarea proprietăților de definiție (A.32) se obține că pentru 
o funcție convexă F(x), rezultă că —F(x) este o funcție concavă.

B. P roprietăți generale ale funcțiilor concave

Funcțiile concave au proprietăți similare cu funcțiile convexe, dar sensurile inegalităților 
sunt inversate; de aceea se vor prezenta în mod succint proprietățile importante fără argu
mentări, deoarece raționamentele sunt identice cu cele făcute pentru funcțiile convexe.

1. R educerea proprietății de concavitate la un su bset al variabilelor funcției: 
dacă o funcție este concavă față de setul tuturor variabilelor, atunci aceasta este concavă 
față de fiecare variabilă în parte (sau față de un subset al variabilelor sale).

2. Ilustrare geom etrică  a proprietății de concavitate: se consideră numai conca- 
vitatea față de 1 variabilă (celelalte variabile se mențin constante și vor fi omise, pentru 
simplificarea notației): F (x ,...)  = f (x )  .

Procedând analog cazului convex, se obține inegalitatea

f(x )  = f(x " )  + ^ ' j  ~ ̂  (x -  x") < f(x )  , V x e [ x " ,x '] , 
x — X

unde /(z )  este dreapta secantă la f{x )  în punctele x' si x " . Rezultatele anterioare sunt 
ilustrate în figura A.5.

Efectuând un raționament analog celui 1-dimensional, se obține interpretarea geometrică 
a inegalității de definiție pentru cazul funcțiilor concave de n variabile: graficul unei funcții 
concave este o hiper-suprafață care are proprietatea că hiper-planul secant este sub porțiunea 
din hiper-suprafață din domeniul având ca frontieră intersecția acestui hiper-plan secant cu 
hiper-suprafața funcției respective.

3. D ezvoltarea tayloriană: funcțiile concave au proprietatea remarcabilă că valoarea lor 
în orice punct este mai mică decât dezvoltarea lor tayloriană în primul ordin, conform lemei 
următoare.

Lem a A .5 Dacă F(x) este o funcție convexă, atunci satisface următoarea inegalitate:

F(x) < F(x°) + 5 2  ( l . _  zO) . (A.37)

Demonstrația este identică cu demonstrația lemei A.3.
Datorită inegalității (A.37) termenii de ordinele superioare (> 2) din dezvoltarea în serie 

Taylor a funcției concave F(x) au contribuție totală negativă:

V  —— bxi ■ âx, + O ^ x 3 ) < 0 , V 6x 0 . (A.38)
OXi OXi “

Negativitatea (sau eventuala anulare) a părții din seria Taylor de ordine superioare (A.35) 
are implicații importante în termodinamică și implică 2 cazuri distincte.

1) Cazul când termenul de ordinul 2 din seria Taylor este strict negativ:

dx-i d i .
6xi ■ 6 ij < 0 ;

atunci, conform teoriei formelor pătratice negativ definite, rezultă că hessiana funcției con
cave este o matrice negativ definită. Condițiile matematice necesare pentru ca hessiana să
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fie negativ definită sunt ca determinanții tuturor minorilor săi principali să fie alternanți, să 
fie negativi determinanții de ordin impari și să fie pozitivi determinanții de ordin par:

( - 1 ) 'D(
( n )  > 0 , l = \ , . . . , n (A.39)

unde D ^  este determinantul unui minor principal ai hessianei funcției concave

D ^  =  det
^ F ( ^ 

d i ,  d i j

iar
n
^n

este o permutare a primelor n numere naturale.
Considerând cazul 1 = 1 ,  condițiile (A.39) cer ca elementele de matrice diagonale ale 

hessianei funcției concave să fie negative

2) Cazul când termenul de ordinul 2 din dezvoltarea în serie Taylor este nul:

atunci este necesar studiul termenilor de ordin superior (> 3).
Rezultatele anterioare sunt particularizabile pentru cazul funcțiilor concave dependente 

de 1 variabilă
a. Inegalitatea (A.38), afirmată de Ierna A.5 devine

f& )  < /( io )  + / '( io )  (x -  io) ,

și are următoarea interpretare geometrică: graficul unei funcții concave este sub tangentă, 
fiind ilustrată în figura A.5.

b. Inegalitatea tayloriană (A.35) este în cazul l-dimensional următoarea inegalitate:

i  f" (x )  (6 x f  + A f" '( x ) (6 x y  +  f ' v (x) (fa)4 + • • • < 0 . 
2 O 24

Pentru realizarea condiției anterioare sunt posibile două situații (în mod similar cu cazul 
n-dimensional):

f 'W  < o,
dacă f" (x )  = 0, atunci sunt automat satisfăcute condițiile:

f " 'W 0 ,
f I V W  < 0 .

X x0

Figura A.5: Ilustrarea geometrică a concavității (prin secantă și prin tangentă).
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4. Inversa unei funcții concave: se consideră o funcție F(x) concavă și monoton 
crescătoare în raport cu una dintre variabile, astfel că este inversabilă față de această vari
abilă; atunci, este valabilă Ierna următoare:

Lem a A .6 Inversa unei funcții concave și monoton crescătoare este o funcție convexă.

Demonstrația este similară cu cea pentru lema A.4.

5. O pusa unei funcții concave: deoarece prin multiplicare cu —1 se schimbă sensul unei 
inegalități, atunci prin utilizarea proprietăților de definiție (A.32), se obține pentru o funcție 
concavă F (x), rezultă că —F(x) este o funcție convexă.

A.4.3 Funcții concave/convexe și omogene de gradul 1
Se vor trata detaliat funcțiile concave și omogene de gradul 1, iar pentru funcțiile convexe 

și omogene de gradul 1 se vor prezenta succint proprietățile analoage.

A. P roprietăți ale funcțiilor concave și om ogene de gradul 1

Lema A .7 Dacă F(x) este o funcție omogenă de gradul 1, atunci următoarele proprietăți 
sunt echivalente:

• F(x) este o funcție concavă,

• F(x) satisface condiția de maxim

F(x) = sup [ F (x a ) + F (x b) ] . (A.40)
Xa +Xt=X

Demonstrație:
necesitatea: Se consideră prin hipoteză că F(x) este o funcție omogenă de gradul 1 și de 
asemenea este o funcție concavă. Atunci, utilizând relațiile de definiție (A.26a) și (A.32a), 
se obține:

F (a  x' + (1 — a) x") > a  F(x') + (1 — a)F (x") = F ța  x) -I- f ( ( l  -  a) x") .

Se introduc notațiile x n = a  x și xj =  (1 — a) x", care sunt 2 puncte arbitrare din domeniul 
de definiție al funcției F(x); cu notațiile anterioare, inegalitatea precedentă devine

F{xa + x b) > F (x a ) + F (xb) , V x n ,X(, € D ;

adică se obține relația (A.40).

suficiența: Se consideră prin hipoteză că F(x) este o funcție omogenă de gradul 1 și de 
asemenea satisface condiția (A.40). Din condiția (A.40) rezultă inegalitatea

F (x a + x b) > F (x n ) + F (xb) , V x n ,X(, € H) ;

dacă se face notația x„ = o x' și x̂ , = (1 -  o) x", iar apoi se utilizează definiția funcțiilor 
omogene de gradul 1 reprezentată de relația (A.26a), inegalitatea anterioară devine

F(a  x' + (1 -  o) x") > F(a x') + F ((l -  a) x") = a F(x') + (1 — a) F(x") .

Ultimul rezultat este relația de definiție a unei funcții concave, astfel că s-a obținut rezultatul 
cerut: Fțx) este o funcție concavă. □

Lema A .8 Dacă F (x ,y )  și G (x ,z )  sunt funcții concave și omogene, unde s-au introdus 
notațiile vectoriale următoare pentru seturi de variabile x  = ( i i , .  ■■,x m ), V = (yi, • ,Vn) 
și z  = ( z i , . . .  ,z p ), atunci funcția H (x ,y ,z ) ,  definită prin relația

H (x ,y ,z )  = sup [ F (x ',y )  + G (x " ,z )  j , (A.41)

este o funcție omogenă de gradul 1 și de asemenea este o funcție concavă.
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Demonstrație:
omogenitatea: Se testează proprietatea de definiție a omogenității de gradul 1 (A.26a) pentru 
funcția H (x ,y ,z ) ,  definită prin relația (A.41) și se utilizează proprietățile funcțiilor F {x ,y ) 
și G țx ,z);  atunci, se obțin egalitățile succesive

H { X x ,X y ,X z )  = sup [ F(A x ', A y) + G(A x", A z) ]
A ®' + A ®"=A ®

= sup [ A F {x ',y )  + A G {x",z) ] 
x ’+ x ” =  x

= X H (x ,y ,z ) ;

dar ultimul rezultat arată  că H ( x ,y ,z )  verifică relația (A.26a), astfel că H ( x ,y ,z )  este o 
funcție omogenă de gradul 1.

concavitatea: Se testează proprietatea de definiție a concavității (A.32a) pentru funcția 
H ( x ,y ,z ) ,  definită prin relația (A.41) și se condensează expresiile rezultante datorită fap
tului că 0 < a  < 1:

a  H {x ', y ', z ') + (1 -  a) H (x", y", z")
= a  sup [F (Z i,jf ')  +  G ( i 2 , z ' ) ] + ( l - a )  sup [F (x " ,y " )  + G (x'2 ,z")] 

x \+ x 'Q = x '  x \'+ x 'J  =  x"

= sup { a  F țx \ ,y ')  + a G ț x ^ z 1) + țl  -  a) F țx " ,y " )  + ți -  a) G țx '.^z") } . 
4-®̂ = ®*

In ultima egalitate se fac grupări de termeni și se utilizează inegalitățile de definiție ale 
funcțiilor concave pentru funcțiile F (x ,y )  și G (x,z):

a F (x \,y ')  + {1 -  a) F (x " ,y " )  < F[ a x \ + (1 -  a) x " , a  y ' + (1 -  a) y ” )
a G țx ^ z ')  + (1 — a) G țx ^ z " )  < G( a x'2 +  (1 -  a) x'f, a z ' + (1 — a) z"  ) ;

pe baza inegalităților precedente egalitatea inițială devine următoarea inegalitate:

a  H (x ',y ',z ')  + (1 -  a) H (x " ,y " ,z" )
< sup |  F ( a z ' |  + ( 1 - Q )  X ", a y '  + (1 -  a) y" ) 

®i4-®i=®'

+ G ( a i 2  +  ( l - a )  x 2 , a  z ' + (1 -  a) z" )}  .

In ultimul termen se introduc notații pentru combinațiile primelor argumente ale funcțiilor 
care intervin în condiția de supremizare: X\ = a x \  + (1 — a) x"  și x^ = a x ^  + (1 — a) x'2 ; cu 
noile variabile cele 2 condiții de conservare pentru supremizare se condensează într-o singură 
condiție: i i  4- z 2 = a  x ' -4- (1 -  a) x"  , astfel încât inegalitatea anterioară devine

o H (x ',y ',z ')  4- (1 -  a) H (x " ,y " ,z" )
< sup |  F ( i i ,  a y' 4- (1 — a) y"  ) + G( X2, a z ' 4- (1 -  a) z"  ) }

= / /  ( a  1 ' 4- (1 — a) x " , a y ' + (1 -  a) y " , a z ' + (1 — a) z"  ) ,

ultima egalitate fiind bazată pe definiția (A.41). Se observă că funcția H (x ,y , z)  satisface 
inegalitatea (A.32a), astfel că această funcție este concavă. □

L em a A .9 Funcția redusă a unei funcții omogene de gradul 1 și concave este o funcție 
concavă.

Demonstrație: Se consideră funcția F țx \ , . . . , i n - b  x n ) care este omogenă de gradul 1 și este 
o funcție concavă. Conform proprietăților generale ale funcțiilor concave, funcția considerată
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F (r .i , . .. ,x n - i , x n ) este o funcție concavă parțial, în raport cu variabilele (x i, . . . ,  i n _i); 
aplicând inegalitatea de definiție (modificată la cazul unui subset al variabilelor) se obține:

F ( a x \  + (1 -  a) x”,. .  . ,a x 'n _ } + (1 -  a) ! " _ ! ,! „  ) 
> a F (x '1 , . . . , x 'n _ l , x n ) + (1 -  a) F (x", . . . ,  x'„_j ,x n ) .

Utilizând formula de reducere a funcțiilor omogene de gradul 1 (A.26d), pentru cazul alegerii 
ca variabilă de reducere a ultimei variabile x, membrul stâng al ingalității anterioare devine:

F (<*A + (1 -  a)^'i', - - , « 4 - i  + U -  ^ x ' ^ ^ i n )

=  x  F / a i i  + (1 ~ a ) i "

= x n f ( a u \  + (1 -  a )u ” , . . .  , a u „_ j + (1 -  a )u "_ i ) ;

apoi se efectuează operații de reducere similare pentru membrul drept al aceleiași inegalități 
și se obține:

a F ( i '1 , . . . , i ^ _ ) ,z„) + (1 -  a) F (x" , . . .  . x ' ^ , ! ^

= a x n F { ^ -  , . . .  , ,1  + ( l - Q ) I n F p , . . . ,  ^ 1  , 1
\ ^n ^n / \  ^n ^n

= ax„  f ( u \ , . .. ,u'n _ } ) + (1 -  a) x n  f  (u", . . .  ,u'^_x ) .

Substituind expresiile celor doi membri transformați prin reducere, inegalitatea inițială pen
tru concavitatea parțială devine (după simplificarea variabilei de reducere)

/(Q u '1 + ( l - a ) u ; ' , . . . , a H 'n _ 1 + ( l - a ) t 1"_ 1) > a / ( ? / , , . . . ,  < _ j ) +(1 -  a ) / « , . . . ,  u"_j);

dar această relație este de tipul (A.32a), astfel că funcția red u să /(u i, . . . ,  un - i )  este o funcție 
concavă în raport cu cele n -  1 variabile reduse. □

S-a arătat anterior că pentru o funcție concavă și diferențiabilă F(xy, . . . ,  x n ) condițiile de 
concavitate implică negativitatea hessianei funcției respective, iar aceasta impune condițiile 
ca determinanții minorilor principali ai hessianei să satisfacă inegalitățle (A.39)

( - l ) 'D |
( n ) > 0 ,  l = l , . . . , n .

Pe de altă parte, dacă funcția discutată este nu numai concavă, dar în plus este o funcție 
omogenă de gradul 1, conform lemei A.l determinantul total al matricii hessiane este nul

D ^  = 0 .

Atunci, pentru a exploata proprietățile matricii hessiane ale unei funcții concave și omogene 
de gradul 1 este convenabil să se elimine implicațiile omogenității. Conform rezultatelor 
anterioare, dezideratul enunțat anterior se realizează prin efectuarea reducerii funcției în 
raport cu una dintre variabile, conform relației (A.26d)

F(XU . . . J n - i . I n )  = Xn F ( - , -  - , —  , 1 ) = I n  f ( l l i , .  . . ,« n - l)  ;
V In In '

atunci, funcția redusă f ( u \ , . . . , un - i )  n , i mai este (în general) o funcție omogenă, dar rămâne 
o funcție concavă în raport cu variabilele reduse, așa cu s-a arătat în Ierna A.9. Pentru funcția 
redusă se pot astfel impune condițiile de concavitate fără să mai apară implicații eventuale ale 
omogenității: matricea hessiană fiind semi-negativ definită, rezultă sistemul de determinanți 
ai minorilor principali cu semn alternant de tipul condițiilor (A.39):

( - l ) 'd (
w > 0 ,  / = l , . . . , t i - l

unde d ^  e ste determinantul unui minor principal ai hessianei funcției concave reduse

iar TT este o permutare a primelor n — 1 numere naturale.
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B. P roprietăți ale funcțiilor convexe și om ogene de gradul 1

Funcțiile convexe au proprietăți analitice similare cu funcțiile concave, dar sensul ine
galităților este inversat. Se vor prezenta numai enunțurile lemelor importante, fără demon
strații, datorită faptului că aceste demonstrații sunt similare cu cele corespondente din cazul 
funcțiilor concave.

Lema A .10 Dacă F (x) este o funcție omogenă de gradul 1, atunci următoarele proprietăți 
sunt echivalente:

• F(x) este o funcție convexă,

• F (x) satisface condiția de minim

F(x) = ^ i n f ^  [ F{xa ) + F (x b) ] . (A.42)

Lema A .11 Dacă F (x ,y )  și G (x ,z )  sunt funcții convexe și omogene, unde s-au introdus 
notațiile vectoriale următoare pentru seturi de variabile x  =  ( i i , . .  . , i m ), y  = ( y i , .■■,yn) 
și z  = (z i , . . . ,  zp ), atunci funcția H (x ,y , z), definită prin relația

H ( x ,y ,z )  = inf [ F(ar',y) + G(x", z) 1 , (A.43)

este o funcție omogenă de gradul 1 și de asemenea este o funcție convexă.

Lema A. 12 Funcția redusă a unei funcții omogene de gradul 1 și convexe este o funcție 
convexă.

S-a arătat anterior că pentru o funcție convexă și diferențiabilă F ( n , . . . , i n ) condițiile de 
convexitate implică pozitivitatea hessianei funcției respective, iar aceasta impune condițiile 
ca determinanții minorilor principali ai hessianei să fie pozitivi (A.39)

D (
( n ) > 0 ,  l = I , . . . , n .

Pe de altă parte, dacă funcția discutată este nu numai convexă, dar în plus este o funcție 
omogenă de gradul 1, conform lemei A.l determinantul total al matricii hessiane este nul

D ^  = 0 .

Atunci, pentru a exploata proprietățile matricii hessiane ale unei funcții convexe și omogene 
de gradul 1 este convenabil să se elimine implicațiile omogenității. Conform rezultatelor 
anterioare, dezideratul enunțat anterior se realizează prin efectuarea reducerii funcției în 
raport cu una dintre variabile, conform relației (A.26d)

F { x i , . . . , z n - i , i n )  = z n  F ( —  , ■■■ , ^ —L , 1 ] = i n  f ț m , . . . ,u n - i )  ;
' I n  In 7

atunci, funcția redusă f ( i i i , . . . ,  un _ \ ) nu mai este (în general) o funcție omogenă, dar rămâne 
o funcție convexă în raport cu variabilele reduse, așa cu s-a arătat în leina A.12. Pentru 
funcția redusă se pot astfel impune condițiile de convexitate fără să mai apară implicații even
tuale ale omogenității: matricea hessiană fiind semi-pozitiv definită, rezultă că determinanți 
ai minorilor principali sunt toți pozitivi:

d,W  > 0 ,  f = l , . . . , n - l  (A.44)

unde d^^ este determinantul unui minor principal ai hessianei funcției convexe reduse

iar 7T este o permutare a primelor n — 1 numere naturale.
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A.5 Transformări Legendre
Transformările Legendre oferă o metodă de schimbare de variabile în care se modifică 

de asemenea funcția caracteristică. Deși metoda este utilizată a tâ t în mecanica analitică, 
cât și în termodinamica clasică, este necesar să se introducă concepte mai generale (decât 
conceptele clasice, utilizate în fizica tradițională) pentru a putea trata  situații speciale tipice 
pentru tennodinamică cum este cazul tranzițiilor de fază.

A .5.1 Transformări Legendre simple
Se utilizează notația condensată (vectorială) pentru variabile:
-  x  este variabila interesantă;
-  y  = (2:2, • • • , i n ) este setul variabilelor neinteresante.
Atunci, se consideră F (x ,y )  că este o funcție convexă/concavă în raport cu variabila x 

și în plus că este o funcție diferențiabilă în raport cu toate variabilele sale; această-funcție 
va fi considerată ca o funcție caracteristică a problemei studiate.

A. D efin iția  clasică a transform ărilor Legendre

Se definește mărimea conjugată a variabilei x  în raport cu funcția caracteristică F (x ,y) 
prin relația

(A .«)

transformata Legendre a funcției F(x, y) în raport cu variabila x  este prin definiție funcția

^ ( C l / )  =  f ( i > l / ) - ( ' i |  . (A.46a)

unde z°((,j/) este soluția ecuației
dF (x ,y) 

dx
(A.46b)

Din definiția anterioară se observă că transformarea Legendre este o schimbare de variabilă 
și de funcție caracteristică F (x ,y ) —> F f ^ y ) .

Dacă funcția caracteristică inițială are proprietatea de convexitate sau concavitate apar 
2 situații:

1) Dacă funcția F (x ,y)  este strict convexă (sau concavă), atunci derivata sa secundă în 
raport cu variabila x  este pozitivă (sau negativă); în consecință, prima derivată dF(x, y ) /d x 
este o funcție monoton crescătoare (sau monoton descrescătoare) în raport cu variabila x, 
astfel încât ecuația (A.46b) are soluție unică. în acest caz transformarea Legendre (A.36) 
este bine definită.

2) Dacă funcția F (x ,y )  este semi-convexă (sau concavă), atunci derivata sa secundă 
în raport cu variabila x este pozitivă (sau negativă) pe unele porțiuni ale domeniului de 
definiție a variabilelor și se anulează pe restul acestui domeniu; în consecință, prima derivată 
d F (x ,y ) /d  x este o funcție monoton crescătoare (sau monoton descrescătoare) în raport 
cu variabila x numai pe primele porțiuni ale domeniului de definiție al variabilelor, iar în 
restul acestui domeniu este constantă. Se observă că ecuația (A.46b) nu are soluție unică 
pe porțiunile unde prima derivată a funcției caracteristice este constantă. în acest caz 
transformarea Legendre clasică (A.46) nu mai este bine definită (cel puțin pe porțiunile de 
sem i- con vexi ta te / con cavi tate).

Datorită faptului că în termodinamică există situații când este necesar să se efectueze 
transformări Legendre pentru funcții semi-convexe (sau semi-concave), rezultă că definiția 
clasică anterioară trebuie generalizată.

B. D efin iția  generalizată a transform ărilor Legendre

D efiniție: se consideră că funcția F(x, y) este convexă sau concavă și se definește transfor
mata sa Legendre în raport cu variabila x, notată F^(^, y), printr-o operație de extremizare:
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Figura A.6: Ilustrarea geometrică a transformării Legendre în cazul convexității stricte.

-  pentru o funcție convexă

^ ( ( . l / )  =  > n f [ ^ ! / ) - ( ' i ]  > (A.47a)

-  pentru o funcție concavă

f ( ( C l / ) = s u p [ F ( z ) J / ) - C z ]  • (A.47b)
X

Se observă că definiția generalizată a transformării Legendre face apel în mod explicit la 
proprietăți de convexitate sau concavitate ale funcției transformabile.

Explicitarea definiției: se vor trata  simultan ambele cazuri, funcția F(x, y) putând fi sau 
convexă sau concavă. Pentru efectuarea operației de infimizare sau supremizare se definește 
funcția auxiliară

$(x , ț ,y )  = F (x ,y) -  ț  ■ x . (A.48)

Pentru ca funcția auxiliară să aibă valoare extremală (minimă sau maximă), este necesar ca 
derivata sa în raport cu variabila x  să se anuleze, astfel că rezultă condiția

d ^ x ^ / y )  _  dF (x ,y)
dx l 0  dx

- ( = 0 ,  (A.49)
0

care are soluția x  = x°(£,y); atunci, transformata Legendre este egală cu expresia funcției 
auxiliare pentru cazul când variabila este soluția extremizantă:

^ ( C y ) =  [ ^ ( ^ , Î/) — £ - ^ ] • (A.M)

Conform metodei de construire efectivă a transformatei Legendre expusă anterior, rezultă 
că sunt posibile două situații:

Cazul când funcția F(x, y) este strict convexă sau strict concavă; atunci, ecuația (A.49) 
are soluție unică x = x°((, y). Se observă că în acest caz se obține transformarea Legendre 
clasică, dar definiția generalizată este mai compactă prin includerea automată a variabilei 
conjugate (.

-  Cazul când funcția F (x ,y )  este semi-convexă sau semi-concavă; atunci, ecuația (A.49) 
are pentru anumite valori ale parametrului (  soluție neunică, adică rezultă un set de soluții 
{ ^A ^^y)  }n unde v este în general un indice continuu. Se observă că în acest caz definiția 
clasică este inaplicabilă, dar conform definiției generalizate se obține transformarea Legendre 
cu oricare dintre soluțiile din setul menționat care sunt substituite în relația (A.50).

C. Ilustrare grafică a transformării Legendre

Pentru a avea o imagine geometrică intuitivă se va considera cazul unei funcții convexe 
dependente de o singură variabilă F(x). Se observă că parametrul conjugat £ = d F (x )/d x 
este egal cu panta tangentei la graficul funcției pentru coordonata x.
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Figura A.7: Ilustrarea geometrică a transformării Legendre în cazul semi-convexității.

a) Dacă F(x) este strict convexă, atunci derivata sa secundă este pozitivă F"(x) > 0, iar 
derivata primă F'(x) este o funcție monoton crescătoare.

Funcția auxiliară
Î ^ JC) = F (x ) ~ t x

se interpretează geometric ca având valoarea egală cu valoarea coordonatei de intersecție cu 
axa verticală a dreptei care este secantă la graficul funcției în punctul (J , F(x)) și care are 
panta ta n a  = (, după cum este ilustrat în figura A.6.

Conform definiției (A.47a), transformata Legendre

7 ( 0  = infy(z;O 
x

este intersecția cu dreapta verticală a tangentei la graficul funcției F(x) (este cazul limită 
pentru familia de secante la graficul funcției care au aceeași pantă). Din construcția geo
metrică expusă rezultă că transformata Legendre F (ț) este o funcție descrescătoare, fiind 
ilustrată în figura A.6 (se va arăta ulterior că această funcție este în plus concavă).

b) Dacă F(x) este semi-convexă, atunci derivata sa secundă este semi-pozitivă F"(x) > 0; 
se va considera că în exteriorul intervalului (11,12) funcția F(x) este strict convexă, iar în 
interiorul acestui interval derivata secundă este nulă, cum este ilustrat în figura A.7.

Pe intervalele i < i i  ș iz  > x 2 funcția fiind strict convexă este valabilă analiza efectuată 
în cazul anterior.

Pe intervalul i i  < r  < x 2 derivata secundă este nulă F"(x) = 0, astfel că prima derivată 
este constantă F'(x) = C. în acest caz ecuația (A.49) are forma următoare

F'(x) = ț  = C  , x & ( x \ ,x 2 )

și nu are soluție unică, așa cu este ilustrat în figura A.8. Datorită faptului că pe acest interval 
funcția inițială are graficul un segment de dreaptă

F(x) = F (x } ) + C (x -  Xi) , x e (x } ,x 2 )

Figura A.8: Comportarea parametrului conjugat (  în cazul semi-convexității.
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utilizând relația (A.50), rezultă direct că toate soluțiile produc aceeași valoare pentru trans
formata Legendre

= F (x } ) + C x } ) = F \x i  ,

astfel în intervalul (xi ,12) se obțin valori unice pentru F  și (.

A.5.2 Transformări Legendre multiple
Se utilizează notația condensată (vectorială) pentru variabile:
a. I E  ( i i , . .  , , z m ) este setul variabilelor interesante;
b. y  =  (3/1,..., yn ) este setul variabilelor neinteresante;
c. ț  E  (( l r  . . , Cm) este setul mărimilor conjugate variabilelor x;
d- =  S ? = iG - i r
Atunci, se consideră F (x, y) că este o funcție convexă/concavă în raport cu variabilele x 

și în plus că este o funcție diferențiabilă în raport cu toate variabilele sale; această funcție 
va fi considerată ca o funcție caracteristică a problemei studiate.

A. D efin iția  generală a transform ărilor Legendre

D efiniție: funcția F (x ,y )  este convexă sau concavă și se definește transformata sa Leg
endre în raport cu variabilele x  prin operația de extremizare

-  pentru o funcție convexă

^ ( t l / )  = inf [ F ( x , y ) - ^  x ]  , (A.51a)

-  pentru o funcție concavă

^« (C v) = sup [ F (x ,y )  - ț - x ]  • (A.51b)

E xplicitarea definiției: se vor trata  simultan ambele cazuri, funcția F (x, y) putând fi sau 
convexă sau concavă. Pentru efectuarea operației de infimizare sau supremizare se definește 
funcția auxiliară

3(x ; ț , y )  = F (x ,y )  -  ț  ■ x  . (A.52)

Pentru ca funcția auxiliară să aibă valoare extremală (minimă sau maximă), este necesar ca
derivatele sale în raport cu variabilele ( i i , . . .  ,x m ) să se anuleze, astfel că rezultă sistemul
de condiții

5 Ș (x j C y ) 
dxi

^ 1  _ « ,  =  0 , ( ^ T ^ )

t e i  *0
(A.53)

care are soluția x = x°(^ ,y );  atunci, transformata Legendre este egală cu expresia funcției 
auxiliare pentru cazul când variabilele sunt soluțiile extremizante:

F ^ , y ) =  [ F ( x , y ) - e x ] | i = i W  . (A.54)

Conform metodei de construire efectivă a transformatei Legendre expusă anterior, rezultă 
că sunt posibile două situații:

a. Cazul când funcția F (x ,y )  este strict convexă sau strict concavă; conform condițiilor 
(A.36) sau (A.39) hessiana parțială a funcției caracteristice în raport cu setul de variabile 
x este o matrice fie pozitiv, fie negativ definită. în aceste condiții, determinantul total al 
acestei hessiane parțiale este nenul3

3 Dacă funcția caracteristică este o funcție omogenă de gradul 1, atunci, conform cu Ierna A. 1 determinantul 
total al întregii hessiane (față de toate variabilele funcției) este nul. Datorită faptului că nu intervine hessiana 
totală, ci numai o hessiană parțială, determinantul poate fi nenul.

det
d 2 F 

d i i  d x .j

d ^ i
d x j  i J = i d ( x ! , . . . , x m )
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astfel că, pe baza teoremei funcțiilor implicite din analiza matematică clasică, rezultă că 
sistemul de ecuații (A.53) are soluție unică x  = x ° (^ ,y ) . în acest caz transformarea Legendre 
este identică cu transformarea Legendre multiplă clasică,

b. Cazul când funcția F (x, y) este semi-convexă sau semi-concavă; atunci, există domenii 
din spațiul variabilelor (x ,y )  în care determinantul total al hessianei parțiale este nul

det
&2 F _  d țț

d x id X j  . . = l i  m “ e t  dxj i j = i d ( x
= 0;

} , . . . , x m ) ’

atunci, conform teoremei funcțiilor implicite, sistemul de ecuații (A.53) are pentru anumite 
valori ale parametrului £ soluție neunică, adică rezultă un set de soluții { i j t ^ j / ) } ^  unde v 
este în general un indice continuu. Se observă că în acest caz definiția clasică este inaplicabilă, 
dar conform definiției generalizate se obține transformarea Legendre cu oricare dintre soluțiile 
din setul menționat care sunt substituite în relația (A.54).

în concluzie, expresia efectivă a transformatei Legendre este (A.54), unde {x2(C,y))p 
este fie soluția unică, fie una dintre soluțiile multiple ale sistemului de ecuații (A.53).

B. P roprietăți generale ale transform ărilor Legendre

D iferenția la  transform atei Legendre este determinată de următoarea Iernă:

Lema A. 13 Diferențiala transformatei Legendre F ^(^ ,y) are expresia

__ m  n  / \

1=1 J=1 ' V] 'n,{y}'
(A.55)

Demonstrație: Se utilizează expresia (A.54) a transformatei Legendre, care este valabilă 
formal atât pentru cazul când funcția caracteristică este convexă, cât și pentru cazul când 
această este o funcție concavă.

Utilizând formula de derivare a funcțiilor compuse se obține pentru derivatele transfor
matei Legendre în raport variabilele din primul grup

= — ^  , (Î = 1 , . . . ,  m)

-ti

unde ultima egalitate a rezultat datorită faptului că expresiile din interiorul parantezelor 
drepte (din a doua egalitate) sunt nule, conform sistemului de ecuații (A.53).

în mod analog se obține pentru derivatele transformatei Legendre în raport variabilele 
din al doilea grup

unde ultima egalitate a rezultat (la fel ca în cazul anterior) datorită faptului că expresiile din 
interiorul parantezelor drepte (din a doua egalitate) sunt nule, conform sistemului de ecuații 
extremizante (A.53).

Pe baza celor două tipuri de derivate (calculate anterior) și prin diferențiere formală, 
rezultă expresia (A.55). □

Trebuie observat că mărimile {x}t=i,...,m §i { (^ ^ !/j)( ,{ j) '} )= i,-  ,n s u n t  funcții de vari
abilele ((,y ).
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P rop rietăți de om ogen ita te  sunt determinate prin următoarea Iernă:

Lema A .14 Dacă F (x ,y )  este o funcție convexă sau concavă și în același timp este o 
funcție omogenă de gradul 1 (în raport cu totalitatea variabilelor sale), atunci sunt valabile 
următoarele proprietăți:

a) mărimile conjugate în raport cu primul grup de variabile (adică față de x ), care sunt 
notate ( ( x ,y ) ,  sunt funcții omogene de gradulO [ în raport cu totalitatea variabilelor inițiale 
(x ,y )  ], adică sunt satisfăcute relațiile (notație vectorială condensată):

^ (X x ,X y )  = ^ (x ,y )  ; (A.56a)

b) transformata Legendre a funcției inițiale F ț(£ ,y )  este o funcție omogenă generalizată 
cu gradul 0 în raport cu primul grup de variabile (care au fost introduse prin transformarea 
Legendre) și cu gradul 1 în raport cu al doilea grup de variabile y  (care nu a fost modificat 
de către transformarea Legendre), adică este satisfăcută următoarea relație:

F ^ X y )  = X F ^ , y ) .  (A.56b)

Demonstrației
a) Datorită faptului că F {x ,y )  este o funcție omogenă de gradul 1, atunci conform relației 
(A.26c) derivatele sale sunt funcții omogene de gradul 0; deoarece mărimile conjugate sunt 
definite prin relațiile

rezultă că aceste mărimi sunt funcții omogene de gradul 0.
b) Se consideră cazul când F (x, y) este o funcție convexă; atunci utilizând definiția 

(A.47a), alegând variabila internă în forma x ' = X x  și făcând apel la faptul că F (x ,y )  este 
o funcție omogenă de gradul 1, rezultă egalitățile succesive:

Fș{£.,Xy) = inf [ F ( x ' ,X y ) - ^ -  x ' ]

= inf [ F(X x ,X y )  -  £ • A x  ]

= inf [ A F{x, y) — X^ ■ x ]  .

în ultimul termen al egalităților anterioare se extrage constanta pozitivă A in exteriorul 
operației de infimizare, conform identității următoare:

inf [ A /(r) ] =  A inf [ f{x )  ] , A > 0

și se face din nou apel la definiția transformatei Legendre, astfel că rezultă

F ț ^ X y )  =  A inf [ F (x ,y )  - ^ - x ]

= X F ^ , y ) ,

adică se obține proprietatea cerută.
Cazul funcțiilor concave se tratează analog, cu singura deosebire formală că operațiile de 

infimizare sunt substituite de operații de supremizare. □
Se vor menționa unele consecințe importante pentru termodinamică ale proprietăților de 

omogenitate ale transformatelor Legendre:
1) Relația Euler [prin particularizarea relației (A.30)|

__  n  /  \F ( ( t l / )  = £ M  (A.57)
j  =  l

de unde rezultă că transformarea Legendre totală este nulă, deoarece în membrul drept al 
relației (A.57) sunt numai termenii corespunzători variabilelor netransformate.
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2) Formula de reducere [prin particularizarea relației (A.31), la alegerea mărimii yn  ca 
variabilă de reducere]

W i , . . . , ț m ;y 1 , . . . , y n _ i ,y n ) = yn F ^  — > J ) -  (A.58)
yn yn

3) Transformarea Legendre maximală implică o singură variabilă netransformată (n =  1, 
yn  = y)', atunci relația Euler (A.57) și formula de reducere (A.58) devin

(A -5 9 a >
\  ° y

F ^ y ^ y F ^ A ) -  (A.59b)

Din relațiile precedente rezultă că transformata Legendre maximală redusă este egală cu 
derivata în raport cu variabila de reducere a transformatei Legendre maximale nereduse:

_  _  f d F f \

P ro p rie tă ți  de convex ita te /concav ita te  sunt determinate prin următoarele leme:

Lem a A .15 Dacă F (x ,y )  este o funcție convexă (înraport cu toate variabilele sale), atunci 
transformata sa Legendre in raport cu primul grup de variabile F( (^, y) este o funcție concavă 
în raport cu variabilele noi introduse de transformarea Legendre f, și este o funție convexă 
în raport cu variabilele nemodificate de transformarea Legendre y.

Demonstrație.
a. Testarea concavității în raport cu primul grup de variabile

Se formează combinația care apare în membrul stâng al inegalității de definiție pentru 
funcțiile concave (A.32a), apoi se substituie transformatele Legendre prin expresiile lor de 
definiție (A.51a) și se introduc constantele pozitive a, (1 — a) în interiorul operațiilor de 
infimizare; atunci se obțin egalitățile succesive următoare:

a F ( ( e ,y )  + ( i - a ) F ^ " , y )
= a  inf |  F(x, y) — ^' • x  |  + (1 -  a) inf j  F (x, y) — ^" • x  j

= i n f |  Q [ F (x ,y ) — £' ■ x ]  } + inf { (1 -  a) [ F țx ,y )  — ț "  ■ x ]  J .

Ultimul termen al egalităților anterioare se majorează pe baza inegalității

>nf [ f& )  ] + inf [ g{x) ] < inf [ f ( x )  + g(x) ] , X X X

iar apoi se grupează termenii asemenea și se utilizează definiția transformatei Legendre; 
rezultă relațiile următoare:

inf |  a [ F (x ,y )  -  ^' ■ x ]  J + inf |  (1 — o) [ F (x ,y )  — ■ x]  j

< inf |  a  F (x ,y )  - n ^ - i  + (l -  a) F (x ,y )  -  (1 — ci) £" • x }

= inf |  F țx , y) -  [a  ( '  + (1 -  a) f  ] x j

= F ( ( o ( '  + ( l - < , ! / ) .

Din reunirea expresiilor inițială și finală, se obține inegalitatea

« W y )  + d - a ) W , i / ) < ^ ( ^ '  + ( i - « ) C ' ' , y )

care este proprietatea de definiție (A.32a) a funcțiilor concave.
b. Testarea convexității în raport cu al doilea grup de variabile

Se formează combinația care apare în membrul stâng al inegalității de definiție pentru
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funcțiile convexe (A.32b), apoi se substituie transformatele Legendre prin expresiile efec
tive (A.54) și se regrupează termenii; atunci se obțin egalitățile succesive următoare:

a F 4 « ,y ')  +  ( l - a ) F < « ,y " )
= a  [ F ( z 0 « ,y ') ,y ')  -  f, • x ° « ,y ')  ] + (1 -  a) [ F (x ° (C y " ) ,y " )  -  £ • x °{^ ,y") ]

= { a  F ( x ° ^ ,y ') ,y ')  +  (1 -  a) F (x ° ^ ,y " ) ,y " )  }

-  € • [ a z 0 (C v ')  + (i -  a) x ° (C y ")]  •

Ultimul termen al egalităților anterioare se minorează utilizând inegalitatea de definiție a 
unei funcții convexe (A.32b) aplicată funcției F (x ,y ) , iar apoi se simplifică expresia intro
ducând notația x"' = a x ° (^ ,y ')  +  (1 — a) x ° ( ( ,y " ) ; în cele din urmă, se utilizează definiția 
transformării Legendre (A.51a), astfel că se obține succesiunea următoare de relații:

|  a  F (x°(^ , y'), y ') + ( l - a )  F ( x ° ^ ,y " ) ,  y") } ~ ( [ a  x ° &  y ') + 0  -  «) x ° ^ ,y " )  ]

> F (a  x 0 ^ , ^ )  + (1 -  a) x ° ( ^ ,y " ) ,a y '  + (1 -  a) y")
- € •  [ a ^ ^ - y ' )  +  (i -  a )* ° (C y " ) ]

= F ( x '" , a y 1 + (1 -  a) y") -  (  • x"‘
> inf |  F ( x ,a  y ' + (1 -  a) y") -  ț  ® |

= F ^ a y '  + (1 -  a) y") .

Din reunirea expresiilor inițială și finală, se obține inegalitatea

a F ț f& y ')  + (1 -  a) F ^ y " )  > F ț ^ a y '  + (1 -  a )y " )  ,

care este proprietatea de definiție (A.32b) a funcțiilor convexe. □

Lema A .16 Dacă F (x ,y )  este o funcție concavă (în raport cu toate variabilele sale), atunci 
transformata sa Legendre în raport cu primul grup de variabile F ^(^ ,y) este o funcție convexă 
în raport cu variabilele noi introduse de transformarea Legendre £ și este o funție concavă 
în raport cu variabilele nemodificate de transformarea Legendre y.

Demonstrație: Demonstrația este similară cazului anterior (al funcțiilor convexe) cu singurele 
deosebiri că se inversează sensurile inegalităților, iar operațiile de infimizare sunt înlocuite 
prin operații de supremizare.

Inversarea transform atei L egendre se realizează pe baza lemei următoare:

Lema A .17 Se consideră F (x ,y )  că este o funcție convexă sau concavă și F ț(£ ,y )  este 
transformata Legendre a acestei funcții în raport cu variabilele x; se definește funcția F (x, y) 
ca fiind opusa transformatei Legendre a funcției —F ((^ ,y )  în raport cu variabilele ^, adică 
F (x ,y ) = ~( — Fț))x ( x , y ) ; atunci această ultimă transformată Legendre este egală cu funcția 
inițială:

F {x ,y ) = F {x ,y ) . (A.60)

Demonstrație: Se alege cazul când F (x ,y )  este o funcție convexă (cel de al doilea caz, când 
funcția este concavă, se tratează în mod similar).

Pe baza definiției (A.51b) și a expresiei explicite (A.51) se poate scrie prima transformată 
Legendre în forma

F ^ y )  = înf [ F (x ,y )  -  f z ]  = F (x ° (C y ) ,y )  -  € ^ “( t y ) ,

unde x°{^ ,y )  este soluția unică sau una dintre soluțiile multiple ale sistemului de ecuații 
extremizante (A.53):

9 F {x ,y ) , A— ---- = 6 ,  (î = l , . . . ,m  -
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Datorită faptului că F (x, y) este o funcție convexă, conform lemei A.16, rezultă că transfor
m ata sa Legendre F^{^, y) este o funcție concavă în raport cu variabilele £, iar opusa acestei 
ultime funcții — F ț(£ ,y )  este o funcție convexă în raport cu variabilele £ (comportările 
funcțiilor anterioare în raport cu variabilele y  sunt neinteresante). Datorită proprietății 
funcției —F ^(^ ,y)  evidențiată anterior, transformata sa Legendre în raport cu primele sale 
variabile £ este

F (x ,y )  = - i n f  [ - F ^ , y )  - f  i ]

= -  inf [ - F ț  (i°({ , y), y) + ^ -  x ° ^ ,  y) -  ^ ■ x] .

In ultima expresie condiția de infimizare a mărimii conținută între parantezele drepte conduce 
la sistemul de ecuații următor:

A  dF d x i  ,  dx°k (t =  1 , . . . ,  m)

Datorită ecuațiilor (A.53), primii doi termeni din ecuațiile anterioare se anulează, astfel că 
se obține x ° (^ ,y )  = x.

Prin înlocuirea soluției infimizante, determinate anterior, în expresia funcției F [x ,y )  se 
obține:

F (x, y) = -  [ -  F (x, y) +   ̂ ■ (x -  x) ] =  F (x, y) ,

adică rezultatul cerut. □

R elația  între transform atele Legendre ale funcțiilor inverse: se consideră funcția 
F (G ,x ,y ) , care este concavă în raport cu toate variabilele și monoton crescătoare în raport 
cu variabila G; atunci, este posibilă inversarea în raport cu prima variabilă G, iar funcția 
inversă G (F ,x ,y )  este convexă, conform lemei A.6. Pe baza proprietăților de concavitate- 
convexitate se efectuează transformările Legendre (A.51) ale celor două funcții în raport cu 
variabilele corespondente:

^7,«(7,£,y) = sup [ F (G ,x ,y )  -  7 G -  £ • x ]
G,®

^ .( ( V - C v )  =  i n f [ G ( F , x , y ) - i p F - C - x ] .

în condițiile și cu notațiile precedente este valabilă următoarea Iernă:

Lem a A. 18 Intre transformările Legendre corespondente ale funcției inițiale și ale inversei 
sale există relațiile:

a) mărimile conjugate corespondente (introduse de cele două transformări Legendre) sunt 
corelate prin relațiile

7 = V  î  = -  -  ; (A.61a)

b) transformatele Legendre sunt legate prin relația

^ - r ^ T ^ y )  = —  G ^ t i (<p,c,y) • (A.6ib)

Demonstrație:
a) Din condițiile de supremizare (în raport cu variabilele G și x pentru determinarea trans
formatei Legendre F 71((7 ,( ,J /)  se obține
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Se observă că, datorită presupunerii F 7  ̂ (7,^,2/) ca fiind o funcție monoton crescătoare în 
raport cu variabila G, rezultă că 7 > 0.

Procedând în mod similar cu condițiile de infimizare în raport cu variabilele F  și x  pentru 
determinarea transformatei Legendre G ^^^ ip ,^ ^ )  se obține

( d G \

(i — 1 ,... ,m ) .

Prin compararea celor două seturi de rezultate anterioare și utilizând relațiile (A.20) - 
(A.21) pentru derivatele funcțiilor implicite, rezultă:

-  — , (i = 1 , . . . ,  m) ;

adică s-au obținut relațiile (A.61a).
b) In relația de definiție a transformatei Legendre F y ^ ^ , ^ ^ )  se substituie variabilele 7 și 
£ prin variabilele corespondente <p și ( ,  conform relațiilor (A.61a); apoi se extrage mărimea 
negativă din operația de supremizare, conform identității

sup [ - a  f (x )  ] = - a  inf [ f(x )  ] , o > 0 .

Atunci rezultă egalitățile următoare:

^ .« (7 -C y )  =  sup [ F (G ,x ,y )  -  7 G  -  £ - x  ]

= sup [ F(G, x ,y )  — -  G + — • x  1
G,x

= -  -  inf [ G -  ț? F{G, x ,y )  -  ■ x ]  ; 9? G,x L J

în ultimul termen al egalităților anterioare se efectuează schimbarea de variabile (G, x ,y )  -> 
(F ,x ,y )  și se obține relația de definiție pentru transformata Legendre G^^(ip,C ,y)-

F - t ^ T ^ y )  = -  -  inf [G (F ,x ,y )  -  p  F  -  (  - x ]ip G,x 1 J

1 _
= — G ^ .d V 'C y )  >

adică s-a obținut relația (A.61b). □
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Anexa B

Axiomatica clasică

în această anexă se prezintă numai sistemul de axiome ale termodinamicii clasice (con
stituit din 2 postulate și 4 principii) și se deduc mărimile specifice ale termodinamicii: tem
peratura, energia internă și entropia. Datorită faptului că în textul principal s-a adoptat 
punctul de vedere neo-gibbsian, în care mărimile respective împreună cu principalele lor pro
prietăți sunt postulate direct, se va pune accentul pe construcția logică a mărimilor specific 
termice, fără să se considere alte probleme colaterale ale termodinamicii clasice.

în consecință, se va alege pentru fiecare dintre principii forma care conduce cel mai 
elegant (și mai direct) la mărimile respective, iar nu forma cea mai intuitivă.

B.l Postulatul 1
P ostu latu l 1 al termodinamicii are două părți:

a) Un sistem termodinamic izolat are stări de echilibru .
b) Orice sistem termodinamic izolat (care are condiții externe constante) și aflat 

inițial într-o stare de neechilibru are o evoluție irreversibilă către o stare de echilibru, 
iar această stare finală de echilibru (a sistemului izolat) se modifică numai dacă se 
modifică condițiile externe.

O bservații și consecin țe Postulatul 1 este, în sens strict, un postulat existențial pentru 
situația fundamentală când sistemul termodinamic este izolat; se pot construi prin deducții 
logice concluzii relative la sisteme termodinamice neizolate, deoarece se pot defini sisteme 
totale izolate adăugând la sistemul studiat sistemele exterioare cu care acesta interacționează.

B.2 Principiul 0
R elația  de echilibru term ic se definește pentru două stări ale unor sisteme termodi
namice astfel:

1. se consideră sistemele termodinamice 6*n ' și 6 ^ \  izolate de exterior;
2. în starea inițială cele două sisteme sunt separate printr-o frontieră adiabatică și fiecare 

sistem este într-o stare de echilibru termodinamic: S*“) și E ( t );
3. frontiera dintre sisteme devine diatermă, dar parametrii extensivi1 ai fiecărui sistem 

se mențin constanți, această situație fiind prin definiție contactul termic dintre sisteme;
4. în condițiile contactului termic dintre sistemele definite anterior, sunt posibile numai 

2 situații:

1. stările E ^  și H(6  ̂ ale celor două sisteme corespund unei stări de neechilibru a sistemu
lui compus, astfel că datorită contactului termic dintre sisteme se produce un proces 
irreversibil care determină evoluția fiecărui sistem spre stări de echilibru;

’Se consideră în mod implicit că nu sunt încă introduse mărimi specifice termodinamice, astfel încât sunt 
utilizate numai mărimi netermice; atunci, frontiera este diatermă dacă permite schimb de energie fără să se 
modifice parametrii extensivi (adică fără să se efectueze lucru).
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344 ANEXA B. AXIOMATICA CLASICĂ

2. stările E^n ) și E ^  ale celor două sisteme rămân nemodificate, adică aceste stări core
spund unei stări de echilibru a sistemului compus; această situație este numită echilibru 
termic între stările sistemelor.

Din prezentarea anterioară rezultă că stările a 
două sisteme termodinamice sunt în relație de echili
bru termic dacă, la stabilirea contactului termic din
tre sisteme, aceste stări nu se modifică2 . Relația de 
echilibru termic (între stări de echilibru ale unor sis
teme termodinamice) este notată prin simbolul ~  , 
adică

Trebuie să se facă distincție între echilibrul termic și echilibrul termodinamic dintre două sisteme; echili
brul termic este un caz particular de echilibru termodinamic corespunzător unei frontiere interne diaterme.

3 Relația de echilibru termic a unei stări (de echilibru termodinamic) cu ea însăși se interpretează ca relație 
de echilibru între două stări identice ale unor sisteme identice.

=(“) ~  E<k)
“  E  “

notează relația de echilibru termic între stările E<°) 
și EW. . .

Conform definiției, relația de echilibru termic are 
proprietățile următoare:

Figura B.l: Definirea echilibrului 
termic.

1. este o relație reflexivă, adică
E(o > ~  E*°' 
“  E  “

pentru orice stare de echilibru3 E^“);

2. este o relație simetrică, adică

=(«) ~  =(6) 
“  E  “

—  («>) ~  d « )
“  E  “

Trebuie să se remarce că numai din definiție nu rezultă eventuala proprietate de tranzitivitate 
a relației de echilibru termic, astfel că această proprietate se postulează.

Principiul 0

Relația de echilibru termic (între stări de echilibru termodinamic) are proprietatea de 
tranzitivitate

adică

Tranzitivitatea echilibrului termic implică urmă
toarea situație, care este ilustrată în figura B.2:

-  se consideră sistemul compus, constituit din 3 
subsisteme 6 ^ \  © ^  și 6*r \  care este izolat de ex
terior;

-  în situația inițială frontierele interne ale subsis
temului 6 ^ '  (cu celelalte două subsisteme) sunt dia- 
terme, iar frontiera dintre subsistemele 6*n ) și 
este adiabatică; astfel dacă cele 3 subsisteme se află în 
stări de echilibru termodinamic, atunci au loc relațiile 
de echilibru termic între stările subsistemului (S^ cu 
celelalte subsisteme: E ("> ~  E ^  & E ^  ~  E*r * ;

E  E

- se transformă frontiera dintre subsistemele 6 (“l și 6<cl în frontieră diatermă; atunci 
se va constata că stările celor 3 subsisteme rămân nemodificate, adică are loc relația de 
echilibru termic E ( n ) ~  E ( r \  ceea ce semnifică proprietatea de tranzitivitate.
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C onstrucția  m ulțim ilor de stări isoterm e se poate face datorită faptului că relația 
de echilibru termic între stări de echilibru termodinamic ~ , fiind reflexivă, simetrică șiE
tranzitivă, este o relație de echivalență4 .

4 Din punct de vedere matematic, o relație de echivalență este o relație cu proprietățile de reflexivitate, 
de simetrie și de tranzitivitate.

5 Strict vorbind, metoda care va fi utilizată pentru definirea constructivă a temperaturii este de fapt 
metoda utilizată in fizică pentru definirea tuturor mărimilor fundamentale (cum sunt lungimea, timpul, 
masa, sarcina electrică), deși în majoritatea manualelor de fizică se eludează definirea explicită și completă 
a acestor mărimi.

6 Justificarea proprietății de completitudine a setului de mulțimi isoterme (în setul tuturor stărilor de 
echilibru ale sistemului termodinamic) necesită raționamente matematice complicate, astfel încât se va omite 
această prezentare.

Se consideră două sisteme termodinamice 6^“’ și ©W și se notează mulțimea tuturor 
stărilor de echilibru ale celor două sisteme prin 21 și respectiv ®. Se alege o stare de echilibru 
a sistemului 6 ^ ,  notată E ^  și se determină o stare de echilibru a celui de-al doilea sistem, 
notată E ^ ,  care este în relație de echilibru termic cu prima stare Ej“’ ~  E ^  .

Se constată că există o submulțime de stări ale sistemului 6 ^ ,  notată 21] = {Ejn ) } (”j ” 
este un indice continuu) care sunt fiecare în relație de echilibru termic cu starea E ^ ,  adică

^ - ^  V > ;

de asemenea, pentru sistemul S ^  există o submulțime de stări ®i =  {E ^} (“I" este un 
indice continuu) care sunt fiecare în relație de echilibru termic cu starea E{°\ adică

E < ^ E < f l ) , v r 
‘ E

Conform proprietății de tranzitivitate a echilibrului termic, toate stările din submulțimile 
2(i și ®i sunt în relații de echilibru termic reciproc, astfel că aceste submulțimi sunt numite 
submulțimi isoterme corespondente.

Datorită faptului că există stări de echilibru ale sistemului ©̂ "̂  care nu sunt în relație 
de echilibru termic cu o anumită stare a sistemului 6 ^ \  se alege o stare E ^  g 21 care nu 
este în relație de echilibru cu starea E ^ ,  dar pentru care există starea E ^  € ® cu care se 
află în relație de echilibru termic

-(«) ~  =(‘) .“ r  E ’

procedând analog cazului anterior, se construiesc submulțimile isoterme corespondente 2lj și 
respectiv ®2.

Se repetă raționamentul anterior construindu-se toate submulțimile isoterme posibile 
pentru fiecare dintre sistemele termodinamice alese. Datorită faptului că s-au considerat 
sisteme termodinamice arbitrare, în urma acestei construcții se obțin următoarele rezultate:

• pentru orice sistem termodinamic mulțimea tuturor stărilor de echilibru (21) se divide 
în submulțimi de stări isoterme (care sunt clase de echivalență în raport cu relația ~)

21 =  J  21, ;

• submulțimile isoterme sunt disjuncte

21; Q  2L, =  0 , V i ^ j ;

Se observă că această construcție a submulțimilor isoterme de stări este consecința logică a 
faptului că relația de echilibru termic este o relație de echivalență. Mai mult, se va arăta în 
continuare că aceste clase de echivalență permit introducerea unei mărimi specific termice, 
numită temperatură, ca un parametru de ordonare a claselor5 .

Trebuie totuși să se remarce că nu s-a prezentat justificarea riguroasă a proprietății de 
completitudine pentru setul tuturor sub-mulțimilor isoterme6 (adică faptul că orice stare de 
echilibru termodinamic aparține unei submulțimi isoterme).

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



346 ANEXA B. AXIOMATICA CLASICĂ

Temperatura empirică se obține din construcția anterioară a submulțimilor isoterme.
Pentru a simplifica discuția și pentru că temperatura este 

o mărime fizică specială, care nu se poate măsura direct, se 
alege un sistem termodinamic (numit termometru) care are 
un singur parametru extensiv cu variații apreciabile X T , iar 
parametrul intensiv conjugat este PT \ se consideră numai stări 
ale sistemului termometrie care corespund la variații neglija
bile ale celorlalți parametrii de stare netermici, adică sistemul 
termometrie se comportă ca un sistem termodinamic simplu, 
în condițiile enunțate anterior o stare de echilibru a sistemu
lui termometrie se reprezintă printr-un punct de coordonate 
(X T ,P T ) iar un set de submulțimi isoterme se reprezintă în 
planul X T — PT printr-o familie de curbe disjuncte, după cum 
este ilustrat în figura B.3.
Din punct de vedere analitic setul curbelor isoterme este o
familie de curbe uni-parametrice, adică ecuația isotermelor este de forma

f ( X T ,P T ) = CT ,

Figura B.3: Familia curbe
lor isoterme ale termome- 
trului.

(B.2)

unde CT este o constantă reală.
Se observă că s-a obținut o corespondență între clasa de stări isoterme (a unui sistem 

termodinamic arbirar) și valorile reale ale parametrului CT (pentru sistemul termometrie): 
2lj t ;  C ^  , astfel că parametrul real poate fi considerat ca având rolul de ordonare a 
isotermelor.

Pe de altă parte se observă că ordonarea claselor de echivalență (submulțimile de stări 
isoterme) nu necesită un parametru de ordonare unic, deoarece orice funcție monotonă având 
ca variabilă constanta familiei de curbe isoterme ale sistemului termometrie realizează în mod 
echivalent ordonarea acestor submulțimi isoterme. Atunci, se definește temperatura empirică 
ca fiind o funcție monotonă arbitrară 0(CT ).

Conform metodei de definire, se remarcă următoarele proprietăți ale temperaturii em
pirice:

• temperatura empirică este un parametru scalar (are valori reale) care realizează or
donarea claselor de stări isoterme; *

• temperatura (empirică) este o mărime intensivă și are valori egale pentru sisteme aflate 
la echilibru termic;

• pentru definirea valorilor explicite ale temperaturii este necesar să se aleagă o regulă de 
corespondență cu o mărime direct măsurabilă a sistemului termometrie (de exemplu, 
parametrul extensiv X T ); datorită neunivocităților semnalate în procedura de definire 
(alegerea sistemului termometrie, alegerea mărimii termometrice direct măsurabile, 
alegerea relației de corespondentă între valorile mărimii termometrice și valorile tem
peraturii empirice) rezultă că temperatura empirică nu este unică.

Se observă că Principiul 0 al termodinamicii permite introducerea euristică a unei tempera
turi 0, însă fără să asigure univocitatea acestei mărimi7 .

7 Se va arăta ulterior că Principiul 2 al termodinamicii permite construcția unei temperaturi particulare 
care este independentă de caracteristicile sistemului termometrie.

B.3 Postulatul 2
în general o stare de echilibru termodinamic este caracterizată prin valorile parametrilor 

de stare (intensivi și extensivi), dar pentru a preciza informația necesară definirii univoce a 
unei stări de echilibru termodinamic trebuie să se utilizeze metoda axiomatică, adică să se 
utilizeze Postulatul 2 al termodinamicii.
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P ostu latu l 2 al termodinamicii se enunță astfel:

Orice stare de echilibru a unui sistem termodinamic arbitrar este complet caracte
rizată de setul parametrilor de stare extensivi netermici independenți {X j} j și de 
temperatură 0.

Consecința acestui postulat este că orice mărime caracteristică unei stări de echilibru 
(mărime de stare) este funcție de parametrii de stare extensivi netermici independenți și de 
temperatură; în particular, toți parametrii intensivi netermici Pj sunt funcții de mărimile 
caracteristice stărilor de echilibru termodinamic, adică există relațiile

P ^ W f X } ) ,  (B.3)

numite ecuații termice de stare.

B.4 Principiul 1
Deși acest principiu este prezentat în manuale prin forma enunțată de Joule și Helmholtz, 

totuși este mai convenabilă varianta Born, care permite introducerea euristică a energiei 
interne și a căldurii. Conform enunțului Born, Principiul 1 al termodinamicii are două părți: 
a) în prima parte se efectuează restricția la procese adiabatice și în consecință se construiește 
energia internă ca mărime de stare, b) în a doua parte se consideră procese termodinamice 
arbitrare și se definește cantitatea de căldură.

a) Forma restrânsă: Lucrul efectuat în procese adiabatice este independent de 
transformarea care leagă stările extreme (fixate), fiind dependent numai de aceste 
stări extreme (care se consideră că sunt stări de echilibru).

Dacă sistemul termodinamic este izolat adiabatic (adică schimbul de energie se poate reali
za numai prin variația parametrilor de stare extensivi netermici), partea întâi a formulării 
Born asigură că lucrul adiabatic depinde numai de stările extreme (pentru toate procesele 
adiabatice statice sau nestatice)

Dacă se alege o stare etalon a sistemului (—0), se poate defini o mărime de stare, numită 
energie internă ca fiind egală cu lucrul adiabatic

U ^ }  = 4 ^ =  ■ (B.4)

Asupra definiției energiei interne trebuie făcute următoarele observații:

• Se poate defini, analog discuției făcute pentru temperatură, o relație de echivalență în 
raport cu lucrul adiabatic: două stări de echilibru sunt în relație isoenergetică E ^  ~ 

E ^ ) , dacă se efectuează lucruri adiabatice egale din starea etalon până în fiecare din cele 
două stări considerate . Energia internă realizează o împărțire a stărilor de echilibru 
ale unui sistem termodinamic submulțimi isoenergetice de stări, care sunt clase de 
echivalență.

8

• Conform Postulatului 2 (care afirmă că orice mărime de stare este exprimabilă ca o 
funcție univocă de setul parametrilor de stare extensivi netermici și de temperatură) 
rezultă prin particularizare că energia internă se poate exprima în forma

8 Conform definiției relația isoenergetică este evident reflexivă, simetrică și tranzitivă, deci este o relație 
de echivalență.

M (E)=W (d,{X }), (B.5)

numită ecuația calorică de stare.
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• Există stări de echilibru care sunt inaccesibile prin procese adiabatice care încep din 
starea etalon; pentru aceste stări există însă procesul invers (care este irreversibil), 
astfel că se definește energia internă a unei stări de acest tip utilizând lucrul adiabatic 
efectuat în procesul invers

De fapt, este necesar să se considere ipoteza ergodicității sistemelor termodinamice: 
energia internă se poate defini în orice stare.

• Utilizând ergodicitatea stărilor de echilibru termodinamic, din ecuația calorică de stare 
se explicitează temperatura ca funcție de energia internă

u = u{e,{x}) => e = o(u,{x}),
iar prin substituirea temperaturii în ecuațiile de termice stare se obține setul de relații

P ^ P ^ U ^ X } ) ,  =

care coincid cu ecuațiile de stare ale reprezentării termodinamice fundamentale (ener
getice).

Pentru a obține formularea generală a Principiului 1 al ter
modinamicii se consideră că sistemul studiat 6  nu mai este izo
lat adiabatic, deci are o interacție termică cu un sistem extern 
6 '  (adică frontiera dintre aceste sisteme este numai diatermă) 
și în plus poate interacționa adiabatic. Atunci, se consideră sis
temul compus, conform figurii B.4, care este izolat adiabatic 
de exterior, iar subsistemul auxiliar &  interacționează numai 
cu sistemul principal 6  prin contact termic (adică 6 '  are toți 
parametrii de stare extensivi netermici constanți).
Pentru orice stări ale celor două subsisteme E și E 'sunt definite Figura B 4- Sistemul com- 
energiile interne corespunzătoare W(E) și respectiv W'(E'), iar ,p u s  u t i iiz a t  pentru formula- 
pentru sistemul total energia internă se obține cu proprietatea r e a  Principiului 1 
de aditivitate i/<to ta l) = U + W.
Se consideră procesul prin care subsistemele evoluează din stările Ei ,E'j până în stările E2,E2 ; 
în timpul acestui proces sistemul total este izolat adiabatic de exterior, lucrul efectuat de 
sistemul total fiind egal cu lucrul efectuat numai de subsistemul principal, dar subsistemul 
total nu mai efectuează o transformare adiabatică deoarece acesta este în contact termic cu 
sistemul auxiliar 6 '.

Utilizând forma restrânsă a Principiului 1 pentru sistemul total împreună cu aditivitatea 
energiei interne se obține

Din relația anterioară se pot obține numai mărimi ale sistemului principal 6 , datorită faptului 
că lucrul este efectuat numai de către acest sistem:

X U ^ 2 = Z ^ 0  -  ^ U ^  ;

pe de altă parte, variația de energie a sistemului auxiliar (care nu efectuează lucru și care 
este separat de sistemul principal printr-o frontieră diatermă) implică o variație de energie 
egală și opusă a sistemului principal care este prin definiție cantitatea de căldură. De fapt, 
cantitatea de căldură trebuie să fie introdusă printr-un postulat de definiție, care este partea 
a doua a Principiului 1.

b) C ăldura: este prin definiție variația de energie internă datorită contactului termic 
al sistemului, adică variația de energie internă care nu implică modificarea valorilor 
parametrilor de stare extensivi netermici.

Conform definiției precedente, cantitatea de căldură schimbată de sistemul principal S  este

0 1 ^ 2  = (B-6)
U I
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adică este egală cu energia transferată de către sistemul auxiliar 6 ',  care are parametrii de 
stare extensivi netermici constanți.

Trebuie să se remarce următoarele consecințe ale Principiului 1.

• Cantitatea de căldură a fost definită prin variația de energie internă într-un proces 
termodinamic particular; de aceea căldura este o mărime de proces (la fel ca și lucrul).

• Pentru un proces adiabatic căldura este nulă â j ^  =  0 •

• Pentru un proces în care sistemul are numai un contact termic, cu un sistem extern (toți 
parametrii de stare extensivi netermici sunt constanți) căldura este egală cu variația 
de energie internă Q * ^  =  △ Wi_+2 ■

• Dacă se includ ambele părți ale Principiului 1 pentru un proces arbitrar rezultă

^.U  = Q  + C ,  (B.7a)

respectiv pentru o etapă infinitezimală a unui proces cuasi-static relația diferențială

d ll  = ă Q + ă C  . (B.7b)

• Din expresia diferențială (B.7b), dacă se diferențiază formal ecuația calorică de stare 
(B.5) și se utilizează expresia lucrului elementar (ca formă Pfaff având drept coeficienți 
parametrii de stare intensivi), se obține pentru căldura infinitezimală expresia

3Q

C P )  d ^ + E  A J d ^  , (B.8)

care arată că pentru procese cuasi-statice căldura infinitezimală este o formă Pfaff.

B.5 Principiul 2
Principiul 2 al termodinamicii a fost enunțat în diferite formulări aparent foarte diferite 

(S. Carnot, R. Clausius, W. Thomson lord Kelvin, M. Planck), dar formularea cea mai con
venabilă pentru a obține în mod elegant rezultate este formularea C. Carathâodory; pentru 
a obține deducerea euristică cea mai comodă a entropiei și a temperaturii absolute se va 
prezenta varianta C. Carathâodory a Principiului 2 (care va avea două părți: pentru procese 
reversibile și pentru procese irreversibile).

R e la ția  d e  isen tro p ie  se definește astfel:
-  procesul isentrop este un proces adiabatic reversibil și cuasi-static9 .
-  dacă două stări de echilibru ale unui sistem termodinamic Ei și E2 sunt legate printr-un 

proces isentrop (adică sunt stările extreme ale unui proces isentrop), atunci prin definiție 
cele două stări se află într-o relație de isentropie, situație notată în forma Ei ~  E2 .

Utilizând în mod direct definiția se poate arăta că relația de isentropie satisface urmă
toarele proprietăți: .

• este o relație reflexivă

(rezultatul este evident);
9Se va arăta ulterior că în procesul isentrop sistemul are entropia constantă, adică acesta este un proces 

“iso-entropic”; prin contracție s-a ajuns la termenul “isentrop”.
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• este o relație simetrică
1

3
= 2 2 7

(datorită faptului că procesul considerat este reversibil și deci poate fi realizat în ambele 
sensuri).

• este o relație tranzitivă

— i

—2
3

3
—3

—1
3

•=•3 >

(deoarece există procesele isentrope ^ i -> —2 și —2 —> —3, atunci există isentropa 
Ei —> E3 , care se obține prin reuniunea celor două isentrope anterioare).

Datorită proprietăților anterioare relația de isentropie este o relație de echivalență.
Fiind o relație de echivalență definită pe mulțimea stărilor de echilibru ale unui sistem 
termodinamic (21), relația de isentropie definește în această mulțime o submulțime de stări 
de echilibru aflate în relație de isentropie 21 j  (adică stări legate prin procese adiabatice 
reversibile și cuasi-statice), numită submulțime isentropă de stări.

Este evident că submulțimea isentropă 2lj este inclusă în mulțimea totală a stărilor de 
echilibru 21 j  c  21, dar se pune problema dacă există stări de echilibru ale sistemului care 
să nu fie conținute în submulțimea isentropă definită anterior. Pentru problema precedentă 
există 2 posibilități:

a) toate stările de echilibru ale sistemului se află în aceeași submulțime isentropă;
b) există stări de echilibru care nu se află în submulțimea isentropă definită anterior; în 

acest caz se pot construi alte submulțimi isentrope, astfel încât se împarte mulțimea tuturor 
stărilor de echilibru ale sistemului în submulțimi isentrope disjuncte.

Pentru a discerne care dintre cele două posibilități se realizează fizic este necesar un 
postulat suplimentar, care va fi varianta Carathtodory a Principiului 2 pentru procese re
versibile.

P r in c ip iu l 2 (C a ra th eo d o ry ) p en tru  p ro cese  rev ersib ile  și cu a si-sta tice :

In vecinătatea oricărei stări de echilibru (a unui sistem termodinamic) există stări 
inaccesibile prin procese isentrope.

Conform Principiului Caratheodory, mulți
mea stărilor de echilibru conține mai multe 
submulțimi isentrope disjuncte. De fapt, repe
tând procedeul expus pentru definirea tempera
turii, se construiesc toate submulțimile isentrope 
astfel încât fiecare stare de echilibru a sistemului 
este inclusă în una dintre submulțimile isentrope 
(acestea sunt clase de echivalență în raport cu 
relația de isentropie ~  și în plus se consideră că 
setul tuturor submulțimilor isentrope este coin- 
plet)

=  u

n  «41 = 0.

Dacă se alege o stare de echilibru oarecare E, (a unui sistem termodinamic.) și se efectuează 
un proces isentrop până în starea Ey, atunci cele două stări se află în aceeași submulțime 
isentropă (E ;,E / € 2lo ) și în toate etapele infinitezimale ale procesului căldura schimbată 
de sistem este nulă (d"Q = 0). Pe de altă parte, dacă se efectuează un proces non-isentrop 
pornind din aceeași stare E,, atunci starea finală E/> se află în altă submulțime isentropă 
(E/< € 21̂  ^  2lQ ), și există etape ale procesului în care se transferă căldură (iQ  ^  0).
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Rezultatele anterioare se pot ilustra geometric în spațiul parametrilor de stare care deter
mină complet stările de echilibru, conform Postulatului 2: (0, X i, . . . ,  X,.). Astfel, procesele 
cuasi-statice se reprezintă prin traiectorii (hipercurbe) și submulțimile isentrope se reprezintă 
prin hipersuprafețe disjuncte care au proprietatea diferențială cfQ = 0, iar orice traiectorie 
care leagă două hipersuprafețe isentrope are porțiuni pe care d’Q ^  0.
în figura B.5 este ilustrată această situație, dar a trebuit să se considere numai 2 grade de 
libertate netermice.

Proprietățile geometrice ale submulțimilor isentrope permit obținerea unor rezultate 
asupra formei Pfaff a căldurii (B.8). Astfel, familia de hipersuprafețe isentrope disjuncte 
trebuie să fie exprimată analitic printr-o ecuație uniparametrică și aceasta reprezintă soluția 
ecuației Pfaff <tQ =  0. Atunci, utilizând proprietățile generale ale formelor Pfaff 10 rezultă 
următoarele consecințe:

• forma diferențială a căldurii ^Q este o formă Pfaff olonomă, adică admite factor inte
grând;

• ecuația diferențială a proceselor isentrope este o ecuație Pfaff ăQ = 0, iar soluția este 
de forma

o{9 ,X x , . . . , X r ) = C , (B.9)

unde C este o constantă reală, iar această soluție reprezintă ecuația unei submulțimi 
isentrope.

Pe baza proprietăților generale ale formelor Pfaff olonome se poate determina un factor 
integrând al căldurii fi(0, {X }) și o funcție generatoare corespunzătoare cr(0, {X })  prin relația

do = fi âQ . (B.10)

Astfel, principiul 2 al termodinamicii în varianta Carathăodory a condus la următoarele 
rezultate:

• există o mărime specific termică, asociată stărilor de echilibru, numită entropia em
pirică a (0, {X }) ■, ■

• relația o(0, {X }) = C este ecuația unei submulțimi isentrope de stări;

• submulțimile isentrope de stări se reprezintă în spațiul parametrilor de stare (0, {X}) 
printr-o familie de hipersuprafețe uniparametrice disjuncte;

• entropia realizează ordonarea claselor de echivalență isentrope (analog temperaturii 
pentru submulțimile isoterme și analog energiei interne pentru submulțimile isoener- 
getice);

• entropia empirică, introdusă prin relația (B.10), nu este unică din două motive:

1. conform proprietăților generale ale formelor Pfaff olonome, dacă ft(0. {A'}) este un 
factor integrând care determină funcția generatoare o(6, {A"}) , atunci de aseme
nea fi G(a) este un alt factor integrând pentru G(x) o funcție arbitrară; astfel, 
forma Pfaff a căldurii admite o infinitate de factori integranzi și în consecință se 
obține o infinitate de entropii empirice corespunzătoare (ca funcții generatoare);

2. pentru definirea entropiei empirice s-a utilizat temperatura empirică 0, care nu 
este unică.

Se va arăta în continuare că datorită aditivității cantității de căldură se poate face o alegere 
specială pentru factorul integrând al căldurii care conduce la o temperatură și o entropie 
unic determinate.

1 0 Formele Pfaff sunt prezentate în subsecțiunea A.1.2 din Anexa A.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



352 ANEXA B. AXIOMATICA CLASICĂ

C onstrucția tem p eratu rii și a entropiei absolute: se consideră un sistem compus 
alcătuit din două subsisteme separate printr-o frontieră diatermă și aflat într-o stare de 
echilibru la temperatura (empirică) 0

6  = 6 ' | J  6 "  .
<t

Conform rezultatelor anterioare (deduse din Principiul 2), cantitățile de căldură sunt forme 
Pfaff olonome având ca funcții generatoare entropii empirice, astfel că din relația (B.10) 
rezultă egalitățile:

d Q '(e ,{ x '} )

d Q " (e ,{ x " } )

d Q (0 ,{X ') ,{X " } )

W Q )

da"(0, {X"}) 
/ m  {^"})

P (0,{X'},{X »}) ’

Utilizând proprietatea de aditivitate pentru cantitatea de căldură SQ  = dQ ' + dQ " , se 
obține

d,(0, (X }, {X }) -  da (0, {X )) + ^  ^ „ ^  da (0, {X }) .

(B.H) 
Datorită faptului că entropiile empirice a ' și a" sunt mărimi de stare, acestea se pot utiliza 
ca variabile independente în locul unui parametru extensiv al fiecărui subsistem (se va alege 
ultimul parametru X r ):

a , (fi,x 'i , . . . , x ' T_ i ,x ' r ) — > x ; ( 0 , x j , . . . , x ; _ ] ,a ') 
a " ( 0 ,x ; ', . . . ,x ; '_ !,%;') — > x ; , (0 ,x ; , , . . . , x ; '_ 1, a " ) ,

astfel că factorii integranzi și entropia sistemului total se exprimă ca funcții de variabilele: 
0, X j , . . . ,  X '_] ,a ',  X " , . . . ,  X "_ } ,a", iar relația diferențială (B .ll) devine

Din relația diferențială anterioară, prin egalarea coeficienților diferențialelor de același tip 
din cei doi membri se obțin egalitățile următoare:

d a  „
00 =

da

d a  [i
d a’ fi' ’

(B.13a)

^ 7  = 0 , ( j , /=  l , . . . , r -  1) (B.13b)

= A  (B.13C)
da"  p"

Apoi prin utilizarea lemei Schwartz pentru derivatele de ordinul 2 ale funcției entropie totală 
a(0, X J , . . . ,  X '_ j , a ', X / , , X "_i, a") și pe baza egalităților (B.13), rezultă pentru factorii 
integranzi condițiile: .

adică rapoartele factorilor integranzi

[ d u  d u
1 00 p' 0X< fl'
| 0 /z d u
\ — — = o , ------- — =
( 00 p" ’ dX^ p ''

0 P _
d g "  „ ( j , / = l , . . . , r - l ) ,  (B.14)

:  ° ’ 0 X " } ?  =  °
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f i (0,X'u . . . , X ’_ l ,X '1' , . . . ,X ' r'_l ,a',<r") fW 1 X±1 1 1 1 1 X ^ 11^
n'(0, X  X ' ^ ,  <P) n"(9, X  X ^ t , a"}

sunt independente de variabilele 0 ,X { , . . . ,  X'r _ 1 , X " , . . . ,  X "_ x .
Proprietatea anterioară este satisfăcută numai dacă factorii integranzi sunt independenți 

de parametrii extensivi netermici și depind numai de temperatură și de entropii în formă 
factorizată:

M' = ^ )  • f ' W
< M" = v W  f ' W )  (B.15)

, M = f{a ',a " )
se observă de asemenea că dependența de temperatura empirică se face prin aceeași funcție 
^(9); adică dependența de temperatură a factorilor integranzi pentru căldură este dată de o 
funcție universală (o funcție independentă de sistem).

Utilizând proprietatea de neunivocitate a factorilor integranzi [dacă p  este un factor 
integrând pentru ctQ cu care rezultă funcția cr, atunci pentru orice funcție G(x) rezultă că 
^G (a)  este de asemenea un alt factor integrând pentru aceeași formă Pfaff olonomă] rezultă 
că se pot alege în mod arbitrar funcțiile f '(a ')  și f"(cr").

în particular se poate face alegerea

f ' ^  = 1 & f " ^ " )  =  1 ;

atunci rezultă că factorii integranzi ai celor două subsisteme sunt egali cu o funcție universală 
numai de temperatură (empirică): p' = /i" =  <p(0) . Se observă că alegerea anterioară implică 
de asemenea pentru sistemul compus fler', o") = 1, deci p = <p(0).

Această alegere are în plus proprietatea remarcabilă că se elimină neunivocitățile ante
rioare ale temperaturii și ale entropiei (adică se obțin temperaturi și entropii unice față de 
restul arbitrarităților de alegere).

Rezultatele anterioare permit definirea simultană a unei temperaturi și a unei entropii 
particulare, care sunt numite absolute datorită faptului că sunt universale:

tem p eratu ra  term odinam ică absolută  este definită prin relația:

entropia absolută  este definită prin alegerea funcției f(a )  ca funcția unitate, astfel că 
definiția diferențială devine:

d 5  =  d<r| = ^ ) J 2 = Ș .  (B.17)
l/=i T

Se observă următoarele proprietăți importante ale temperaturii și ale entropiei absolute, care 
rezultă direct din definițiile lor:

• datorită faptului că <p(S) este o funcție universală11, rezultă că mărimea T  este inde
pendentă de particularitățile sistemului termodinamic ales și are rol de temperatură;

• mărimea S  este independentă de neunivocitățile temperaturii empirice și au fost elimi
nate neunivocitățile datorate alegerii factorului integrând;

• entropia este definită prin forma diferențială (B.17), astfel încât această mărime este 
definită de către Principiul 2 numai până la o constantă aditivă;

• mărimea S  are proprietatea de aditivitate (entropia unui sistem compus este egală cu 
suma entropiilor subsistemelor componente):

d 5  = y  (d-Q'+cîQ") = d 5 '+ d5" = >  S  = S ' + S ” .

"Funcția <p(8) are aceeași valoare pentru toate sistemele aflate la echilibru termic reciproc.
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R elația  d intre tem p eratu rile  em pirică și absolută: se alege ca sistem termometrie un 
sistem termodinamic simplu, adică acest sistem are numai 2 grade de libertate interesante1 2 : 
gradul termic caracterizat prin temperatura empirică (0) și un grad netermic-nechimic având 
parametrul de stare extensiv X și parametrul de stare conjugat intensiv P.

1 2 Se considera ca termometrul este un sistem închis, astfel încât gradul de libertate chimic este înghețat, 
iar eventuale alte grade de libertate implică variații neglijabile ale parametrilor de stare corespunzători.

1 3 Rezultatul se putea obține mai elegant utilizând proprietățile reprezentării energiei libere, analog cu 
deducerea relației (7.73).

Ecuațiile empirice de stare ale termometrului sunt:

• P(8, X )  (ecuația termică de stare),

• U (8,X) (ecuația calorică de stare).

Temperatura absolută este legată de temperatura empirică prin relația (B.16), unde funcția 
^>(8) este neprecizată dar este monotonă; de aceea este posibilă inversarea formală 0 = ^(T ).

Utilizând definiția entropiei absolute (B.17), expresia diferențială generală a Principiu
lui 1 (B.7b), iar apoi diferențiala formală a ecuației calorice de stare și expresia lucrului 
elementar se obține setul de egalități (este convenabil să se exprime ecuațiile de stare cu 
temperatura absolută)

d 5  =  ^ e  =  1  [ d w ( r ,x ) - c r r ]

d T  +  l -  ? (T ,X ) dX .

în forma diferențială anterioară a entropiei absolute se utilizează egalitatea Schwartz a 
derivatelor de ordinul 2 ale entropiei (d2S /9 T  dX  = 92S /9 X  9T), astfel că rezultă relația13

9 U \  „ „ ( 9 P \
----  I — P — T  \ ---- I dX  JT  \ d T ) x

în relația precedentă de efectuează schimbarea (formală) de variabilă de la temperatura ab
solută la temperatura empirică, deoarece ecuațiile de stare se consideră cunoscute în funcție 
de temperatura empirică; atunci rezultă ecuația diferențială (în raport cu variabilele T  și 0):

0
d61

9 8 j v d T  ' (B.18)

Se observă că, pentru o valoare fixată a parametrului extensiv X , ecuația precedentă este 
de tipul unei ecuații diferențiale ordinare cu variabile separabile; atunci, prin separarea 
variabilelor rezultă

dT 
T

9 P
98

d0

Prin integrare în raport cu variabilele 8 și T  (la o valoare constantă a parametrului X) se 
obține

■o
In

9 P \ 
'd8 ')x

98' = 1(8) , (B.19)

unde mărimea 1(8) are o dependență parametrică de mărimile 8  ̂ și X .
Din relația (B.19) se obține temperatura absolută din temperatura empirică, cunoscând 

ecuațiile empirice de stare ale termometrului simplu

T(8) = T g e 1^  . (B.20)

Pentru a avea o corespondență complet determinată între temperaturile empirică și absolută 
este necesar să se precizeze .scala de temperatură (prin convenție standard):
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• se alege temperatura etalon 7b = T(3g)',

• se alege unitatea de temperatură, prin fixarea unui interval specificat al temperaturii 
absolute &T = Ti — To corespunzător intervalului specificat al temperaturii empirice 
^ 3  =  3i — 3Q.

Atunci, prin utilizarea repetată a relației (B.20) se obține rezultatul final

T ^  = (Ti -  T0 ) . (B.21)

Se poate verifica independența temperaturii absolute, definite prin relația (B.21) față de 
temperatura empirică. Pentru aceasta se consideră două temperaturi empirice 3 și 3' = T (3) 
(se consideră cunoscută relația între aceste temperaturi empirice). Temperaturile absolute 
deduse din temperaturile empirice considerate sunt definite prin aceleași convenții standard: 
TQ = 7Q Și T{ = Ti. Atunci temperaturile absolute obținute cu formula (B.21) sunt

= & r'W  = ( T , - ro) ^ ^ - ^
Dar integrala I'(r) se poate exprima cu ajutorul primei temperaturi empirice efectuând o 
schimbare de variabilă

( d P \  ( d P \  d r '

”  P^ ,* } - ( ^ )  ™  PUT,*) - (â̂ )
\  /  T* \  /  $'

43' = 1(3) .

Atunci, datorită egalității integralelor, rezultă T '(T ) = T(3) , adică temperatura absolută 
este invariantă la modificarea temperaturii empirice.

Se poate de asemenea utiliza formula (B.21) pentru a arăta că temperatura absolută 
coincide cu temperatura Kelvin a gazului ideal. Se alege termometrul cu gaz ideal etalonat 
în scala Celsius; atunci gradul de libertate interesant al termometrului este gradul volumic 
(A- = V și P  = -  fp), iar ecuațiile empirice de stare sunt

V V  = N kB ( \+ a 3 ) 
U (T,V) = independent(V) .

Utilizând informațiile empirice anterioare se poate evalua integrala 1(3):

d3' d 3' , l + a 3= In ----------
1 + a #o

Utilizând formula (B.21) se obține

T(3) = (Ti -  To ) l + a3 
a(0\ -  30 )

Ti -  To
3] — 3Q

Dacă se unitatea de temperatură egală cu gradul Celsius Ti — Tg = 3i -  3g , se obține

T(3) = 3 + -  ,

adică temperatura Kelvin a gazului ideal.
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Principiul 2 pentru  procese irreversibile:

Entropia unui sistem izolat este o mărime nedescrescătoare.

Datorită faptului că termodinamica clasică nu aduce elemente deosebite asupra comportării 
entropiei sistemului izolat, față de versiunea neo-gibbsiană, nu se va insista asupra acestui 
subiect.

B.6 Principiul 3
Există două formulări ale Principiului 3 cil termodimnamicii clasice: formularea “tare” a 

lui M. Planck și formularea “slabă” a lui W. Nernst.

Princip iu l 3 (P lanck)

Entropia oricărui sistem termodinamic tinde către valoarea nulă, când temperatura 
tinde către zero, în condiția în care parametrii de stare extensivi netermici au valori 
arbitrare, dar constante.

Hrn 5(7 ; {X}) = 0 . (B.22)

Princip iu l 3 (N ern st)

Variația entropiei oricărui sistem termodinamic, într-un proces isoterm arbitrar, tinde 
către valoarea nulă, când temperatura tinde către zero

lim<55 =  0 . (B.23)
T->0

Trebuie să se evidențieze faptul că formulările clasice ale Peincipiului 3 nu sunt diferite 
în mod esențial față de formularea corespondentă neo-gibbsiană; de aceea nu se va insista 
asupra acestui subiect.
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Anexa C

Cicluri termodinamice și mașini 
termice

Se vor prezenta succint principalele rezultate termodinamice asupra proceselor ciclice cu 
referiri la “mașinile termice”. în termodinamica clasică problema transformărilor ciclice a fost 
una dintre chestiunile fundamentale, atăt din punct de vedere principial, dar și ca metodă 
de studiu; în termodinamica neo-gibbsiană aceste probleme sunt de importanță secundară, 
astfel că se pot obține majoritatea rezultatelor termodinamice fără să se studieze în mod 
explicit această problemă. Pe de altă parte, problema mașinilor termice are un caracter mai 
mult istoric, fiind de importanță actuală numai pentru inginerie.

De aceea s-a inclus acest material ca o anexă la curs, în care să se prezinte problema ci
clurilor termodinamice și a mașinilor termice din punctul de vedere neo-gibbsian, obținându- 
se prin raționamente deductive principalele rezultate clasice.

Trebuie să se remarce că atunci când un sistem termodinamic transmite energie sub formă 
de lucru, se va subînțelege că acest sistem interacționează printr-o frontieră permeabilă numai 
pe grade de libertate netermice și nechimice cu un sistem auxiliar, numit sistem mecanic, în 
plus, se va considera că un sistem este mecanic dacă poate efectua numai procese adiabatice 
cuasi-statice, adică are entropia constantă.

C.l Principiul lucrului extremal
Ca o problemă preliminară se va studia obținerea de energie sub formă de lucru de la un

sistem termodinamic care efectuează un proces arbitrar (nu neapărat ciclic).
Se consideră un sistem termodinamic arbitrar (6), care 

este în contact (cel puțin termic) cu un rezervor (!RT,P I ,...1PJ 
printr-o frontieră (E) (W ,X |,.. . ,X n )-permeabilă; de aseme
nea, sistemul este cuplat cu un sistem mecanic (®l) printr- 
o frontieră permeabilă pe alte grade de libertate decât fron
tiera cu rezervorul. Atunci sistemul termodinamic studiat 6 
schimbă energie cu sistemul mecanic ®1 numai sub formă de 
lucru £ pe gradele de libertăți; corespunzătoare permeabilității 
“frontierei mecanice”, care vor fi indiciate prin ”n + 1 ,... ,m ”.

Situația definită anterior este reprezentată schematic în 
figura C.l.

Se consideră două stări de echilibru termodinamic ale sis
temului 6 , notate ”Ea ” și "Ej”; atunci, problema prezentă este 
determinarea lucrului extremal (lucrul minim primit, respec-

Figura C.l: Sistemul total 
pentru lucrul extremal.

tiv lucrul maxim cedat) pentru clasa tuturor proceselor pe care le poate efectua sistemul 
6  între stările alese anterior (se consideră toate procesele En —> Ej, a tâ t reversibile, cât și 
irreversibile efectuate în condițiile cuplajelor, cu rezervorul și cu sistemul mecanic).

Problema are o soluție generală, exprimată prin următoarea teoremă, care este numită 
din motive de ordin istoric Principiul lucrului extremal.
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Teorem a C .l (Principiul lucrului extremal (minim sau maxim): lucrul schimbat de sis
temul termodinamic 6  cu sistemul mecanic auxiliar ®l, când este în contact cu rezervorul 
^RT ,PI ,...,P„ ,  între două stări de echilibru termodinamic fixate, este cel puțin egal (algebric) cu 
variația potențialului termodinamic energetic impus de rezervor (între stările considerate):

£ab > (A U T ,p,,...,pn ) ab ■ (C.l)

Demonstrație: Se consideră sistemul total ca sistem termodinamic compus și izolat

1  = ^ T .P' | J  6  U  ^  ' 
E  (”‘)

unde £  este o frontieră (W, X i , . . . ,  Xn )-permeabilă, iar (m) este cuplajul “mecanic” printr-o 
frontieră (Xn + i, . . . ,  X m )-permeabilă.
Pentru sistemul total (care este termodinamic izolat), în cursul procesului =.a -> î> entropia 
crește (în cazul general) sau rămâne constantă (pentru procesele reversibile), adică variația 
totală de entropie este nenegativă:

A S  + A S ( r )  + A 5 W  > 0 ,

(egalitatea având loc pentru procese reversibile).
Sistemul mecanic are, prin definiție, entropie constantă A<!>M = 0 , astfel că din condiția 
de nenegativitate a variației de entropie totală, rezultă o creștere de entropie a rezervorului 
cel puțin egală cu minus variația de entropie a sistemului principal:

△ S ( r ) > -  A 5  .

Pe de altă parte, datorită permeabilităților frontierelor, cuplajul sistemului 6  cu rezervorul 
^RT ,PI ,...,P„ implică relațiile de conservare pe gradele netermice de permeabilitate ale fron
tierei E:

X , + X ^  =  constant = >  △ x ] r )  = -  AX,-, ( j = l , . . . , n )

și de asemenea rezervorul impune valorile parametrilor intensivi ai gradelor de libertate 
precedente și a temperaturii (deci valori constante):

( T  = T ^  ,

Utilizând rezultatele precedente și relația Euler* se poate exprima variația de energie internă 
a rezervorului în forma:

n n
^ U {r} = T (r} & S (r} + £  P ^  AXjr )  ^ - T ^ S - ^ P j  x x i ;

J=1 J=1

dar parametrii intensivi ai sistemului (T ,P i t . . .  ,P n ) sunt constanți, astfel că se poate con
densa suma anterioară într-o singură variație, rezultând

n 
\ U (T} > -  A (T S + 5 2  P] X J )  ■ 

J=1
1 Relația Euler energetică pentru rezervor este

^ r ) = 7’(r)5(r) +  y  PJ{ } .
;=1 k>n

Datorită faptului că permeabilitățile frontierei E permit numai variații ale primilor parametri extensivi 
(0 < j  < n), variația de energie internă a rezervorului este

k U ^  = T ( r } & S ^  + ^2 P ^ 1 AX^1 .
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Subsistemul compus 6  |J  91 interacționează numai cu sistemul mecanic OT, astfel că lucrul 
efectuat de sistem este legat de variația de energie internă (a subsistemului compus) prin 
condiția “Principiului 1 al termodinamicii”

£ = A (U + U ( r >) ;

în expresia precedentă se substituie inegalitatea corespunzătoare variației de energie internă 
a rezervorului și rezultă:

n n
£ > A U  -  A ( T S A ^ P i X ^  = A ^ U  - T S  + ^ P j  X ^  . 

j=i J= I

în ultimul termen al inegalității precedente s-a obținut potențialul termodinamic energetic 
care este transformata Legendre pe toate gradele de libertate la care este permeabilă frontiera 
E (definiția clasică): U r ^ , . . . ^  = U — T S  + £ J = 1  Pj X j , astfel că reunind rezultatele se 
obține relația (C.l). □

Se vor semnala următoarele observații și consecințe asupra teoremei precedente.
1. Lucrul efectuat de sistemul 6  este o mărime algebrică, fiind considerat pozitiv când 

sistemul cedează energie și negativ când sistemul primește energie; ca urmare, principiul 
lucrului extremal are 2 cazuri distincte:

a) cazul când cele 2 stări sunt astfel încât variația potențialului natural este pozitivă; 
atunci, sistemul primește lucru (£ nb > 0), iar mărimea acestui lucru este mărginită inferior 
de variația potențialului

£ ^  =  £ AB > (A U T .P, ....P„ ) AB

rezultatul fiind numit principiul lucrului minim primit;
b) cazul când cele 2 stări sunt astfel încât variația potențialului natural este negativă; 

atunci, sistemul cedează lucru {£ab < 0), iar mărimea absolută a acestui lucru este mărginită 
superior de modulul variației potențialului

r ’^ ’ = | r a 6 | < -  ( A u T ,P l _ P n ) ab

rezultatul fiind numit principiul lucrului maxim cedat.
2. Principiul lucrului extrema! implică o egalitate dacă procesul termodinamic =„ —> =.b 

este reversibil; atunci
£ = A U T ,P1,...,P„ ,

iar acest lucru este primit de sistemul 6  (de la sistemul mecanic) dacă variația potențialului 
este pozitivă, și respectiv este lucru cedat sistemului mecanic dacă potențialul sistemului 
scade.

3. Se vor evidenția următoarele cazuri particulare (în funcție de rezervorul ales):
-  pentru un rezervor termic !RT  (aflat în contact numai diaterm cu sistemul 6 ), potenția

lul natural (impus de rezervor) este energia liberă T , astfel încât principiul lucrului extremal 
devine: £ <  A  F  ;

-  pentru un rezervor termic și de volum 5RT ,<P (aflat in contact cu sistemul 6  printr-o 
frontieră diatermă și mobilă), potențialul natural (impus de rezervor) este potențialul Gibbs 
G, astfel încât principiul lucrului extremal devine: £ < AG

- pentru un sistem necuplat cu vre-un rezervor (în acest caz există numai cuplajul cu 
sistemul mecanic) “potențialul” este energia internă (adică nu se efectuează transformare 
Legendre), astfel încât principiul lucrului extremal devine: £ <  A U  .

C.2 Mașini termice
Prin definiție, o mașină termică este un sistem termodinamic care efectuează procese 

ciclice (succesive) și transformă energia termică (primită sub formă de căldură de la sisteme 
auxiliare) în lucru mecanic (furnizat unui sistem mecanic).

Din definiția precedentă trebuie observate următoarele proprietăți:
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1. lucrul mecanic furnizat de mașina termică este considerat energia utilă;
2. sistemele auxiliare care furnizează energie sub formă de căldură se comportă ca rezer

voare termice (termostate) cu care este cuplat în mod succesiv sistemul principal (mașina 
termică);

3. pentru analiza proceselor termodinamice care se produc într-un ciclu efectuat de 
mașina termică este necesar să se considere sistemul termodinamic total (care este un sistem 
compus și izolat), prin includerea termostatelor și a sistemului mecanic;

4. funcționarea mașinilor termice se se bazează pe o proprietate comună sistemelor 
termodinamice compuse și izolate, numită (din motive de ordin istoric) P rincip iu l com 
pensării entropiei: dacă în cursul unui proces pentru anumite subsisteme ale sistemului 
total entropia scade, atunci pentru restul subsistemelor entropia crește suficient de mult 
astfel încât să compenseze scăderea parțială de entropie.

Demonstrarea Principiului compensării entropiei este banală din punctul de vedere al 
termodinamicii neo-gibbsiene.
Astfel, se consideră sistemul compus și izolat, alcătuit din subsisteme aflate în interacție 
termodinamică 6  =  J j  6 ^  și se alege un proces arbitrar în care subsistemele transferă între 
ele energie sub formă de căldură și de lucru. Datorită faptului că sistemul este considerat ca 
fiind izolat, procesul discutat este o evoluție (în general irreversibilă) a sistemului compus 
dintr-o stare inițială de echilibru împiedicat, iar acest proces implică o variație nenegativă a 
entropiei sistemului total

A 5 > 0 ,
conform Principiului 2 al termodinamicii.
Pe de altă parte, entropia sistemului compus este o mărime aditivă față de subsistemele 
componente, astfel că variația anterioară de entropie este

△ 5  =  ^ A S ^  .
i

Considerând că pentru unele subsisteme (notate cu indicele "j") entropia scade, iar pen
tru restul subsistemelor (notate cu indicele ” P ’) entropia crește, din comasarea reziliatelor 
precedente se obține inegalitatea

(-) (+)
^  A S u }  + J ^ â  5 (‘ > > 0 ;

i  *

în inegalitatea precedentă prima sumă este negativă, dar are valoarea absolută mai mică 
decât a doua sumă (care este pozitivă), pentru că suma totală a variațiilor de entropie este 
pozitivă (mai exact, este nenegativă).
Rezultatul obținut demonstrează principiul compensării entropiei și este valabil pentru un 
proces arbitrar, iar în particular fiind valabil pentru procese ciclice.

Se poate face o clasificare a mașinilor termice în funcție de numărul surselor de căldură 
(termostate):

-  mașină monotermă are o singură sursă de căldură (adică ciclul conține o isotermă 
și adiabate); -mașină bitermă are numai două surse de căldură (adică ciclul conține două 
isoterme, la temperaturile surselor și adiabate); -  mașină politermă are mai multe surse de 
căldură (adică ciclul conține isoterme, la contactul sistemului principal cu fiecare sursă, iar 
în rest adiabate, între contacte cu sursele de căldură).

Pentru orice tip de mașină termică se definește randamentul care este egal cu raportul 
dintre lucrul mecanic cedat (sistemului mecanic) și căldura totală primită (de la termostate). 
ambele calculate pentru un ciclu:

_  |£ ( ce<1>|
11 =  |Q ( p r ) | ’ (C.2)

Se observă că pentru o mașină termică lucrul total într-un ciclu trebuie să fie negativ (adică 
sistemul numit “mașină termică” trebuie să furnizeze lucru net către sistemul mecanic). Pe 
de altă parte, într-un ciclu sistemul principal (mașina termică), în general, primește căldură 
de la unele termostate și cedează căldură altor termostate; pentru formula de definiție a 
randamentului este necesară numai căldura primită (care este sumă de termeni pozitivi).
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C.2.1 Mașina monotermă
Prin definiție, mașina monotermă este un sistem termodinamic (5, care efectuează procese 

ciclice, fiind succesiv în contact cu un termostat !RT , care este o sursă de căldură, și cu 
un sistem mecanic 9JI; sistemul efectuează o transformare isotermă (la temperatura T  a 
termostatului), în cursul căreia primește căldura Q{> 0), iar apoi o transformare adiabatică 
(în contact cu sistemul mecanic) în cursul căreia cedează lucrul £{< 0).

Situația definită este reprezentată schematic în figura C.2. 
Conform Principiului 1 al termodinamicii, aplicat sistemu

lui principal 6  pentru un ciclu, este valabilă egalitatea

N U = Q  + £ .

Dar pentru o transformare ciclică variația de energie internă 
este nulă AW = 0, căldura este pozitivă (fiind primită, prin 
hipoteză) Q = |Q|, iar lucrul este negativ (fiind cedat, prin 
hipoteză) £  = - |£ |;  atunci expresia anterioară a principiului 
1 devine

|£| — |Q| , (C.3) Figura C.2: Mașina mono-
adică, într-un ciclu monoterm are loc o transformare totală a t e r m ă.
energiei primite sub formă de căldură în energie cedată sub formă de lucru.

Conform principiului 2 al termodinamicii, aplicat sistemului total T =  !RT U ® U ®l> 
variația entropiei într-un ciclu este nenegativă, aceasta fiind egală cu suma variațiilor de 
entropie ale celor 3 subsisteme:

△ f l o t a i )  =  △ 5  +  A  S ( r )  +  A  5 ( m )  >  0  .

Pentru sistemul mecanic, prin definiție, variația de entropie este nulă (în orice transformare) 
A <$(”*) = 0 , pentru sistemul principal, datorită faptului că procesul este ciclic, variația 
entropiei este nulă A<S = 0 , iar pentru termostat, care cedează în mod isoterm căldura 
Q(r ) = - |Q |,  la temperatura T ^  = T, variația de entropie este

T  '
Atunci, prin înlocuirea variațiilor de entropie în inegalitatea principiului 2, rezultă

(C.4)

care este un rezultat absurd, deoarece T  și |Q| sunt mărimi pozitive.
Rezultatul precedent se interpretează astfel: este imposibilă funcționarea unei mașini 

termice mono-terme, adică într-un proces ciclic monoterm nu se poate ceda în exterior lucru.
Acest rezultat este cunoscut în termodinamica clasică ca varianta Principiului 2 al ter

modinamicii în forma numită P rincip iu l T hom son  (lord K elvin): nu există un proces 
ciclic care să aibă ca singur efect transformarea integrală a energiei primite sub formă de căldură 
în energie cedată sub formă de lucru (altfel spus, Principiul Thomson afirmă imposibilitatea 
existenței unui perpetuum mobile de specia II).

Trebuie să se facă observația că procesul invers este posibil, după cum rezultă din 
următorul raționament.
Se consideră că în cursul unui ciclu sistemul S  primește de la sistemul mecanic 2)1 lucrul 
mecanic £  > 0 și cedează termostatului T\^ căldura Q < 0, situația aceasta fiind ilustrată 
în figura C.3.

Conform Principiului 1 al termodinamicii, aplicat sistemului principal (5 pentru un ciclu, 
este valabilă egalitatea

NU = Q + £ .
Dar pentru o transformare ciclică variația de energie internă este nulă NU = 0, căldura este 
negativă (fiind cedată, prin hipoteză) Q = —|Q|, iar lucrul este pozitiv (fiind primit, prin 
liipoteză) £  = |£ |; atunci expresia anterioară a principiului 1 devine

IQI = KI,
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adică, într-un ciclu monoterm invers are loc o transformare totală a energiei primite sub
formă de lucru în energie cedată sub formă de căldură.
Conform principiului 2 al termodinamicii, aplicat sistemului 
total î  =  ÎRT  U 6  U ®l> variația entropiei într-un ciclu este 
nenegativă, aceasta fiind egală cu suma variațiilor de entropie 
ale celor 3 subsisteme:

△ 5 (total) =  △ 5  +  5 ( d  +  △ 5 (m) >  0

Pentru sistemul mecanic, prin definiție, variația de entropie 
este nulă (în orice transformare) △<$("*) =  0 , pentru sistemul 
principal, datorită faptului că procesul este ciclic, variația en
tropiei este nulă △ <S =  0 , iar pentru termostat, care primește 
în mod isoterm căldura Q r̂ * =  |Q|, la temperatura T ^  = T, 
variația de entropie este

Figura C.3: Reprezentarea 
ciclului monoterm invers.

Atunci, prin înlocuirea variațiilor de entropie în inegalitatea principiului 2, rezultă

1S1 > 0 ,
T _ , 

care este un rezultat posibil, deoarece în membrul stâng sunt mărimi pozitive.

C.2.2 Mașina bitermă
Prin definiție, mașina bitermă este un sistem termodinamic S , care efectuează procese 

ciclice, fiind succesiv în contact cu două termostate DIT , (considerată “sursa caldă”) și !RT2 
(considerată “sursa rece”) care au temperaturile în relația 7) > T-z, precum și cu un sis
tem mecanic SOI; sistemul efectuează transformări isoterme în contact cu cele două surse 
de căldură, în cursul cărora schimbă căldurile Qi și respectiv Qz, iar apoi o transformare 
adiabatică (în contact cu sistemul mecanic) în cursul căreia se transferă lucrul £.

în funcție de sensul de parcurgere a ciclului, precum și de utilizarea energiei transmise, 
se poate face următoarea clasificare a ciclurilor biterme:

a. 6  efectuează un “ciclu direct”, când sistemul 591 primește lucrul £  ( < 0 ) -  situația 
corespunde mașinii termice biterme-,

b. 6  efectuează un “ciclu invers”, când sistemul OT cedează lucrul £  ( > 0 ) -  situația 
corespunde mașinii frigorifice (dacă efectul util este extragerea de energie sub formă de 
căldură de la sursa rece), sau pompei termice (dacă efectul util este cedarea de energie sub 
formă de căldură sursei calde)2 .

a) C iclul d irect (adică mașina termică bitermă) funcționează astfel: sistemul 6  primește 
(în mod isoterm) căldura Qi =  |Qj | de la sursa caldă fH-r,, cedează (în mod isoterm) căldura 
0-2 = — | Q21 sursei reci $RT21 și cedează lucrul £  = - |£ |  sistemului mecanic OT.

Situația definită este reprezentată schematic în figura C.4.
Conform Principiului 1 al termodinamicii, aplicat sistemului principal 6  pentru un ciclu, 

este valabilă egalitatea
A U  = Q+ £ .

Dar pentru o transformare ciclică variația de energie internă este nulă A N  = 0, căldura 
schimbată cu cele două surse este Q = |Q i| -  |Q2 |, iar lucrul este £  = - |£ |;  atunci expresia 
anterioară a principiului 1 devine

|£ | = |Q 1 |- |Q 2 | ,  * (C.5)

adică, într-un ciclu biterm lucrul mecanic este egal cu diferența dintre căldura primită de la 
sursa caldă și căldura cedată sursei reci.

2 In analiza prezentă (precum și în analizele următoare) se consideră cantitățile de căldură și lucrurile ca 
mărimi algebrice, în raport cu sistemul principal 6 ,  astfel că fiecare dintre aceste mărimi este pozitivă când 
corespunde unei energii primite de acest sistem și este negativă când energia corespunzătoare este cedată de 
sistemul 6 .
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Conform Principiului 2 al termodinamicii, aplicat sistemu
lui total

T = (fR̂, |J *T2) U 6 U OT ’
variația entropiei într-un ciclu este nenegativă, aceasta fiind 
egală cu suma variațiilor de entropie ale celor 4 subsisteme:

△ f l o t a i )  =  △  5  +  △  5 ( 1 )  +  △  5 ( 2 )  +  △  S (m ) >  0

Pentru sistemul mecanic, prin definiție, variația de entropie 
este nulă (în orice transformare) △ S ^  = 0 , pentru sistemul 
principal, datorită faptului că procesul este ciclic, variația en
tropiei este nulă A 5  = 0 , pentru sursa caldă (tennostat), care 
cedează în mod isoterm căldura Q^1) = - |Q i |,  la temperatura 
T^1) =  f i ,  variația de entropie este

Figura C.4: Reprezentarea 
mașinii biterme.

△ S ^  =  - IQil
7 ,  ’

iar pentru sursa rece (termostat), care primește în mod isoterm căldura Q ^  =  IQ2I, la 
temperatura T ^  = T2, variația de entropie este

△ 5 ( 2 )  =  I Ș 2 I

7 2  ’

Atunci, prin înlocuirea variațiilor de entropie în inegalitatea principiului 2, rezultă

1011 1ȘM > 0
Ti T2 ~ '

(C.6)

Se observă că scăderea entropiei sursei calde este compensată de creșterea (mai mare) a 
entropiei sursei reci, în concordanță cu “principiul compensării entropiei”.

Pe baza rezultatelor anterioare |adică relațiile (C.5) și (C.6)] și a expresiei generale a 
randamentului unei mașini termice (C.2), se obține randamentul mașinii termice biterme:

1^1 =  I Q i  -  S 2 I  <  . h 

I G i l  I Q i l  "  T i  '
(C.7)

Se vor prezenta unele observații asupra expresiei randamentului mașinii biterme:
• expresia precedentă este pentru cicluri biterme arbitrare (posibil irreversibile) o ine

galitate, iar egalitatea corespunde cazului când transformarea ciclică bitermă este re
versibilă;

• randamentul maxim al unei mașini termice biterme (care este realizat în cazul re
versibil) depinde numai de temperaturile surselor de căldură, având atunci expresia 
’lm ax =  1 — T2 /T I , rezultat denumit în termodinamica clasică teorema lui Carnot',

• datorită faptului că sursa caldă are o temperatură mai mare decât sursa rece (Ti > 7?), 
din expresia (C.7) rezultă că acest randament este subunitar (r/ < ]), iar la limita 
optimă (pentru ciclu reversibil) acest randament tinde către valoarea unitate dacă 
temperatura sursei reci tinde către zero:

’/mw —> 0 , pentru T2 -> 0 ;

• se poate considera cazul când sistemului mecanic este absent; atunci £  = 0 și relațiile 
(C.5) -  (C.6) devin

I Q 1 M Q 2 I ,

IQ d ( 4  + F 1 0 
\  12 J

Se observă că relațiile precedente nu conțin absurdități, ceea ce implică posibilitatea 
transferului de căldură prin procese ciclice de la un corp cu temperatură mare la alt 
corp cu temperatură mai mică.
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b) C ic lu l invers (adică mașina frigorifică sau pompa ter
mică) funcționează astfel: sistemul S  primește (în mod 
isoterm) căldura Q^ = |Q2 | de la sursa rece OV,, cedează (în 
mod isoterm) căldura Qi =  - |Q i | sursei calde £RT2 , și primește 
lucrul £  =  |£ | de la sistemul mecanic 9JI.

Situația definită este reprezentată schematic în figura C.5. 
în funcție de utilizarea energiei transportate, sistemul 6  este 
considerat în 2 moduri:

mașină frigorifică, când acțiunea utilă este extragerea de 
energie sub formă de căldură de la sursa rece; mărimea 
caracteristică pentru acțiunea mașinii frigorifice pe un 
ciclu este eficiența (definită ca raportul dintre căldura 
primită de le sursa rece și lucrul corespunzător primit de 
la sistemul mecanic):

_  IQprl 

K pr|

Figura C.5: Reprezentarea 
ciclului biterm invers.

(C.8)

• pompa termică, când acțiunea utilă este cedarea de energie sub formă de căldură sursei 
calde; mărimea caracteristică pentru acțiunea pompei termice pe un ciclu este eficiența 
(definită ca raportul dintre căldura primită de le sursa rece și lucrul corespunzător 
primit de la sistemul mecanic):

eP= , (C.9)

Conform Principiului 1 al termodinamicii, aplicat sistemului principal 6  pentru un ciclu, 
este valabilă egalitatea

& U = Q  + C .

Dar pentru o transformare ciclică variația de energie internă este nulă △ W =  0, căldura 
schimbată cu cele două surse este Q = —|Qi | + |Q 2 |, iar lucrul este £  = |£ |; atunci expresia 
anterioară a principiului 1 devine

|£| = |QI | - | Q 2 |.  (C.10)

Conform Principiului 2 al termodinamicii, aplicat sistemului total

Î = ( WT. U  M  U  e  u 971 -

variația entropiei într-un ciclu este nenegativă, aceasta fiind egală cu suma variațiilor de 
entropie ale celor 4 subsisteme:

A  f l o t a i )  =  A  5  +  A  5 (1 ) +  A  5 (2 ) +  A  5 (m) >  0

Pentru sistemul mecanic, prin definiție, variația de entropie este nulă (în orice transformare) 
A 5 ,m * =  0 , pentru sistemul principal, datorită faptului că procesul este ciclic, variația 
entropiei este nulă △5  =  0 ,  pentru sursa caldă (termostat), care primește în mod isoterm 
căldura Q ^  = |Q i|, la temperatura T ^  = T^, variația de entropie este

iar pentru sursa rece (termostat), care cedează în mod isoterm căldura QC> = -  |Q2 |, la 
temperatura T ^  = T2 , variația de entropie este

A 5 * 2 1 =  -  — 
Ti ’

Atunci, prin înlocuirea variațiilor de entropie în inegalitatea principiului 2, rezultă

IQd_ IȘd> 0
Tj T2 ~ '

(C .ll)
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Pe baza rezultatelor anterioare [adică relațiile (C.10) și (C .ll)] și a expresiilor generale 
a eficienței unei mașini frigorifice (C.8), respectiv a eficienței unei pompe termice, se obțin 
expresiile:

£ f = ^  =  ^ i _ < ^ = I i - L ,  (c.i2)
/  K l  I Q 1 I - I Q 2 I - Ț 1

= ^  =  J L < L  =  _ L ,  ( c .1 3 )
P  K l  I Q 1 I - I Q 2 I -  7 2

Ti

unde în ultimile egalități s-au exprimat eficiențele cu ajutorul randamentului mașinii termice 
care funcționează cu aceleași sisteme auxiliare, având expresia (C.7).

Dacă se consideră cazul când sistemului mecanic este absent, atunci £  = 0 și relațiile 
(C.10) -  (C .ll) devin

I Q i l  =  i e 2 | ,

|2.|
V I

Se observă că ultima inegalitate este absurdă, deoarece prin hipoteză 7) > T?.
Acest rezultat se interpretează în sensul următor: nu este posibil un proces ciclic care să aibă 
ca singur efect un transfer de căldură de la un corp cu temperatură mică la un alt corp cu 
temperatură mai mare, iar acest rezultat este cunoscut în termodinamica clasică ca varianta 
Principiului 2 al termodinamicii în forma numită P rincip iu l Clausius.

E chivalența principiilor T hom son și C lausius

Anterior s-au dedus, utilizând raționamente bazate pe aplicarea principiilor termodi
namicii (neo-gibbsiene) la procese ciclice, două rezultate care sunt identice cu formulările 
Thomson și Clausius pentru Principiul 2 al termodinamicii clasice3 .

3 Principiul Thomson și respectiv principiul Clausius constituie fiecare, în mod separat, una dintre 
afirmațiile fundamentale ale termodinamicii (clasice), acestea având caracter de axiome.

4Se observă că sistemul 6  este un “perpetuum mobile de specia 2”, adică este în contradicție cu principiul 
Thomson.

Demonstrarea echivalenței principiului Thomson cu principiul Clausius se face cel mai 
simplu prin reducere la absurd: se arată că dacă unul dintre cele două principii ar fi fals, 
atunci consecința logică este că celălalt principiu este de asemenea fals.

a) D em onstrarea im plicației “non-T hom son” -> “non-C lausius” se face alegând un
sistem compus, conținând un subsistem care funcționează contrar principiului Thomson, iar 
sistemul total să fie în consecință contrar principiului Clausius.

Conform hipotezei “non-Thomson” se consideră sis
temul 6  care efectuează cicluri monoterme în contact cu 
termostatul SRT, (de la care primește într-un ciclu căldura 
Qi) și cu sistemul mecanic 3J1 (căruia îi cedează într-un 
ciclu lucrul £); prin aplicarea Principiului 1 al termodi
namicii (conservarea energiei) pentru un ciclu efectuat de 
sistemul 6 , se obține egalitatea |£| = |Qi| , adică acest 
sistem realizează o conversie totală a energiei primită sub 
formă de căldură în energie cedată sub formă de lucru4 .

Se consideră al doilea sistem 6 ',  care efectuează cicluri 
biterme inverse în contact pu termostatele ^RT > ȘÎ 9V2 (s e 
alege Ti > T2, astfel că OV, este “sursă caldă”, iar 9Ar2 
este “sursă rece”), precum și cu sistemul mecanic Tî (adică 
funcționează ca o mașină frigorifică); se alege acest sistem

Figura C.6: Reprezentarea sis
temului compus non-Clausius.
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astfel ca într-un ciclu lucrul primit de la sistemul mecanic să fie egal cu lucrul cedat sistemului 
mecanic de către primul sistem5 , adică

5 S-a ales pentru simplitate cazul când cele două lucniri mecanice sunt egale, dar această condiție se poate 
relaxa considerând că cele două lucruri mecanice sunt într-un raport de numere raționale; atunci se consideră 
ciclul compus constituit dintr-un număr de cicluri ale primului sistem W) și un număr N2 de cicluri ale celui 
de-al doilea sistem, astfel încât să fie satisfăcută condiția: Ny \£y\ = N2 \£2 \ •

6 Se observă că sistemul secund 6 '  funcționează ca o mașină frigorifică bitermă fără să fie în contradicție 
cu principiile termodinamicii.

K'I = |Q Î I =  KI-

Dacă sistemul secund 6 '  primește de la “sursa rece” IRT, căldura Q2 (într-un ciclu), atunci, 
conform primului principiu al termodinamicii, căldura cedată de acest sistem “sursei calde” 
WT1 este6 |£ '| +  |Q2| =  |Q I | +  |Q 2|.

Din modul de construcție, expus anterior, rezultă că sistemul mecanic efectuează trans
formări ciclice cu efect nul (lucrul mecanic primit este egal cu lucrul mecanic cedat), iar 
“sursa caldă” primește o căldură netă (|Q i| + IQ2I) -  |Q i| = IQ2I care este egală (în modul) 
cu căldura cedată de “sursa rece”.

Dacă se consideră sistemul total, obținut prin reuniunea celor două subsisteme (care au 
“sursa caldă” și “sistemul mecanic” comune)

T = !RT1 □  ( 6  □  ®î | J  6 ' )  [ J  <HT J  ,

rezultă că acest sistem total realizează ciclic transportul de energie sub formă de căldură Q2 
de la “sursa rece” 9\T2 la “sursa caldă” 51?, (s-a considerat de la început Tj > T2 ), fără alte 
efecte nete, adică acest sistem total contrazice principiul Clausius.

Din rezultatele anterioare s-a demonstrat că “non-Thomson” implică în mod logic “non- 
Clausius”.

Pe de altă parte, pentru sistemul total variația de entropie într-un ciclu este

A 5 ( t> = + A S 0 "’ + A 5 (1) + A 5 (2) .

Dar variațiile de entropie ale sistemelor 6  și 6 ' sunt nule, deoarece aceste sisteme efectuează 
procese ciclice, adică A 5  = A 5 ' = 0 , iar pentru sistemul mecanic variația de entropie este 
nulă prin definiție A 5 'm ) =  0. Cele două termostate efectuează procese isoterme, astfel că 
variațiile corespunzătoare de entropie sunt A S^1* = \Q2\IT\ și respectiv A 5 '2' =  — \Q2 \/T 2 . 
Atunci, reunind rezultatele precedente se obține

A S “ ) = +  = |Q2 | ( ±  -  ± )  < 0 ,

pentru că Ti > T2 ; dar rezultatul obținut este în contradicție cu Principiul 2 al termodinami
cii, care cere ca variația entropiei sistemului total (considerat sistem izolat) să fie nenegativă. 
S-a obținut un rezultat care este absurd din punct de vedere al principiilor termodinamicii, 
astfel că hipoteza “non-Thomson” conduce la rezultate absurde.

b) D em onstrarea im plicației “non-C lausius” —> “non-T hom son” se face, analog 
cazului anterior, alegând un sistem compus, conținând un subsistem care funcționează con
trar principiului Clausius, iar sistemul total să fie în consecință contrar principiului Thomson.

Conform hipotezei “non-Clausius” se consideră sistemul 6  care efectuează cicluri biterme 
inverse în contact cu termostatele SRȚ;, numit “sursa rece” (de la care primește într-un ciclu 
căldura O2 ) și 9V, numit “sursa caldă” (căruia îi cedează într-un ciclu aceeași căldură Q2 )-, 
datorită faptului că s-a considerat de la început Ti > T2 , se observă că sistemul S  transportă 
o cantitate de energie sub formă de căldură de la un corp “rece” la un corp mai “cald”, fără 
să existe alte schimbări (procesul este ciclic și lipsește sistemul mecanic), adică acest sistem 
este în contradicție cu principiul Clausius.

Se consideră al doilea sistem 6 ',  care efectuează cicluri biterme directe (adică este o 
mașină termică bitermă) în contact cu termostatele Tt^, Ș> ^ r 21 precum și cu sistemul 
mecanic TI; se alege acest sistem astfel ca într-un ciclu să cedeze “sursei reci” 9\T2 o căldură

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



C.2. MAȘINI TERMICE 367

egală cu cea primită de primul sistem IQ2I =  IQ2 h *a r  ^e  >a  “sursa caldă” SRȚ, sistemul 
primește într-un ciclu căldura IQ'J = IQ2I + |Q i|; conform Principiului 1 al termodinamicii 
(conservarea energiei), lucrul cedat de sistemul 6 ' către sistemul mecanic 371 într-un ciclu 
este7 | r ' |  =  (|Q 1 | + |Q 2 | ) - |Q 2 | =  |Q i |.

Din modul de construcție, expus anterior, rezultă că 
“sursa rece” 3ÎT2 nu suferă nici o schimbare, pentru că 
primește și cedează cantități egale de căldură (cu sistemele 
6  și 6 ') ,  deci această sursă de cădură nu are nici un rol 
net.

Dacă se consideră sistemul total, obținut prin reuni
unea celor două subsisteme (care au “sursa caldă” și “sis
temul mecanic” comune)

T = <RT1 | J  ( 6  U  (©' I J  371) ) | J  « T2 ,

rezultă că acest sistem total realizează ciclic o conversie Figura C.7: Reprezentarea sis- 
totală a energiei primite sub formă de căldură (de la “sursa ternului compus non-Thomson. 
caldă”) în energie cedată sub formă de lucru (sistemului
mecanic) fără alte efecte nete, adică acest sistem total este o mașină termică mono-termă 
care contrazice principiul Thomson.

Din rezultatele anterioare s-a demonstrat că “non-Clausius” implică în mod logic “non- 
Thomson”.

Pe de altă parte, pentru sistemul total variația de entropie într-un ciclu este

△ = A5+AS' + A^<’"> + AS(]) + A5<2> .

Dar variațiile de entropie ale sistemelor 6  și 6 ' sunt nule, deoarece aceste sisteme efectuează 
procese ciclice, adică A <S = A S' = 0 , iar pentru sistemul mecanic variația de entropie este 
nulă prin definiție A 5*m ) = 0. Cele două termostate efectuează procese isoterme, astfel că 
variațiile corespunzătoare de entropie sunt A 5 ^  = —|Q i|/T i (căldura netă schimbată de 
SRT, CU sistemele 6  și 6 '  este —|Q i|, fiind cedată) și respectiv A 5 ^  = 0 (termostatul !RT2 
schimbă căldură nulă cu sistemele 6  și 6 ') . Atunci, reunind rezultatele precedente se obține

• △ 5<t) = d£i! < o ;

dar rezultatul obținut este în contradicție cu Principiul 2 al termodinamicii, care cere ca 
variația entropiei sistemului total (considerat sistem izolat) să fie nenegativă. S-a obținut 
un rezultat care este absurd din punct de vedere al principiilor termodinamicii, astfel că 
hipoteza “non-Clausius” conduce la rezultate absurde.

C.2.3 Cicluri politerme
A. Inegalitatea Clausius

Formulare diferențială: se consideră un sistem termodinamic 6  aflat într-o stare de 
echilibru la temperatura T ; acest sistem este pus în contact termic cu termostatul 31/_, aflat 
la o temperatură foarte apropiată de temperatura sistemului principal: Tr »  T.

Datorită cuplajului diaterm dintre sistemul 6  și rezervorul 33^ (cele două sisteme se află 
la temperaturi foarte apropiate) se produce un transfer infinitezimal de căldură AQ de la 
rezervor către sistemul principal, situație ilustrată în figura C.8, unde s-a ales convențional 
cazul când rezervorul cedează căldură, având temperatura puțin mai mare. Acest proces 
infinitezimal în care se transferă căldură de la rezervor la sistemul principal este în general 
irreversibil, astfel încât variația totală a entropiei sistemului total T = 6  (J 71^ (considerat 
izolat) este nenegativă:

dS  + d S ( r )  > 0 ;
7 Se observ i că sistemul secund 6 '  funcționează ca o mașină term ică b ite rm ă fără să fie în  contrad icție  cu 

p rinc ip iile  te rm odinam ic ii.
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dar pentru rezervor procesul de cedare (sau primire) isotermă a cantității de căldură este 
cuasi-static, astfel că variația de entropie corespunzătoare este dS*r * = — dQ /T r  , unde ctQ 
este căldura primită (sau cedată) de către sistemul principal 6  (care este deci pozitivă când 
6  primește căldură și este negativă în celălalt caz). Prin înlocuirea variației de entropie a 
rezervorului în inegalitatea corespunzătoare sistemului total și neglijând diferența de tem
peratură între cele două subsisteme, se obține că variația de entropie în procesul cuasi-static 
care implică un transfer de căldură satisface inegalitatea

SQ (C.14)

numită relația Clausius diferențială.
Se vor evidenția următoarele observații asupra relației 

Clausius diferențiale.
1. Relația anterioară este o egalitate pentru procese re

versibile d S =  SQ /T  și este o inegalitate pentru procese irre- 
versibile d<S > âQ /T  .

2. Mărimea ăQ /T  (raportul dintre căldura isotermă și 
temperatura corespunzătoare) este numită căldura redusă, ast
fel că relația Clausius se formulează astfel: într-o etapă 
infinitezimală a unui proces isoterm variația de entropie este 
cel puțin egală cu căldura redusă schimbată.

3. Relația Clausius păstrează sensul inegalității indepen
dent de sensul de transfer al căldurii, adică relația are aceeași 
formă atât în cazul când sistemul primește căldură (când 
âQ > 0), cât și în cazul când sistemul cedează căldură (când 
d-Q < 0).

Figura C.8: Sistemul cuplat 
cu rezervorul.

4. Pentru o transformare cuasi-statică finită, efectuată de către sistemul studiat, se în
sumează relația Clausius diferențială pe toate etapele infinitezimale ale procesului respectiv 
(când sumarea devine integrare), astfel că rezultă

AQ 
T

(C.15)

numită relația Clausius finită: variația entropiei între două stări este cel puțin egală cu 
integrala căldurilor reduse între stările extreme considerate.

5. Dacă se consideră o transformare ciclică, atunci stările extreme coincid (4  = B) și 
ținând cont de faptul că entropia este o mărime de stare, din relația (C.15) rezultă:

(C.16)

care este numită relația Clausius pentru cicluri (integrala căldurilor reduse este nulă pentru 
cicluri reversibile și este negativă pentru cicluri irreversibile).

Deducere echivalentă pentru procese discrete: se consideră sistemul termodinamic 
6 , care este cuplat succesiv cu un set de termostate, efectuând astfel un proces cuasi-static 
finit constituit din transformări isoterme, în contact cu fiecare dintre termostate (surse de 
căldură calde sau reci) și transformări adiabatice între contactele cu termostatele.

Datorită faptului că se pot lua în considerare contribuțiile fiecărei etape a procesului finit 
. indiferent de ordinea lor cronologică, se vor indicia separat contribuțiile cuplajelor cu sursele 

calde de cele ale cuplajelor cu sursele reci.
Se consideră setul “termostatelor calde” {IRT, } ^ ! , ...,n> care au temperaturi superioare (dar 
foarte apropiate) cu temperaturile respective ale sistemului \Tj ~ T  , (j = l , . . . ,n ) ] ;  sis
temul 6  se află succesiv în contact cu fiecare dintre aceste surse calde, primește de la 
termostatul ÎR^ căldura Qj > 0, astfel că variația de entropie a termostatului în cursul 
procesului isoterm este ^ S ^  = — \ Qj\/Tj .
Se consideră setul “termostatelor reci” {£RT ' }fc=i, .,m> care au temperaturi inferioare (dar
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foarte apropiate) cu temperaturile respective ale sistemului lTk  ^  T  , (k = 1,.. ,m)]; sis
temul 6  se află succesiv în contact cu fiecare dintre aceste surse reci, cedează termostatului
!R^ căldura Q'k < 0, astfel că variația de entropie a termostatului în cursul procesului 
isoterm este △<$(*> = \Q'k \/T k .
Pentru etapele adiabatice (între cuplajele cu termostatele) sistemul 6  nu schimbă căldură
cu exteriorul. Situația este reprezentată în figura C.9.

Se consideră sistemul total, constituit din sistemul stu
diat 6  și din totalitatea termostatelor (atât cele calde, cât 
și cele reci)

T

ca fiind un sistem izolat8 . Conform condițiilor precizate 
anterior, variația de entropie a sistemului total între două 
stări arbitrare (care trebuie să fie nenegativă) este egală 
cu suma variației de entropie a sistemului principal și a 
variațiilor de entropie ale rezervoarelor:

n m

△ <S( t) =  A 5 + ^ A 5 ( J> +  £ A 5 W  > 0 ;

Figura C.9: Reprezentarea sis
temului și a termostatelor.

t= i

Din inegalitatea precedentă, înlocuind variațiile de entropie ale rezervoarelor prin căldurile 
reduse, se obține

în inegalitatea precedentă se observă că cele două sume pot fi condensate într-o singură 
sumă, utilizând cantități de căldură ca mărimi algebrice (pozitive sau negative), și se obține 
relația Clausius sub formă discretă

(total)

In particular, dacă transformarea anterioară este ciclică, atunci variația de entropie a sis
temului principal este nulă și rezultă relația Clausius discretă pentru cicluri

(ciclu) „ E Ș s o ,
(C.17)

adică: pentru un sistem termodinamic care efectuează un proces ciclic arbitrar în contact cu 
un set de rezervoare termice, suma căldurilor reduse corespunzătoare schimburilor de energie 
cu termostatele este negativă (pentru ciclu irreversibil) sau nulă (pentru ciclu reversibil).

B. M așini term ice p oliterm e

Prin definiție, mașina politermă este un sistem termodinamic 6 , care efectuează procese 
ciclice, fiind succesiv în contact cu două seturi de termostate:

a) {SHȚJ Ĵ ^  n  (considerate “surse calde”), de la care sistemul principal primește în mod 
isoterm cantitățile de căldură {Qj}j=i,. ^n ,

b) {fR^}*.= i,. Tn (considerate “surse reci”), cărora sistemul principal le cedează în rnod 
isoterm cantități de căldură) {Q*}*=i,...,m ,

c) precum și cu un sistem mecanic TI cu care sistemul principal transferă lucrul £  către 
sistemul mecanic print-o transformare adiabatică.

Situația prezentată este ilustrată în figura C.10.
Se fac raționamente analoage cu cele prezentate anterior pentru ciclurile politerme:

8 Se observă că se poate considera în plus un cuplaj cu un sistem mecanic, care are prin definiție entropia 
constantă.
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-  căldura totală primită (de la sursele calde) este 
n 

Qpr = y  Qj > 0 ,

-  căldura totală cedată (surselelor reci) este
ni

Q « d  =

Figura C.10: Reprezentarea 
mașinii politerme.

* = i

-  conform Principiului 1 al termodinamicii, aplicat sis
temului 6 , lucrul cedat sistemului mecanic este (în modul)

K l  =  |Q p r | -  |Q c e d | •

Randamentul ciclului, conform definiției (C.2), este

|Q p r | |â p r |

Pe baza rezultatelor precedente se poate demonstra teorema Carnot generală, care afirmă că 
randamentul unei mașini politerme arbitrare este mărginit superior de temperaturile extreme 
ale ciclului prin relația următoare:

< 1 -  , (C.18)
-■ max

unde Tro a i și Tmi,, sunt temperaturile extreme (maximă și respectiv minimă) pe care le are 
sistemul principal în cursul transformării ciclice.
Demonstrație: Datorită faptului că sistemul 6  efectuează o transformare ciclică, relația 
Clausius (C.17) se scrie în forma9

9 Prezența sistemului mecanic nu modifică relația Clausius, deoarece entropia acestui sistem este constantă, 
prin definiție.

dar suma căldurilor reduse corespunzătoare surselor calde (aceste călduri sunt toate pozitive) 
este majorabilă prin relația

n  O  1 " 1

j —1 J1 J  max J  max

iar suma căldurilor reduse corespunzătoare surselor reci (aceste călduri sunt toate negative) 
este minorabilă prin relația

11 i n  i
- £ ^ < ^ £ 1 2 1 1  =  IQ c e d l- 

£ _ ]  ■* k ^min ^ _ j ^min

Atunci relația Clausius, împreună cu inegalitățile precedente, conduce la setul de inegalități

( ) .  y  Q j  , y  g  .  IQprl IQ cedl

J  =  1
1 3 k = l k  " , a x  """ 

de unde rezultă inegalitatea
I Qced | <  ^m in 

IQprl

care conduce la relația (C.18). - □
Se observă că în expresia randamentului dată de teorema Carnot generală se produce 

egalitatea numai dacă transformarea este reversibilă și bitermă, adică ciclul Carnot reversibil 
este ciclul cu randament maxim pentru temperaturi extreme date.

Datorită faptului că prezenta lucrare este un manual de termodinamică la nivelul exigen
țelor fizicii teoretice se va omite orice discuție particulară cu privire la cicluri termodinamice.
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Anexa D

Echilibrul cu constrângeri interne 
adiabatice

Anterior, la discuția generală a condițiilor de echilibru (din Capitolul 4), s-a afirmat că 
pentru a avea o problemă bine formulată din punct de vedere termodinamic (adică pentru 
a avea situații care să admită soluții generale, determinabile exclusiv prin metode termodi
namice) este necesar ca frontierele interne să fie cel puțin diaterme.

în această anexă se va discuta cazul când se consideră un sistem termodinamic compus, 
aflat inițial într-o stare de echilibru împiedicat (frontiera internă este impermeabilă), iar după 
ce frontiera internă a devenit permeabilă, dar fără să fie diatermă, se cere determinarea stării 
de echilibru finală. Din această discuție va rezulta că în cazul când există frontiere interne 
adiabatice (permeabile numai pe grade de libertate netermice și nechimice1) atunci starea de 
echilibru nu este determinabilă numai prin metode generale, dar pentru determinarea acestei 
stări sunt necesare informații particulare, respectiv cunoașterea numai a condițiilor generale 
este o informație incompletă și nu este suficientă pentru determinarea soluției.

Datorită faptului că o discuție efectuată cu un sis
tem termodinamic general este foarte complexă, pen
tru a avea o tratare concisă și în același timp pen
tru a obține o înțelegere mai bună a problemei, se 
alege în tot acest capitol un caz concret, când fron
tiera este permeabilă numai pe gradul volumic, adică 
frontiera este mobilă și izolatoare adiabatic; atunci, 
se consideră sistemul compus, care este constituit din 
subsistemele 6<n) și 6 ^  separate printr-o frontieră 
mobilă dar adiabatică (și impenetrabilă) Si 2:

g ^ '^  =  g(«) | J  g(k)
Figura D.l: Reprezentarea sistemu
lui compus cu piston mobil.

Pentru simplitate, se va considera că cele două subsisteme 6*"> și 6^> sunt gaze.
Sistemul total este izolat adiabatic de exterior, în starea inițială cele două subsisteme se 

află în stări de echilibru cunoscute, iar frontiera internă este complet impermeabilă (pentru 
cazul studiat impermeabilitatea totală înseamnă pe lângă adiabaticitate și impenetrabilitate, 
în plus că această frontieră este fixată rigid); dacă se eliberează mecanic frontiera (care devine 
mobilă, dar rămâne izolatoare adiabatic. și impenetrabilă) se pune problema determinării 
stării finale de echilibru ale celor două subsisteme.

De fapt, pentru a avea o imagine mai concretă, cititorul este invitat să considere cea mai 
simplă situație: un cilindru cu pereți rigizi și izolanți adiabatic, care are un piston mobil 
(dar care poate fi eventual fixat) și izolant adiabatic, obținându-se astfel două compartimente

'Este evident că permeabilitatea chimică a unei frontiere implică obligatoriu penneabilitatea termică, 
datorită faptului că un transport microscopic de particule este în același timp un transport microscopic de 
energie.
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cilindrice, iar în fiecare compartiment de află un gaz (eventual aproxirnabil ca gaz ideal). 
Această situație este ilustrată în figura D.l.

Atunci, se va considera că în starea inițială (cănd pistonul este blocat) gazul din compar
timentul stâng are parametrii de stare (7Q“ \  Vo“\  A^°)) și gazul din compartimentul drept 
are parametrii de stare (7QJ\  v j 6\  jV ^); conform ecuațiilor de stare cele două gaze au inițial 
presiunile «p^1 = ^ ( T ^ ,  V0

( a ) , M a >) și ip^1 =  ^ ( T ^ ,  V0
(l,), W(6>). Se consideră cazul 

nebanal când cele două gaze au presiuni inițiale diferite: fp^^ ^  ^p^.
Dacă se deblochează pistonul, diferența presiunilor celor două gaze va produce o deplasare 

a pistonului, dar starea finală este dependentă de maniera în care sistemul evoluează după 
deblocarea pistonului.

în oricare dintre variantele de evoluție, se modifică volumele celor două compartimente 
(prin mișcarea pistonului), dar se satisfac condițiile de conservare:

• numerele de particule
( N ^  = constant,
(  /V ^  = constant;

• volumul total
V ^  +  0 ^  =  constant.

Pentru a clarifica acest aspect, se vor considera două variante de evoluție:
-  sistemul evoluează liber (fără interacții externe);
-  sistemul evoluează cuasi-static, fiind în cuplaj cu un sistem extern.

A. D iscuția  ca lita tivă  a evolu ției sistem ulu i

A .l .  E voluție liberă: se consideră că din starea inițială (de neechilibru, când se eliberează 
pistonul) sistemul este izolat de exterior, astfel că se produce o “evoluție liberă”. Se vor 
discuta 2 posibilități simple.

1. Absența frecărilor (adică sunt neglijabile frecările de alunecare la mișcarea pistonului și 
frecările vâscoase din cele două gaze; ca urmare, fiecare dintre cele două gaze evoluează 
izentopic (entropiile ambelor gaze rămân constante), iar pistonul efectuează oscilații 
neamortizate. Se observă că în acest caz nu există o stare finală de echilibru, dar pe 
de altă parte neglijarea completă a fenomenelor disipative de tip frecări este contrară 
termodinamicii. De aceea, se poate considera că această situație este o idealizare 
exagerată.

2. Prezența frecărilor (atât frecarea de alunecare a pistonului, cât și frecările vâscoase din 
cele două gaze). Atunci, pistonul efectuează oscilații amortizate; dacă se consideră că 
frecările pistonului sunt foarte mici, atunci în starea finală de echilibru (a sistemului 
compus) presiunile celor două gaze sunt egale2 ț j ^ ’ = țK^ , dar temperaturile nu 
pot fi calculate prin ecuații (condiții) generale, ci acestea depind de detalii asupra 
magnitudinii proceselor disipative.
Astfel, starea finală nu este determinabilă complet din cunoașterea condițiilor inițiale 
termodinamice.

A .2. E voluție cuasi-statică  prin cuplaj cu un sistem  extern: se consideră că din 
starea inițială (de neechilibru, când se eliberează pistonul) sistemul este cuplat cu un sistem 
exterior, astfel că se produce o evoluție cuasi-statică. Se vor discuta 2 posibilități simple.

1. Cuplajul se face adiabatic cu un sistem mecanic și frecările pistonului sunt neglijabile; 
ca urmare, fiecare dintre cele două subsisteme evoluează izentropic (5*"' = constant și 
St6) = constant), iar starea finală este determinată de condiția de egalitate a presiunilor 
<p(“) =  țp<6) . în acest caz starea finală este complet determinată de condițiile inițiale3 .

2 Dacă se consideră că forța de frecare a pistonului cu pereții cilindrului este neneglijabilă, atunci în starea 
finală (când pistonul s-a oprit) presiunile celor două gaze nu sunt in general egale, iar această stare finală 
este dependentă de condițiile inițiale și de mărimile forțelor de frecare.

3 Este singurul caz când se poate deduce starea finală complet numai din cunoașterea parametrilor de 
stare inițiali.
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2. Cuplajul este ne-adiabatic, astfel că deplasarea pistonului se face foarte lent, iar cele 
două subsisteme evoluează cuasi-static, prin transfer de căldură cu un sistem exte
rior. Starea finală corespunde la egalitatea presiunilor țp<“’ =  țp^’ , dar în acest caz 
condițiile generale nu sunt suficiente pentru a preciza această stare finală în mod unic 
(adică sunt necesare informații suplimentare privind transferurile de căldură cu sis
temul exterior).

Se observă că în ambele cazuri simple considerate soluția problemei pentru starea finală de 
echilibru nu este simplă și nu se poate formula o metodă generală (independentă de detalii 
ale sistemului particular studiat) pentru a obține parametrii stării finale, când există o stare 
finală de echilibru.

B. Solu ția  formală a stării finale de echilibru

Se va aborda formal problema sistemului compus și cu frontieră internă adiabatică, con
siderând pentru simplitate că ambele subsisteme sunt fluide neutre. Conform discuției cali
tative anterioare, se vor trata două cazuri distincte și simple:

-  sistemul este cuplat cu un sistem mecanic, astfel încât evoluția este cuasi-statică și fără 
transfer de căldură;

-  sistemul evoluează în condiții de izolare completă, evoluția sa fiind în general irre- 
versibilă.

B .l .  E voluție cuasi-statică  și adiabatică: în aceste condiții sunt satisfăcute următoa
rele relații de conservare:

• numerele de particule ale fiecărui subsistem sunt constante

N ^  = constant , N ^  = constant ,

• volumul total al celor două subsisteme este constant

V ^  + V ^  = constant .

Conform condițiilor precizate anterior, s-a presupus că singura interacție a sistemului studiat 
este cuplajul mecanic cu sistemul extern, astfel că este realizată izolarea adiabatică, adică 
cele două subsisteme nu transferă căldură:

d-Q<n> = o (rS ( t ) = 0 ;

atunci variațiile de energie internă ale fiecărui subsistem sunt produse numai prin lucrul de 
presiune datorat cuplajelor mecanice:

/  dW(“) = -  $ ( “) dVW  , 
[ dW ^ = -  «pW d .

Pe de altă parte, ecuația termodinamică entropică fundamentală a sistemului compus (din 
cele două subsisteme) este de forma

SOM _  g O ) ^ ( n ) [/(«l^ AM")) + S ^ ( U ^ , V '^ , N ^ )  .

Pe baza rezultatelor anterioare se poate evalua variația de entropie pe o etapă infinitezimală 
a procesului cuasi-static de evoluție către echilibru:

d S ^ )  = dW<“> + ^ d V < “> + d ^ (k) + d V (M .
T ^

Dar în acest caz, prin înlocuirea variațiilor de energie date numai de lucrurile volumice, se 
obține o variație de entropie identic nulă; ca urmare, nu este posibil să se efectueze o analiză 
prin tehnica standard (de tipul celei utilizate în Capitolul 4), adică să se obțină din anularea 
variației de entropie, împreună cu relațiile de conservare, condițiile de echilibru. Acest ultim 
rezultat arată că nu există o soluție generală în cazul studiat.
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B .2. E voluție de s istem  izolat: considerând că sistemul compus din cele două sub
sisteme evoluează fără nici o interacție cu sisteme externe, rezultă următoarele relații de 
conservare:

U ^  + U ^  = constant ,
0 " )  +  V*6' = constant , 

N ^  = constant, N ^  = constant.

Pe de altă parte, fiecare subsistem este izolat adiabatic, astfel că nu se transferă căldură: 

1 2 w  =  0 , Î 2 W = O ;

atunci, variațiile de energie internă ale fiecărui subsistem sunt date numai de lucrurile volu- 
mice corespunzătoare:

d H ^  = -  q j ^  d V ^  , (j = a ,b ).

Se substituie consecințele relațiilor de conservare în expresiile precedente ale variațiilor ener
giilor interne ale celor două subsisteme, și se obține setul următoarelor relații

d l / w  = - d U w  , 

d 0 “» = - d 0 6) , 
dWW  = -  qiw  dV w  , 

dU 1̂  = -  «p(6) d V (6) ;

din setul relațiilor anterioare se obține o singură egalitate: 

qj(a) _  țp(6) ,

adică egalitatea presiunilor, care este o condiție necesară, dar nu și suficientă pentru deter
minarea stării de echilibru. Rezultă că în acest caz. la fel ca și în cazul anterior, nu există 
formule generale și complete pentru a determina starea finală de echilibru a subsistemelor.

In concluzie, deși discuția a utilizat cazuri particulare, se remarcă absența unei soluții 
generale pentru problema determinării stării de echilibru a unui sistem compus care are 
frontiera internă izolatoare adiabatică. Astfel, din materialul prezentat în această anexă, 
se justifică a posteriori necesitatea considerării frontierelor interne cel puțin diaterme pentru 
problemele generale de echilibru termodinamic.
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Anexa E

Etimologia unor termeni 
termodinamici

în această Anexă se vor prezenta etimologiile termenilor de termodinamică utilizați în 
capitolele precedente al acestui manual. Datorită faptului că termenii tratați în continuare 
au origine elină (grecească)1 sau latină, se vor prezenta formele originare ale cuvintelor 
respective în limba din care provin. Evident, în alcătuirea acestei Anexe a trebuit să se facă 
o selecție pentru a include numai acei termeni care nu sunt utilizați în limba română curentă 
(adică nu fac parte din fondul principal al limbii române); autorul a trebuit să procedeze 
astfel, deoarece toate cuvintele au etimologia lor, deci s-ar fi ajuns la un tratat de foarte 
mari dimensiuni.

După cum se va vedea în cursul tratării diferiților termeni, există situații când semantica 
cuvântului originar (elin sau latin) are diferențe foarte mari față de semnificația actuală (sau 
mai bine zis, semnificația termenului acceptată în cadrul termodinamicii).

Pentru fiecare termen se indică cuvântul elin (precedat de indicatorul “gr.” și scris în 
alfabetul elin) sau cuvântul latin (precedat de indicativul “lat.” și scris cu caractere “sans 
șerif’); în cazul când termenul provine dintr-o asociație de cuvinte, dar în limba originară nu 
există cuvântul corespunzător, se indică setul de cuvinte cu traducerile în limba română scrise 
în paranteze rotunde. De asemenea, atunci când există o evoluție lingvistică semnificativă 
în limba originară, atunci se indică evoluția prin semnul “<”.

După prezentarea condensată a etimologiei, se face un succint comentariu asupra evoluției 
cuvântului. Pentru a avea o exprimare condensată se utilizează fontul “sans șerif’ pentru 
termenii latini sau din alte limbi moderne (germană, engleză, franceză etc.) iar semnificația 
acestor termeni în română este scrisă între “semne de citare”; pentru a facilita citirea, cuvin
tele eline (numai din textul explicativ) vor fi notate în transcriere cu alfabet latin și vor fi 
tipărite cu fontul oblic.

1. Term eni de origine elină sau latină

energie lat. energia < gr. 'ei/Ep^eca (forță în acțiune, activitate);
|TIZ (în) + 'ep^ov (acțiune)].

Termenul elin energeia a fost inițial utilizat de Aristotel (în lucrarea Metaphysica) cu sensul de “rea
litate efectivă”, prin opoziție cu “realitatea posibilă” (numită dynamis).
în latină termenul energia apare la sfârșitul antichității, în literatura creștină (unde are sens teologic = 
“putere divină”); exemplul cel mai important este sf. Jeronim (S. Eusebius Hieronymus) în Epistula:.
în fizică termenul energia este introdus de către Thomas Young în 1807, pentru energia mecanică 
(numită anterior “forța vie”), iar în termodinamică W. Thomson (lord Kelvin) introduce “energia 
internă” (numită de el internai energy), în 1852.

’în antichitate, ca de altfel și în prezent, grecii au numit limba lor maternă “elină”, iar teritoriul locuit 
de ei “Ellada” (‘EAĂoț); termenul “grec”, utilizat inițial în latina antică (graecus) s-a referit inițial numai la 
o populație de limbă elină din Epir, numită -fpaitcoL. Totuși, deoarece în evul mediu și apoi în perioada 
modernă s-a utilizat termenul grec, se va prefera în continuare această ultimă variantă.
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erg o d ic  gr. 'ep^ov (acțiune) + ‘oiwț (drum, cale).
Termenul a fost creat în secolul al XlX-lea prin combinarea termenilor elini erg (=  contracție din 
ergon) + hod (= contracție din hodos) +  ic (=  sufix adjectival), având semnificația de atribut al unei 
traiectorii cu energie constanta de a ajunge, după un timp suficient de lung, aproape de punctul inițial; 
utilizat inițial în lucrările de mecanică statistică, acest termen a fost apoi preluat în termodinamică, 
dar cu sens schimbat: “ceea ce este cu caracter energetic”.

en ta lp ie  gr. 'ev (în) 4- OaXneLv (a încălzi).
Termenul enthalpia a fost introdus în 1909 de către H. Kamerlingh Onnes (fiind tradus de el în germană 
prin Wărmeinhalt) pentru a desemna mărimea de stare a cărei variație este egală cu căldura isobară.

en tro p ie  gr. 'evTpoirq (reîntoarcere).
Termenul entropia a fost introdus de către R. Clausius în 1856 (fiind tradus de el în germană prin 
Verwaldungsinhalt) pentru a desemna mărimea, legată direct de căldură, care revine la valoarea inițială 
de-a lungul unui proces ciclic (în acea perioadă nu exista conceptul de “mărime de stare").

m ecan ica  lat. mechanicus < gr. prixcivincx; (inventator de mecanisme)
< prjxat'T) (mașină, mecanism) + txoc; (sufix adjectival).
In elina din antichitate mechane avea mai multe semnificații: “mașină” (mai ales ca instrument de 
război), “invenție ingenioasă” (în sens de instrument), dar în sens figurat este utilizat ca “fraudă”, 
“stratagemă”; din termenul precedent în elina antică sunt derivați mai mulți termeni: mechanema ( = 
mașină de război), mechanikos (=  relativ la construcția de mașini), s.a.
In latină antică termenul este împrumutat din elină (conservă chiar grafia și pronunțarea elină, 
deoarece grupul “ch” -  pronunțat “k” aspirat -  nu este latin); astfel mechanicus și mechanica au sensuri 
similare cu cele din elină.

Termenul latin a fost utilizat încă din evul mediu cu sensul antic (mecanism, sau obiect construit 
manual) și a căpătat semnificația fizică modernă (de teorie matematică a mișcării) în secolul al XVI- 
lea (se pare că J. Amyot este primul care utilizează această semnificație în 1559).

d in am ica  gr. 6vvap.t<; (forță, putere) + txo ț (sufix adjectival).
In elina antică dynamis este “forță”, “putere” (fizică sau morală); a existat de asemenea, forma adjec
tivală dynamikos.
In latină termenul apare în târziu, în secolul al Il-lea d. Chr., fiind împrumutat din elină, cu sensul 
de “putere mare”, dar este rar utilizat.
Utilizarea termenului dynamica în sensul fizic actual, ca parte a teoriei mișcării corpurilor sub acțiunea 
interacțiilor, se face din secolul al XVlI-lea.

Termenul thermodynamica este introdus în literatura de fizică la mijlocul secolului al XlX-lea.

ad iab atic  gr. 'aStaparcx; (impenetrabil)
[’a  (negație) + 6ta (printre) + 0aTetv (a traversa) + roț (sufix adjectival)).
Termenul adiabatos exista în elina antică cu sensul “impenetrabil” (care nu poate fi traversat), dar 
era rar utilizat.

Nu s-au păstrat mărturii scrise în latina antică cu acest termen.

In literatura științifică modernă (mai exact în termodinamică), termenul adiabatic a fost introdus de 
către R. Clausius, cu sensul restrâns “impenetrabil la transportul de căldură”, iar apoi a fost generalizat 
de către W. J. M. Rankine.

term ic  gr. Oep/ioț & Oeppi] (cald).
In elina antică therrne semnifică “căldură” (substantiv), thermos este “cald” (adjectiv) și thermein 
înseamnă “a încălzi”.

In latina antică s-a introdus sub influență elină termenul thermae, care însă are un sens mult mai 
restrâns: “baie publică cu apă caldă” (traducerea latină a termenului therme este calor).

Utilizarea științifică (din fizică și chimie) a acestui termen apare în secolul al XVlll-lea, inițial pentru 
a desemna motoarele cu abur.

d ia term  gr. 6ta (prin) + Oeppi] (cald).
Este o creație savantă din secolul al XVlll-lea, care utilizează elemente eline, dar termnul compus nu 
a existat în elină; semnificația termenului diathermal este: “penetrabil la transportul de căldură”.
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teorie lat. theoria < gr. 6 step ta (vedere, contemplare).
In elina antică exista verbul thedrein (care semnifica “a vedea, a observa”, a examina”); din acest 
verb derivă theoros (care semnifică “spectator la jocuri publice” și “ambasador”), apoi theoria ( = 
“contemplație”, “vedere”, dar și numele unei magistraturi).
Ultimul termen elin este preluat în literatura creștină din imperiul roman (sf. Ieronim, Cassian) in 
sensul de speculație sau căutare filosofică.

Termenul theoria este utilizat destul de rar în evul mediu cu sensul de “contemplație”. în secolul al 
XVI-lea theoria devine “ansamblu coerent de cunoștiințe asupra unui domeniu”, adică sensul din fizica 
modernă (de fapt această accepțiune a termenului este frecventă din secolul al XVII 1-lea).

isobar gr. ’ itro/JapTjs < 'm oț (egal) + 0apos (greutate, apăsare).
în elina antică a existat termenul isobares (= “de o greutate egală cu”) utilizat de Aristotel.

Termenul modern isobar (= “la presiune constantă”) este introdus în fizică în secolul an XlX-lea (la 
fel ca și isochor, isotherm și isentrop), prin analogie cu termenii din matematică isocel și isochron, care 
fuseseră inventați în secolul al XVI-lea. '

isocor gr. ’ioos (egal) +  xwpa (loc, spațiu).
în elina antică nu a existat termenul isochbros, deși acest termen este format prin juxtapunerea 
contractată a două cuvinte eline.

Termenul modern isochor (= “la volum constant”) este introdus în fizică în secolul an XlX-lea (la fel ca 
și isobar, isotherm și isentrop), prin analogie cu termenii din matematică isocel și isochron, care fuseseră 
inventați în secolul al XVI-lea.

isoterm  gr. ’ioos (egal) + Oeppr) (cald).
în elina antică nu a existat termenul isothermos, deși acest termen este format prin juxtapunerea 
contractată a două cuvinte eline.

Termenul modern isotherm (= “la temperatură constantă”), deși s-ar traduce ad litteram prin “la 
căldură constantă”, este introdus în fizică în secolul al XlX-lea (la fel ca și isobar, isochor și isentrop), 
prin analogie cu termenii din matematică isocel și isochron, care fuseseră inventați în secolul al XVI-lea.

isentrop gr. ’ia(oț) (egal) + 'surpam] (reîntoarcere); 
formare prin contracția lui “o”: iso-entropic.
în elina antică nu a existat termenul isoentropos, deși acest termen este format prin juxtapunerea 
contractată a două cuvinte eline. *

Termenul modem isentrop (< iso-entrop = “la entropie constantă”) este introdus în fizică în secolul 
an XlX-lea (la fel ca și isobar, isochor și isotherm), prin analogie cu termenii din matematică isocel și 
isochron, care fuseseră inventați în secolul al XVI-lea.

politrop  gr. iroAvț (mult) +  rporos (direcție, răsturnare).
Termenul polytrop a fost inventat în secolul al XlX-lea (se pare de către R. Clausius), pentru clasa 
transformărilor unui gaz cănd căldura specifică este constantă; a fost aleasă denumirea formată din 
termeni elini, care s-ar traduce prin “direcții multiple”, deoarece s-a constatat că procesul depinde 
parametric de un coeficient numeric (exponentul politrop) și în funcție de valoarea acestui număr 
caracteristic se obțin mai multe transformări simple ale gazului.

alotrop ie gr. ’aAAo; (altul) + rporoț (direcție, răsturnare).
In elina antică acest termen nu a existat, deși este format prin juxtapunere de cuvinte eline.

Termenul allotropia a fost introdus în literatura de fizică și chimie de către chimistul suedez .1. .1. 
Berzelius, avănd semnificația aJlos + tropos (= altă direcție), pentru diferitele stări de cristalizare 
care corespund la proprietăți macroscopice diferite ale aceleluași compus chimic.

polim orfism  gr. iroAuț (numeros) -I- popr̂ n] (formă)
în elina antică acest termen nu a existat, deși este format prin juxtapunere de cuvinte eline.

Termenul polymorphism a fost introdus în literatura de fizică și chimie de către cristalograful R. J. Haiiy, 
având semnificația polios + morphos (= forme multiple), pentru diferitele stări de cristalizare care 
corespund la proprietăți macroscopice diferite ale unei substanțe chimice.
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sto ichiom etric  gr. <TTOt.xet.ov (component) + fierpt^ccx; (măsurat).
Termen inventat la sfârșitul secolului al XVlll-lea de către chimistul german J. B. Richter (la sugestia 
chimistului francez J. L. Proust), utilizând juxtapunerea de termeni elini.

osm otic gr. 'ujtrpoț (impuls) + txoq (sufix adjectival).
Termenul a fost creat în secolul al XlX-lea prin juxtapuneri de cuvinte eline (după moda epocii). In 
1826 fizicianul francez Dutrochet inventează termenii endosmose și exosmose, cu ajutorul cuvintelor 
eline osmos (= impuls) și endon (= înăuntru), respectiv exo (= în afară); în 1868 Souviron crează 
prescurtarea din termenii anteriori osmose (în franceză), iar în 1858 Nysten crează adjectivul osmotique.

electro lit gr. ’rjXexrpov (chihlimbar) +  Xvroț (solubil)
Termenul elin elektron s-a transmis în latină în forma electrum, cu aceeași semnificație (= chihlimbar, 
ambră) și s-a derivat apoi forma adjectivală electicus.

In fizica modernă termenul electric este introdus de către Gilbert în 1600, iar în secolul al XlX-lea se 
introduc o mulțime de derivați cu sufixul electro-.

diagram a gr. ita ^pappa  (marcat prin linii) < 6ta (prin) +  ypappa  (greutate mică).

Termenul (în forma latinizată) este introdus în știința modernă de către astronomul francez Du Monin 
la sfârșitul secolului al XVI-lea (1584), fiind o juxtapunere de cuvinte eline.

te m p e ra tu ra  lat. temperatura < temperare (a tempera).
In latina antică temperatura are 3 sensuri principale: amestec, temperament (constituție Fizică) și tem
peratură, fiind substantivizarea verbului temperare, care înseamnă a amesteca, a tempera, a organiza, 
a nu face rău, a se abține.

Termenul latin în evul mediu a fost utilizat în ambele sensuri (de amestec și de temperatură), iar din 
secolul al XVlI-lea a ajuns să aibă numai semnificația actuală din fizică.

căldura  lat. calor (căldură) & calidus (cald) 
[ se pare că a existat în latina vulgară căldură ].
în latina antică calbr, -oris are semnificația de căldură; în termodinamică se utilizează atât derivatul 
substantival calor (în franceză: chaleur, dar limbile germanice au termeni nelatini: Wărme în germană 
și heat în engleză), cât și derivatul adjectival caloric.

presiune lat. pressura (apăsare).
în latina antică se utilizau termenii pressura (= apăsare) și pressio, -onis (=greutate, presiune) din care 
derivă termenul modern utilizat în fizică.

s tric țiune  lat. strictio, -onis < stringo, stringere, strictus (a strânge)
Temienul provine din latina antică prin intermediul latinei medievale; forma inițială a fost dată de 
verbul stringo, -ere, strinxi, strictum (= a strânge, a apăsa, a comprima) din care s-a derivat substantivul 
strictio, -onis (= strângere, presiune).

virial lat. vis, vires (forță).
în latina antică termenul vis (plural vires) semnifică “forță”, “putere”.

în fizică termenul virial a fost introdus în secolul al XlX-lea de către R. Clausius (trebuie să se remarce 
că în secolele XVII-lea și XVlll-lea termenul “forță” era uzual desemnat în lucrările scrise în latină 
prin termenul vis).

absorb ție  lat. absorptio, -onis (absorbire) < ab (din) T sorbere.

adsorb ție  lat. ad (spre) + sorbere (a înghiți).
în latina antică prepozițiile ab (sau abs) și ad sunt opozante; astfel, ab are semnificația “de la”, “din”, 
pe când ad semnifică “spre”, “către”. în cazul celor doi termeni fizici, deosebirea este următoarea:

-  absorbție implică transfer microscopic de particule tn interiorul (volumic) al corpului absorbant;

-  adsorbție implică transfer microscopic de particule pe suprafața corpului adsorbant.
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2. P refixe eline și latine

2 .a. Prefixe eline

hiper- 'vnEp (peste, deasupra) 

hipo- ‘VTTO (sub, dedesupt) 

om o- 'opeoț (asemănător) 

hetero- 'ETEpoț (altul, diferit) 

macro- m uaxpoț (mare, larg, lung) 

m icro- pixpoq (mic) 

iso- 'icra; (egal) 

foto- farroț (lumină) 

fono- faur) (voce, sunet) 

term o- Osppoț (cald) 

dia- 6ia  (printre)

pseudo- ipEvirjț (înșelător, fals) 

orto- ’opfloț (drept) 

para- trapa (contra, lângă) 

m eta- p e ra  (succesiune, schimbare, după) 

a- ’a — (prefix de negare) 

an- ’au — (prefix de negare) 

en- 'ev (în) 

piro- irvpwț (foc)

piezo- TTLEQE IV  (a presa, a comprima) 

m etro- pErpov (măsură) 

m ono- povoț (singur) 

di- 6iq (dublu)

tri- rpEiț (triplu)

tetra- Terrapa  (de patru ori) 

penta- TTEVTE (cinci) 

hexa- (șase) 

hepta- ‘Etrra (șapte)

poli- iroXvț (numeros)

2.b. P refixe latine

cuasi- quasi (aproape)

echi- aequus (egal)

ir- ir- (prefix de negare); provine din in-, “n” se transformă în “r” înainte de “r”.
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3. L ocuțiuni latine u tiliza te  în term odinam ică

a priori (= plecând de la ceea ce era anterior)
In latina antică prior semnifică “dinainte”, “precedent” (fiind comparativul superlativului primus).

In latina scolastică (medievală) s-a introdus locuțiunea adverbială și adjectivală a(b) priori cu sensul 
“vorbind despre ceea ce exista înainte” (adică despre ceea ce se admite că se fondează pe date anterioare 
experiențelor).

a posteriori (= în urma experienței)
In latina antică posterior semnifică “care vine după altul”, “posterior” (fiind comparativul adjectivului 
posterus = următor).

în latina scolastică (medievală) s-a introdus locuțiunea adverbială a posteriori ratione quam experientia 
cu sensul “vorbind despre ceea ce rezultă din experiențe” (adică bazăndu-se pe fapte).

a fortiori (= cu atât mai mult)
în latina antică fortior este comparativul adjectivului fortis care semnifică “tare", “solid”, “viguros”.

Locuțiunea adverbială a fortiori ratione are semnificația “cu un motiv mai mult” (se aplică pentru a 
termina un raționament concluziv).

ab absurdum  (= prin [reducere la] absurd)
Metodă de raționament în care pentru a demonstra o propoziție se începe prin a presupune contrariul 
a ceea ce trebuie domonstrat. dacă se ajunge astfel la o contradicție, se admite, conform logicii clasice 
a terțiului exclus, că propoziția inițială este adevărată.

perpetuum  m obile (=  tot timpul în mișcare)
în latina antică perpetuus, -a, -um significă adverbul “neîntrerupt”; de asemenea, adjectivul mobilis 
semnifică “mobil”. Ca urmare în latina renascentistă din mediile universitare vest-europeene sintagma 
perpetuum mobile desemna un sistem care se poate mișca un interval de timp oricât <le mare, indiferent 
de fenomenele disipative inerente.

Bibliografie asupra etim ologiilor

Autorul este conștient că problema etimologiilor discutate în această anexă este o ches
tiune contestabilăj^ca urmare, este necesar să se listeze sursele de informație utilizate.

L. Quicherat & A . D aveluy Dictionaire latin-frangais, Librairie Hachette, Paris (1929).

E. Benois & H. G oelzer Nouveau dictionaire latin-frangais, Librairie Garnier frăres f.a.

M. A. B ailly Dictionnaire grec-frangais, VI âdition, Librairie Hachette, Paris (1910).

E. L ittre Dictionnaire de la langue frangaise, Librairie Hachette et Cie., Paris (1883).

Grand Larrousse encyclopedique en dii volumes, Librairie Larousse, Paris (1960-1964).

La Grande E ncycloped ie ed. M. Berthelot h  F. C. Dreyfus, H. Lamirauld, Paris (1900).

Encyclopaedia B ritannica A New Survey of Universal Knowledge, XlV-th edition, 
Encyclopaedia Britannica Inc., Chicago, (1947).

C ollier’s E ncyclopedia  , in 2J volumes, Crowell-Collier Educațional Corporation (1971).

The R andom  H ouse D ictionary  o f th e  English Language Random House Inc., 
New York (1969).

Der GroBe Brockhaus Handbuch des Wissens in zwanzig Bănden, XV Auflage,
F. A. Brockhaus, Leipzig (1928-1935).

Istoria generală a știin țe i (conducător R. Taton), [traducere din franceză], 
Editura Științifică, București (1970).

M. von Laue Istoria fizicii, [traducere din germană], Editura Științfică, București (1965).
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Referințe Bibliografice

Se vor prezenta succint cele mai importante lucrări de termodinamică, sau care conțin 
prezentarea generală a termodinamicii împreună cu fizica statistică, cel puțin acele lucrări 
despre care autorul are informații.

I. Lucrări elementare

1. E. Fermi, Termodinamica, Ed. Științifică, București (1969).
[traducere din engleză: Thermodynainics, Prentice-Hall, New York (1937).]

Este o lucrare succintă în care se face o expunere a principiilor termodinamicii pe 
baza Principiului 2 în varianta Kelvin și utilizând metoda ciclurilor termodinamice; 
deși nivelul de prezentare este accesibil și aparatul matematic este elementar, totuși 
lucrarea se remarcă prin eleganță și claritate.

2. M. W. Zemansky, Heat and Thermodynamics, McGraw-Hill Book Comp., N. Y. (1957). 

Este manualul tradițional pentru primul ciclu din universitățile americane; metoda de 
studiu este clasică, dar se fac discuții fizice foarte detaliate asupra mărimilor specifice 
termodinamicii și este foarte utilă pentru o înțelegere corectă a bazelor termodinamicii, 
de asemenea conține multe aplicații.

3. F. Reif, Fizică statistică, Ed. didactică și pedagogică, București (1983). 
[traducere din engleză: Statistical Physics, Berkeley Physics Course - voi. 5, 
Educațional Development Center, Inc. (1967).]

Este manualul standard din majoritatea universităților americane și vest-europene, 
fiind ultimul volum din seria manualelor Berkeley. Este o lucrare care tratează în 
primul rând metoda statistică de studiu a sistemelor macroscopice, dar conține nu
meroase referințe la noțiunile de bază ale termodinamicii și fiecare capitol este însoțit 
de numeroase probleme extrem de utile.

■1. F. Reif, Fundamentals of Statistical and Thermal Physics, McGraw-Hill Book Comp.. 
New York (1965).

Această lucrare este asemănătoare cu precedenta (fiind scrisă de același autor); este 
recomandată în special pentru aprofundarea conceptelor fundamentale și pentru pro
blemele propuse.

5. V. V. Sîcev, Sisteme termodinamice complexe, Ed. Științifică și Enciclopedică (1982). 
[traducere din rusă: CAOOKHUC mepModunaMUHecKue cucrneMi*, HayKa, MocKBa(1980).] 

Meritul acestei lucrări (scrisă de un inginer) este prezentarea termodinamicii mai mul
tor sisteme particulare (elastice, electrice, magnetice, supraconductoare, superficiale, 
elemente galvanice). Metoda de studiu este elementară și apar multe naivități dar 
conține unele aplicații interesante.
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6. Z. Găbos & O. Gherman, Termodinamica și fizica statistică, Ed. didactică și peda
gogică, București (1967).

Este manualul utilizat în anii ’60 la Cluj și se utilizează metoda clasică; util pentru 
studenții care doresc o prezentare succintă și clară, însoțită de exemplificări.

7. I. P. Bazarov, Termodinamica, Ed. Tehnică, București (1962).
[traducere din rusă: TepModuHOMUKa, HayKa, MocKaa (1960).]
Este o lucrare de nivel mediu, având avantajul că, pe lângă expunerea fundamentelor 
(nu foarte riguros), sunt prezentate sisteme termodinamice particulare și capitolele 
sunt finalizate cu probleme rezolvate.

8. M. A. Leontovici, Introducere în termodinamică, Ed. Tehnică, București (1954). 
[traducere din rusă: Bdenue o mepModunaMUKe, HayKa, MocKBa (1950).]

Este o lucrare elementară, de introducere în termodinamică care este la nivelul de 
prezentare a termodinamicii pentru studenții din anul I; poate fi utilă studenților care 
au mari lacune.

II. Lucrări clasice

1. Ș. Țițeica, Termodinamica, Editura Academiei, București (1982).

Este vechiul curs predat la Facultatea de Fizică a Universității din București de marele 
fizician și profesor Șerban Țițeica. Proprietatea remarcabilă a acestei lucrări este 
claritatea și în același timp rigurozitatea expunerii pentru toate chestiunile abordate. 
Autorul consideră foarte utilă consultarea aceastei lucrări, chiar dacă metoda utilizată 
este cea “clasică”.

2. A. Sommerfeld, Vorlesungen liber theoretische Physik, Bând V: Thermodynamik und 
Statistische Mechanik, Dieterich, Wiesbaden (1952).
[există traducerea în engleză: Lectures in Theoretical Physics, Voi. 5, Academic Press, 
New York (1964). |

Este manualul “clasic” de termodinamică și fizică statistică. Termodinamica este 
prezentată în primul rând la nivelul principiilor și a principalelor consecințe, utilizând 
axiomatica clasică în care Principiul 2 este enunțat în formularea Kelvin, analog lucrării 
lui Ș. Țițeica (de fapt, Ș. Țițeica a scris cursul său sub influența lucrării lui A. Som
merfeld -  după cum declara el însuși).

3. E. Schrodinger, Statisticul Thermodynamics, Cambridge Univ. Press, London (1948).

Este în primul rând un manual de fizică statistică, care are o prezentare succintă a 
termodinamicii.

4. M. Planck, Vorlesungen uber Thermodynamik, De Gruyter, Berlin-Leipzig (1939).
| există traducerile în engleză și în franceză:
Treatisc on 'Thermodynamics, III edition, (translated from the Vll-th german edition), 
Dover Publications, Inc., New York (1926);
Leșons de Thermodynamigue, (traduit sur la III-^me Edition allemande), Librairie sci- 
entifique A. Hermann & fils, Paris (1913).]

Este o lucrare remarcabilă, deși relativ puțin cunoscută. Sunt prezentate principiile 
împreună cu cele mai importante consecințe și aplicațiile acestora asupra unor clase 
de sisteme sau fenomene, dintre care se remarcă tranzițiile de fază, care sunt discutate 
într-o manieră foarte modernă. Principalul dezavantaj al acestei lucrări este stilul de 
expunere, care face lectura să fie greoaie pentru student. Este remarcabil că Planck, 
spre deosebire de contemporanii săi, evidențiază “ecuația termodinamică fundamen
tală” ca sursă a întregii informații termodinamice asupra sistemului, anticipând astfel 
lucrările “neogibbsiene” (evident, cu excepția lucrărilor lui Gibbs însuși, dar care au 
fost neglijate până în anii ’50 ai secolului al XX-lea).
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5. M. Planck, Einfuhrung in die theoretische Physik, Bând V: Einfuhrung in die Theorie 
der Wărme, Leipzig (1930).
|sau varianta ulterioară:
Theorie der Wârmestrahlung, VII Auflage, J. A. Barth Verlag, Leipzig (1966).] 
[există traducerea în engleză:
Theory of Heat Radiation, Dover, New York (1959).]

Este prezentată termodinamica radiației termice în mod detaliat (se expune deducerea 
legii lui Wien și a teoremelor Kirchhoff).

6. A. B. Pippard, Classical Thermodynamics, Cambridge Univ. Press, London (1957).

Principiile și ideile fundamentale sunt prezentate succint, utilizând axiomatica clasică. 
Valoarea deosebită a acestei lucrări constă în prezentarea aplicațiilor termodinamicii 
pentru diferite clase de sisteme (în primul rând tratarea termodinamică a sistemelor 
magnetice și a supraconductorilor).

7. A. H. Wilson, Thermodynamics and Statisticul Mechanics, Cambridge Univ. Press, 
London (1957).

Termodinamica este prezentată succint, fiind în primul rând o lucrare de mecanică 
statistică. Lucrarea este utilă în primul rând pentru prezentarea principiilor în maniera 
Carathăodory, precum și pentru discuții asupra tranzițiilor de fază.

8. E. A. Guggenheim, Thermodynamics, North-Holland, Amsterdam (1949).

Este o lucrare “clasică”, care prezintă succint fundamentele termodinamicii și apoi 
studiază sisteme particulare, cum sunt soluțiile, sistemele electro-chimice, sistemele 
gravitaționale, sistemele electrizabile și cele magnetizabile (sunt prezenate detaliat 
chestiunile de termodinamică chimică).

9. R. Kubo, Thermodynamics (an advanced course with problems and Solutions), [trans- 
lation from japanese] North-Holland Publishing Comp., Amsterdam (1968).

Este de fapt o culegere de probleme cu rezolvări detaliate, care are la începutul fiecărui 
capitol o prezentare teoretică succintă. Este o lucrare extrem de utilă, fiind recunoscută 
ca cea mai apreciată “culegere de probleme”, datorită clarității soluțiilor și a comen
tariilor fizice care sunt făcute în rezolvările problemelor.

10. P. T. Landsberg, Thermodynamics with Quantum Statistica! Ulustrations, Interscience 
Publishers Inc., New York, London (1961).

Este o lucrare avansată, care aprofundează axiomatica clasică a termodinamicii; lu
crarea este recomandată numai studenților cu aptitudini deosebite pentru fizică teo
retică, fiind dificil de înțeles (atât ca idei cât și ca formalism matematic).

11. G. Wannier, Statistical Physics, John Wiley & Sons, Inc., New York (1966).

Este un manual pentru universități americane, conținând atât termodinamica, cât și 
mecanica statistică. Prezenarea este succintă și structurată după nivelul de dificultate, 
dar apar multe abateri față de tratarea clasică, care sunt foarte interesante, astfel că 
această lucrare este utilă mai ales pentru o înțelegere sintetică a termodinamicii și a 
mecanicii statistice. Singura problemă, pentru studentul interesat numai de termo
dinamică, este faptul că materialul este prezentat pe probleme, fiind făcute simultan 
ambele tipuri de abordări: atât cea termodinamică, cât și cea statistică (la fel cum se 
procedează în lucrările lui L. D. Landau & E. M. LifSits).

12. H. E. Stanley, Introduction to Phase Transitions and Criticai Phenomena, Oxford Univ. 
Press, Oxford (1971).

Este o lucrare accesibilă studenților pentru o introducere modernă în teoria tranzițiilor 
de fază; se abordează atât punctul de vedere termodinamic cât și cel statistic.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



384 ANEXA F. REFERINȚE BIBLIOGRAFICE

13. L. D. Landau & E. M. Lifșiț Fizica statistică,
[traducere din rusă: TeopemuuecKOJi ^ U3UKO, TOM V: CmamucmuuecKa#. ^ USUKU, 
M3AaiejibCTBO „HAVRA”, MocKBa (1978).| Ed. Tehnică, București (1988).
Cele 10 volume din seria de Fizică teoretică scrise de L. D. Landau și E. M. LifSits sunt 
remarcabile, dar autorul crede că acestea sunt mai degrabă lucrări de referință pentru 
fizicieni teoreticieni deja formați, dar nu sunt adecvate ca manuale. Pentru această 
afirmație autorul face următorea argumentație:
-  materialul este prezentat într-o formă cât mai elegantă și mai succintă, eludând 
maxim posibil toate dificultățile de ordin tehnic, astfel încât sunt aparent eliminate 
aspecte subtile, care ar fi făcut expunerea mai greoaie;
-  se elimină de multe ori din prezentare aspecte importante pentru a obține o formă 
mai simplă, deși acele dificultăți care au fost omise nu sunt neglijabile (argumentul 
utilizat de autorii lucrării este de forma “este evident că”), iar această metodă este o 
sursă de înțelegeri eronate când respectivele lucrări sunt utilizate ca manuale pentru a 
învăța;
-  prezentarea elegantă și sintetică are ca efect sacrificarea unei prezentări ordonate și 
complete (de foarte multe ori unele proprietăți importante sunt evidențiate ca simple 
observații, care pentru cititorul neavizat vor fi neglijate).
Argumentele expuse anterior sunt valabile în cea mai mare măsură volumului “Fizica 
statistică”, care poate că este una dintre cele mai bune lucrări din seria menționată 
anterior, dar și una dintre cele mai dezechilibrate (numai în sensul pedagogic al cu
vântului). Trebuie să se evidențieze că în această lucrare termodinamica este inclusă 
în fizica statistică (spre deosebire de lucrările școlii germane), adică se prezintă inițial 
fundamentele fizicii statistice, apoi se face o introducere în termodinamică, iar în con
tinuare diferitele aplicații sunt prezentate atât sub raport termodinamic, cât și din 
punct de vedere statistic. De aceea, studentul care audiază cursul de la Facultatea de 
Fizică din București nu va putea utiliza eficient lucrarea lui Landau & Liftits decât 
după parcurgerea cursului de fizică statistică. TYebuie să se semnaleze, de asemenea, 
existența unor fenomene termodinamice discutate în această lucrare, dar care nu sunt 
tratate în prezentul curs, astfel că această lucrare oferă o completare (față de cursul 
prezent).
In concluzie, lucrarea “Fizică statistică” este foarte valoroasă ca sursă de informație, 
dar nu este recomandabilă ca primul manual.

14. L. Landau & E. Lifchitz, Theorie de l ’elasticite,
[traduit du russe: TeopemuHecKa# ^U3UKa, TOM VII: Teapa# ynpygocmu, 
MaaaTejibCTBO „HAVRA”, MocKBa (1964).) Editions Mir, Moscou (1967).
Din punctul de vedere al termodinamicii, lucrarea este interesantă numai prin prezen
tarea generală a termodinamicii sistemelor elastice. De fapt, autorul acestui manual 
a fost influențat în mod esențial de această lucrare când a elaborat capitolul despre 
sisteme elastice al prezentului manual; de aceea este recomandată lectura primei părți 
a acestui volum.

15. L. Landau & E. Lifchitz, Electrodynamique des milieui continus, 
[traduit du russe: TeopemuuecKafi <f)U3UKa, TOM VIII: E#eKmpoduHOMUKa CIIJIOULHWJ 
cped, HaAaTejibCTBo „HAVRA”, MocKBa (1959).] Editions Mir, Moscou (1969).
Această lucrare are marele merit că oferă o prezentare corectă a termodinamicii sis
temelor electrizabile și magnetizabile (din nefericire există multe lucrări care conțin 
erori sau omisiuni condamnabile la prezentarea acestor fenomene); de aceea autorul 
recomandă stăruitor varianta Landau iz Lifiits ca lectură aprofundată asupra termo
dinamicii sistemelor electrizabile, sau magnetizabile, precum și asupra termodinamicii 
tranziției de fază supraconductoare.
Menționăm de asemenea că există fenomene privind termodinamica sistemelor eiectri- 
zabile sau magnetizabile, care nu sunt tratate în acest curs, dar care sunt prezentate 
în mod succint în lucrarea lui L. D. Landau & E. M. Lifsits.
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III. Lucrări neo-gibbsiene

1. H. B. Callen, Thermodynamics, John Willey & Sons, Inc., New York (1960).
Este primul manual care expune termodinamica în maniera neo-gibbsiană (și în același 
timp, singurul consacrat), de aceea autorul recomandă în mod categoric lectura acestei 
lucrări. Trebuie să se semnaleze că această lucrare, în raport cu prezentul curs, are 
următoarele particularități:

• se ilustrează principiile termodinamicii pe cazul particular când sistemul studiat 
este un fluid neutru (deci cursul prezent utilizează o expunere mai generalizată);

• se utilizează o metodă destul de neclară (pe de altă parte, metoda este incon
secventă în raport cu principiile generale enunțate anterior) pentru studiul sta
bilității echilibrului termodinamic;

• metoda de studiul a sistemelor elastice este greoaie;
• metoda de studiul a sistemelor electrizabile și magnetizabile conține erori, dacă 

se consideră stricțiunea sistemului.

Cu toate aceste imperfecțiuni, această lucrare este o foarte bună completare a cursului 
prezent.

2. L. Tisza, Generalized Thermodynamics, M. I. T. Press, Cambridge, Mass. (1966).
Este un set de articole privind axiomatizarea neo-gibbsiană a termodinamicii și a prin
cipalelor consecințe ale axiomelor; de aceea, această lucrare nu este un manual, dar 
prezintă mai riguros decât lucrarea lui H. B. Callen problemele principale ale ter
modinamicii. Datorită caracterului avansat, acestă lucrare este recomandată numai 
studenților care sunt interesați în mod deosebit de termodinamică.

3. A. S. Wightman, Introduction la R. B. Israel, Conveiity in the Theory of Lattice Gases, 
Princeton University Press (1979).
Introducerea lui A. S. Wightman la lucrarea lui R. B. Israel este singura lucrare cunos
cută de autor (până în momentul scrierii acestor rânduri) asupra utilizării proprietăților 
funcțiilor concav-convexe în termodinamică și în special pentru descrierea tranzițiilor 
de fază. în Anexa A a manualului sunt prezentate proprietățile funcțiilor concav- 
convexe, precum și proprietățile transformatelor Legendre în maniera sugerată de A. 
S. Wightman, dar mai detaliat.

4. G. Ciobanu, Curs de termodinamică și fizică statistică, voi. I, Tipografia Universității 
București (1981).
Este o lucrare remarcabilă, care prezintă fundamentele termodinamicii și principalele 
aplicații în manieră neo-gibbsiană, prin generalizarea metodei Callen pentru sisteme 
termodinamice arbitrare. [Diferențele principale față de cursul prezent apar la discuția 
condițiilor de stabilitate și la teorema fundamentală a potențialelor termodinamice.]
Autorul recomandă consultarea acestui manual, datorită expunerii foarte clare, precum 
și a exemplificărilor care facilitează înțelegerea noțiunilor introduse.

5. N. Straumann, Thermodynamik, Springer Verlag, Berlin Heidelberg (1986).
Este un curs succint de termodinamică (aproximativ 130 pagini) care utilizează în 
mod sistematic formalismul neo-gibbsian. | Principialul dezavantaj al acestei lucrări 
este faptul că se adresează cunoscătorilor limbii germane].

6. E. H. Lieb & J. Yngvason, The Physics and Mathematics of the Second Law of Ther
modynamics, Physics Report, (1999).
Este o lucrare care construiește termodinamica pornind de la definirea entropiei fără 
nici o referire la noțiunile de căldură sau cicluri; ca urmare, această lucrare este in
teresantă numai pentru axiomatizarea termodinamicii, dar nu pentru aplicații și deci 
se recomandă numai studenților interesați în mod deosebit de fundamentele termodi
namicii.
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IV. Lucrări de term odinam ică  chim ică

1. I. Prigogine & R. Defay, Chemical Thermodynamic.s, Longmans Green, London (1954).
Este lucrarea “clasică” care prezintă principalele rezultate ale termodinamicii chimice.

2. T. Erdely-Gruz k  G. Schay, Chimie fizică teoretică, voi. I și II, 
[traducere din maghiară: Elmeleti fizikai kemia, Tankbnyvkiadd, Budapest (1954).| 
Ed. Tehnică, București (1957).
Sunt prezentate detaliat sistemele cu mai multe componente și echilibrele fizice în 
soluții, echilibrul chimic, adsorbția, cinetic chimică și electrochimia (din nefericire pen
tru fizicianul teoretician, materialul conține foarte multă informație “experimentală”, 
astfel că această lucrare este dificilă pentru un teoretician).

3. I. G. Murgulescu & R. Vâlcu, Introducere în chimia fizică -  voi. III: Termodinamică 
chimică, Editura Academiei, București (1982).
Se prezintă principalele rezultate ale termodinamicii chimice (fără rigurozitatea cerută 
de fizica teoretică).
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Lista principalelor notații

Pentru a facilita citirea diferitelor părți ale acestui manual se prezintă lista principalelor 
notații utilizate. Autorul a căutat să utilizeze maxim posibil notații neambigue și univoce 
(adică fiecare literă să corespundă numai unei singure mărimi fizice).

Pe de altă parte, există o tradiție de notare în fiecare domeniu al fizicii, în particular și 
în termodinamică; de aceea autorul a căutat să utilizeze numai notații care există în alte 
lucrări consacrate (de termodinamică sau de fizică statistică).

Din nefericire, în unele situații (destul de rare) a fost necesar să se utilizeze același simbol 
pentru noțiuni diferite. Totuși, în aceste cazuri noțiunile respective (care sunt notate prin 
același simbol) apar în capitole diferite ale acestui manual și ele sunt puțin utilizate. în cazul 
unui simbol care are mai multe semnificații se va semnala în această listă fiecare semantică 
în mod explicit.

Pentru a nu lungi în mod inutil lista de mai jos, nu s-au semnalat simbolurile sau mărimile 
care apar în mod sporadic (adică mărimile speciale care au o importanță redusă). De aseme
nea, majoritatea mărimilor din textul principal au indici (inferiori sau superiori); pentru a 
nu complica în mod inutil lista, se omit în mod sistematic toți indicii posibili.

I. Litere latine

â  -  tensorul coeficienților elastici de rigiditate
.4 -  arie (a unei suprafețe)
21 -  mulțime de stări
b -  coeficient numeric pentru căldura specifică
B -  intensitatea inducției magnetice
®  -  parametrul extensiv magnetic
c -  căldură specifică (capacitate calorică per particulă) 

-  concentrație procentuală
c -  densitate (volumică) de capacitate calorică
C capacitate calorică (sensibilă)
T> -  intensitatea inducției electrice
5) -  parametrul extensiv electric
E  -  energie

modulul de elasticitate Young
£ -  intensitatea câmpului electric
f  -  energie liberă specifică (per particulă)
f densitatea (volumică) de energie liberă
f -  densitate (volumică) de forță
F  -  parametru de stare intensiv entropie
F  -  energie liberă (potențial Helmholtz)
F  -  forță
0 — densitatea (volumică) de potențial Gibbs
g - potențial Gibbs specific (per particulă)
Q -  potențial Gibbs
h -  entalpie specifică (per particulă)

-  câmp extern Landau
H -  entalpie (potențial Clausius)
'H -  intensitatea câmpului magnetic
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I -  intensitate a radiației termice 
k -  coeficient de elasticitate (al unei bare)
K  -  modulul de alunecare (elastic)
l -  lungime (a unei deplasări)
L -  lungime
L -  momentul cinetic total al sistemului
£  -  lucru (mecanic, electric, magnetic, etc.)
m -  moment dipolar magnetic specific (per particulă)

-  moment magnetic dipolar
M  -  magnetizarea (densitatea volumică de moment magnetic dipolar)
n -  densitatea (volumică) de particule
N -  număr de particule

-  presiune
P -  parametru de stare intensiv energetic
p -  moment dipolar electric specific (per particulă)
P  -  moment electric dipolar
P  -  polarizația electrică
P -  impulsul total al sistemului
q -  sarcină electrică
Q -  căldură
r -  numănil de grade de libertate netermice ale unui sistem termodinamic
£R -  rezervor termodinamic
S  -  sistem termodinamic
s -  entropie specifică (per particulă)
s -  densitatea (volumică) de entropie
S  -  entropie
S  -  potențial termodinamic entropie 
t -  tensorul tensiunilor
T -  temperatura (absolută)
î  -  sistem termodinamic total (compus) 
u  -  versor
u -  energie internă specifică (per particulă)
up -  densitate spectrală de energie radiantă (în scara fracvențelor)
u* -  densitate spectrală de energie radiantă (în scara lungimilor de undă)
u -  densitatea (volumică) de energie internă
U -  energie internă
U -  potențial termodinamic energetic
v -  volum specific (per particulă)
V -  volum
w  — set de parametrii de stare extensivi reduși netermici (energetici sau entropiei)
W  -  set de parametrii de stare extensivi netermici (energetici sau entropiei)
x -  parametru de stare extensiv entropie specific (per particulă)
X  -  parametru de stare extensiv entropie

-  coordonată de forță
X  - set de parametrii de stare extensivi entropiei
y -  parametrii de stare extensiv energetic specific (per particulă)
Y - parametru de stare extensiv energetic
Y  - set de parametrii de stare extensivi energetici
Z  -  set de parametrii de stare extensivi netermici (energetici sau entropiei)

II . Litere eline

a -  coeficient termic al unui parametru extensiv (în particular, coeficient de dilatare) 
exponentul critic al căldurii specifice isocore

0 -  coeficient termic al unui parametru intensiv
-  exponentul critic al saltului de volum specific
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7 -  coeficient de tensiune superficială
-  exponent adiabatic
-  exponentul critic al saltului de volum specific

<5 -  exponentul critic al deviației presiunii de coexistență a fazelor
e -  tensorul deformațiilor
?o -  permitivitatea electrică a vidului
r) -  parametru de ordine specific (Landau)
0 -  temperatură empirică 
K  -  exponent poli trop 
k  -  tensorul coeficienților elastici de compleanță 
x  -  coeficient de compresibilitate
A -  căldură latentă specifică (per particulă)

-  lungime de undă (a câmpului electromagnetic)
-  coeficient Lamâ

A -  capacitate calorică latentă
fi -  potențial chimic

-  modulul de compresie uniformă (elastică)
J1Q -  permeabilitatea magnetică a vidului 
v -  volum redus (față de punctul critic) 

-  frecvența câmpului electromagnetic
E -  stare termodinamică
7T -  presiune redusă (față de punctul critic) 

-  parametrul intensiv electric/magnetic
a -  coeficient de contracție elastică Poisson

-  entropie empirică
S -  frontieră
T  -  temperatură redusă (față de punctul critic)
T -  funcție Krammers (potențial grand-canonic entropie)
</> -  proces termodinamic
$  -  funcția Massieu (potențial canonic entropie)

-  potențial electrostatic
X -  susceptibilitate volumică (termodinamică sau electrodinamică)
X -  susceptibilitate specifică (termodinamică sau electrodinamică)
■0 -  proces termodinamic
4' -  funcție Planck (potențial isoterm-isobar entropie)

-  parametru de ordine (Landau)
w -  densitate (volumică) de potențial grand-canonic
fi -  potențial grand-canonic

III. Relații

~  -  relație de echilibru (pentru stări ale unor sisteme termodinamice) 
~  -  relație de echilibru termic
~  -  relație isoenergeticăA
~  - relație de isentropie
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